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ТӨРТІИШІ БАСЫЛУЫНА АЛҒЫ СӨЗ

Осы басылуын дайындау кезінде кітап біршама жөнделді. 7, 17, 
18, 22, 27, 33, 36, 37, 38, 40, 43, 68, 88-параграфтары қайтадан (то- 
лықтырылып немесе жарым жартвілай) жазылды. Айтарлыктай қо- 
сымша немесе өзгеріс 2, 11, 81, 89, 104, 113-параграфтарға жасалғал.

Бұдан бұрын, екінші және үшінші басылуын дайындау кезінде 
14, 73, 75-параграфтар қайта жазылған болатын. Айтарлықтай қо- 
сымша немесе өзгерістер 109, 114, 133, 143-параграфтарға енгізіл- 
ген-ді.

Сонымен бірінші басылуына қарағанда бірінші томный, бет бей- 
несі көрнеу өзгерді. Бұл өзгеріс автордың Москвадағы инженерлік- 
физика институтында жалпы физикадан сабақ берген соңғы он жыл 
ішіндегі методикалық тәжірибелеріпіц жиынтығын көрсетеді.

1969 ж. ноябрь.

И. САВЕЛЬЕВ.



I Б Ө Л ІМ

МЕХАМ ИКАНЫҢ ФИЗМКАЛЫҚ I IЕГІЗД ЕР I

КІР1СП E

Механика денелердің немесе олардың жеке бөлікте- 
рінің бір-біріне қатысты орын ауыстыруынан тұратын 
материя қозғалысының ең жай формасы туралы ілім бо- 
лып табылады.

Денелердің орын ауыстыруын біз күнделікті тірдіілі- 
гімізден көріп-бақылап жүрміз. Механикалық ұғымдар- 
дың көрнекілігі де осыдан болар. Басқаларына Караган­
да барлық жаратылыс ғылымдарының ішінде механика- 
ның алдымен өрістеп дамуы да осымен түсіндіріледі.

Бір дененің әр түрлі денелерге қатЬісты қозғалысы 
түрліше сипатта болады. Егер, мысалы, 1 дене бізбен са- 
лыстырғанда тыныштықта тұрса, ал 2 және 3 дене бір 
жаққа қарай бірдей жылдамдықпен қозғалса, онда 3 де­
не 1 денете қатысты орын ауыстырады, бірақ 2 денеге 
қатысты тыныштықта болады.

Сондықтан қозғалысты сипаттау үшін басқа денеге 
(немесе бір-біріне қатысты қозғалмайтын бір топ дене­
ге) қатысты берілген дененіц орын ауыстыруын қалай 
есептейтіндігіміз жайында келісіп алғанымыз жөн. Осы 
мақсатпен таңдап алынған денеміз (немесе бір топ де- 
нелер), санақ системасын құрады.

Практикада қозғалысты сипаттау үшін санақ систе­
масын құратын денелергс әйтеуір бір координата систе­
масын, мысалы, декарт немесе тік бұрышты координата- 
лар системасын байланыстыруға тура келеді.

Дененің координаталары оның кеңістіктегі орнын 
анықтауға мүмкіндік береді. Алайда қозғалыс кеңістік- 
тегі сияқты уақыт бойынша өтеді (кеңістік пен уақыт — 
материя өмір сүруінің ажырамас формасы). Сондықтан
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қозғалысты сипаттау үшін уакытты да есептеу қажет. 
Бұл сағаттың көмегімеіі жасалады.

Таңдап алынған санақ системасын және сағатпен 
байланыстырылған коордннаталар снстемасын аныктап 
дене қозғалысын сипаттауға кірісеміз.

Дененің қозғалысы 
әдетте оган күш эсер ет- 
кен жағдайларда пайда 
болады. Осы күштердің 
әсері қозғалыстың снпа- 
тын аныктаумен қатар 
дененің деформациясын 
да, яғни олардың өлшемі 
мен формасының өзгері- 
сін де туғызады. Көбінесе 
деформациясының шама- 
лы болатындығы сопдай- 
лык, дененің козғалысын 
сипаттағанда оны елемey­
re де болады. Қарастыры- 
латын мысалдың шартын- 
да деформациясын еле- 

меуге болатын дене а б с о л ю т  қ а т т ы  д е н е л е р  деп 
аталады. Абсолют қатты (яғни мүлде деформациялан- 
байтын) денелердің табиғатта жоқ екендігін есте сақта- 
ған дұрыс. Тек дененің қозғалысы кезінде деформация- 
ның еленбейтін азғантай ролі белгілі бір жағдайларда 
оны абсолют дене ретінде қарастыруға мүмкіндік береді.

В'

В'

Кейде дене қозғалысын қарастырған кезде олардың 
өлшемін де елемеуге болады. Бұл, дене өлшемінің, біз 
істес болуға тура келетін, берілген есептіц шартыпдагы 
кейбір өлшемдерден бірнеше есе кіші болатын жағдай- 
ларда болады. Мысалы, автомобильмен Леппнградтан
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Москваға қарай жүріп өткен жолды анықтау кезіндс 
автомобильдің өлшемін біржола елемеуге болады.

Берілген есептің шартында өлшемін елемеуге бола- 
тын дене м а т е р и я л ы қ  н ү к т е  деп аталады. Беріл- 
ген нақтылы денені материялық нүкте ретінде қарасты- 
руға болатындығы, яғни болмайтындығы жайлы мәселе 
сол дененің өлшеміне емес, есептің шартына байланыс- 
ты. Бір жағдайда материялық нүкте орнына саналған 
дене, екінші жағдайда аумақты дене ретінде қарастыры- 
луға тиіс. Айталық, мысалы, Күнді айнала қозғалған 
Жердің траекториясын есептегенде Жерді материялық 
нүкте ретінде қарастыруға болады. Ал Жер бетіндегі де­
не қозғалысын қарастырған кезде ол аумақты дене ре- 
тінде қарастырылуға тиісті. v

Қатты дененің кез келген қозғалысын негізінен екі 
түрге (ілгерілемелі және айналмалы қозғалысқа) жік- 
теуге болады.

Ілгерілемелі қозғалыс деп, қозғалыстағы денемен 
баііланысқан кез келген түзу өзіне-өзі параллель болып 
қалатын қозғалысты айтады (1-сурет).

Айналмалы қозгалыс кезінде дененің барлық нүкте- 
лері шеңбер бойымеп қозғалады және олардыц цснтрле- 
рі айналыс осі деп аталатын бір түзудің бойында жатады 
(2-сурет) Айналыс осі денеден тыс жатуы мүмкін (2, 
б-сурет).

Материялық нүкте сияқты әйтеуір бір дене туралы 
айта отырып, біз оның аумақтылығын ескермейміз, оның 
осі арқылы өтетін айналмалы қозғалыс ұғымы осындай 
денеге қолданылмайды.

Механика үш бөлімге бөлінеді: 1) кинематика,
2) статика және 3) динамика. Кинематика дене қозға- 
лысын камтамасыз ететін себептерге байланыссыз коз- 
ғалысты оқып-зерттейді, статика денелердің тепе-тең- 
діктегі шартын оқып-зерттейді, ал соңында, динамика 
қозғалыстың сол немесе басқадай сипатын қамтамасыз 
ететін себептерге байланысты дененің қозғалысын оқып- 
зерттейді. Тепе-теңдік қозғалыстын, дербес жағдайы 
болғандықтан да статика зады динамика заңдарының 
табиғи салдары болып шығады. Осы себептен де статика 
физика курстарында жеке оқылмайды.
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I Т А Р А У

КИНЕМАТИКА

Траектория

3-сурет.

§ 1. Нүктенің орын ауыстыруы. Векторлар мен
скалярлар

*Материялык нүкте өзінің козғалысында қандай да 
бір сызық сызады. Бұл сызық траектория деп аталады. 
Траекторияның түріне карай қозғалыстар түзу сызықты

қозғалыс, шеңбер бойымен қозға- 
лыс, кисық сызықты қозғалыс 
және т. б. болып айырылады.

Материялық нүкте (алдағы 
уақытта оны кысқаша нүкте дей- 
тін боламыз) 1 нүктеден 2 нүк- 
теге қарай қандай да бір траек- 
торияның бойында орналасқан 
делік (3-сурет) Траекторияның 
бойымен 1 нүктеден 2 нүктеге 

дейін есептелінген ара қашықтық жүріп өткен жолды 
көрсетеді. Оны s әрпімен белгілейміз.

Түзудің 1 нүктеден 2 нүктеге жүргізілген кесіндісі 
орын ауыстыру деп аталынады Оны гІ2 деп белгілейміз. 
Орын ауыстыру, өзінің шамасынан (г)2 кесіндісіне тец) 
басқа, бағытымен де сипатталады. Шынында, шамасы 
бойынша бірдей екі Гі2 және г(3 орын ауыстыруды қарас- 
тыралық (4-сурет). Бұл кесінділер ұзындықтарының тең- 
дігіне қарамастан, олар әр түрлі орын ауыстыруларды 
айқын көрсетеді.

Осыған ұқсас орын ауыстырулардыц шамалары мына 
мысалда анықталатын қосудың айрықша ережелеріне 

Ібагынады. Айталық, нүкте бірінсн сон бірі келетін екі: 
Гі2 жәнс г23 орын ауыстыруды жасайтын болсын (5-су- 
рет) Бұл екі орын ауыстырудың қосындысы деп бірінші
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екі орын ауыстыруды бірге алғандағы нэтижені көрсете- 
тіп Гіз орын ауыстыруды айтуга болады.

Орын ауыстыру сияқты, яғни сан мәндерімен жэие 
багыттарымеп, сондай-ақ, 5-суретте көрсетілген ереже 
бойынша сипатталатын шамаларды векторлар деп атай- 
мыз. Векторларға жылдамдық, үдеу, күш және т. б. ша­
ля а тар жатады.

Тек сан мәндерін ғана беру жеткілікті болатын шама­
ларды скалярлар деп атайды. Жол, уақыт, масса тағы 
басқалар скалярдың мысалы бола алады.

Векторларды жуан шрифтімен белгілеу қабылданған.

Мысалы, 1 нүктеден 2 нүктеге орын ауыстыру векторын 
Г]2 деп белгілейміз. Әдеттегі шрнфтімен берілген осы әріп 
вектордың сан мәнін немесе сәйкес вектордың модулы1 
деп аталатынды білдіреді. Модульды белгілеу үшін екі 
вертикаль сызықшаның арасындағы вектордың символы 
пайдаланьтлады. Сонымен,

j А I = Л =  А векторының модулы,
Г121 =Гі2=Гі2 векторының модулы.

Вектордың модулы — скаляр, әр уақытта он болады.
Чертеждерде векторлар ұшында стрелкасы бар түзу 

сызықты кесінділер түрінде кескінделеді. Қесінділердің 
ұзындығы кабылданған масштабта вектордың модулын, 
ал стрелкамен көрсетілген кесіндінің бағыты вектордың 
бағытын береді.

5-суретте көрсетілген векторларды қосу амалдары 
снмволдық түрде былай жазылады:

Гі2 +  Г23 =  ГіЗ»

1 Жазбаша түрде векторларды төбесінде стрелкасы бар әріпіпен
(мысалы, Гіг) белгілейді. Бұл жағдайда стрелкасы жок сол әріп век- 
тордың модулын білдіреді.
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§ 2. Векторлар жайында кейбір мәліметтер

Параллель түзудіц бойымен (бір жаққа пемесе қара- 
ма-қарсы жаққа) багытталған векторларды коллинеар- 
лы векторлар деп атайды.

Бағыттары бір жазықтыққа параллель болып келгсн 
векторларды компланарлы деп атайды.

Модулы бойынша бірдей бір жаққа бағытталған 
коллинеарлы векторлар бір-біріне тең деп есептелінеді1 

Қарама-қарсы бағыттағы модулы бой­
ынша бір-біріне тең векторлар бір-бірі- 
нен таңбасы бойынша айырылған деп 
есептелінеді. Мысалы, 6-суретте кескін- 
делген векторлардың және олардың мо- 
дульдарының арасында мына төмендегі- 
дей қатыс болады:

А= В; А =  — С; В = - С ;
А = В = С немесе [А| =  |В | =  |С |.

В

6-сурст.

Векторларды қосу. Екі вектордың қорытқы векторға 
қалай қосылатындығы жайында алдыңғы параграфта 
айтылған. Енді осы мәселені біршама толығырақ қарас-

>

«)
7-сурет.

тыралык. Бізге Д және В екі векторы берілгсн делік (7, 
а-сурет). Қорытқьг С векторын алу үшін, В векторын, 
оның басы А2 векторының соңында жататындай етіп, 
өзіне-өзін параллель көшіреміз (7 б-сурет) Сонда А

1 Мәселе еркін векторлар, яғни кеңістіктің кез келген иүктесінен 
бастап салуға болатын векто,рлар жайында болып отыр. Еркін век- 
торлардан баска, басы вектор арқылы өтетін түзудің бойымен коз- 
ғала алатын жылжымалы векторлар және белгілі нүктеге тусірілгеп 
байлаулы векторлар болады. Векторлардың соңгы екі түрі еркіи век­
торлар арқылы өрнектелуі мүмкін; осы себептеп векторлык санаүдың 
негізіне, әдетте, жай вектор деп аталатын еркін векторлар туралы 
ұғым кабылданған.

2 Мұпдай көшіруді А веклгорының соңынан басталатын В векто- 
рына тең вектормен алмастыру деп қарастыруға болады.
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векторының басынан В векторының соңына жүргізілген 
С векторы қорытқы вектор болады:

С = А + В.
Алайда, вектор құруды басқа тәсілмен де жүзеге асы- 

рута болады (7, 0-сурет). Екі вектордың да басы біріге- 
тіндей етіп В векторын (немесе А) көшіреміз. Осыдан 
кейім А және В векторына параллелограмм саламыз. Бұл 
параллелограмның диагоналі 7, б-суретте көрсетілген 
тәсіл бойынша алынған С векторына дәл келетіні сөзсіз. 
Осы себептен де кейде векторлар параллелограмм ере- 
жесі бойынша салынады деп айтады.

Қарастырылған тәсілдің екеуі де — б) және в) — бір- 
дей нәтижені береді. Алайда екіден артық векторларды 
қосу жагдайында б) тәсілі анағүрлым қарапайым, әрі 
ыңғайлы тәсіл. А, В, С және D векторлары (8-сурет) бе- 
рілген делік, векторларды, алдыңғы векторлардың басы 
келесі вектордың соңымен қосылатындай етіп, -өз-өзіне 
параллель көшірелік. Осыдан сынық сызық шығады. Қо- 
рытқы вектор А векторының қосылғыштарының біреуі-

8-рурет.

нің басынан ең ақырғы D-ның соңына дейін жүргізілген 
Е векторы болады. Қорытқы Е векторы берілген вектор 
салынатын тізбекке байланысты болмайтынына оңай көз 
жеткізуге болады. 8, б-суретте E =  A +  B-(-C-fD жағ- 
дайы, ал 8, e-суретте E = D + B  +  C + A жағдайы көрсе- 
тілген.

Векторларды азайту. Екі вектордың айырымы А—В 
деп, В векторымен қосылғанда А векторын беретін С век­
торын айтамыз. А—В айырымы мына түрде:

А—В =  А + (  —В)
берілетіндіктен, С =  А—В векторын А векторына шама- 
сы жағынан тең, бірақ оған қарама-қарсы багыттағы В 
векторын досу арқылы шығарып алуға болады.
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10-суретте А және В векторының қосындысы мен 
айырымдары келтірілген-

Векторларды құраушыларына жіктеу. Әрбір А век- 
торды қосындысында А векторын беретін А] және А2 жә-

9-сурет. 10-еурет.

не т. б. деп біриеше векторлармен алмастыруға болады. 
Бұл жағдайда Аі және А2 т. б. А векторының құраушы- 
лары деп аталады. А векторын бірнеше векторлармен 
алмастырудағы осы амалдың өзін А векторын кұраушы-

ларына жіктеу деп атай- 
мыз. 11-суретте А векто- 
рының бағыты тік бұрыш- 
гы координата осьтері 
болатын құраушыларға 
жіктелуі көрсетілген. Д г, 
А у, Az символдарымен A 
вскторының х, у  және z 
осьтері бойынша құрау- 
шылары белгіленген.

У Векторлардың осьтегі 
проекциясы. Айталық біз- 
ге А векторы және қан- 
дай да бір кеңістікте ба- 
ғыт (ось) берілсін делік, 
біз оны п әргіімен (12-су- 
рет) бслгілейік. А вскто- 
рының басы мен ұшы 

арқылы п бағытына перпендикуляр жазықтық жүргі- 
зелік. Осы жазыктықтың п осімен қиылысқандағы 1' 
және 2' нүктелері п осіндегі А векторынын басы мен 
ұшының проекциялары деп аталады. Жазықтық арасын-

11 -сурет.
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дағы ось кесіндісінің шамасы п бағытындағы (немесе 
осьтегі) А векторының проекциясы деп аталады. Вектор 
проекциясы — скаляр шама. Егер Г нүктесінен 2' нүк- 
теге дейінгі бағыт п бағытымен дәл келсе, оң проек­
ция деп; қарама-қарсы жағдайда теріс проекция деп 
есептслінеді.

Проекция вектордың өзі белгіленген, қосымша ин­
декс! бар, вектор проекциялан- 
ған бағытты көрсететін әріп- 
пен беріледі. Мысалы, А век- 
торының п бағыттағы проек­
циясы А п деп белгіленеді.

А векторының п осімен жа- 
сайтын ф бұрышын қарасты- 
ралық (12-сурет). А п проек­
циясы төмендегідей есептелі- 
петіні айқын:

Л„ = А cos <р, (2.1)
мұндағы A—А векторының 12-сурет.
модулы.

Егер вектор берілген бағытпен сүйір бұрыш жасаса, 
бұл бұрыштың косинусы оң, вектордың проекциясы да 
оң болады. Егер вектор осьпен доғал бұрыш жасаса, бұл 
бұрыштың косинусы теріс, проекциясы да теріс болады. 
Егер вектор берілген оське перпендикуляр болса, оныц 
проекциясы нольге тец.

13-суретте х жэне у  координата осьтеріндегі бірнеше 
векторлардыц проекциясы көрсетілген. Бұл проекция- 
лар үшін төмендегідей қатыс орындалады:

А Х= С Х > 0, Вх<  0;
Ау = В у>  0, Су<  0.

Егер А векторы х, у  жәнё-^гөсьіерімен а, р және у бұ- 
рышын жасаса, оның проекциясы мынаған тең:

Ах= A cos 
Лу=А  cos р, (2.2)
A z = A c o s y .

Үш координаталық осьтегі вектордың берілген проек­
циясы бойынша вектордың өзі салынатынын түсіну қиын 
емес, демек, кез келген вектор үш санмен — оныц коор­
дината осіндегі проекцияларымен анык.талуы мүмкін. 
Скаляр бір санмен берілетінін еске сала кетелік.
2 -6 4 9 17



Б і р н е ш е  в е қ т о р л а р д ы ң  E =  A + D  +  C + D  ( 1 4 - с у р е т )  
қ о с ы п д ы с ы н  қ а р а с т ы р а л ы қ .

Е  х  —  А - х  +  +  С -х  +  ( 2 . 3 )

13-сурог.

У
*

14-сурет.

б о л а т ы н ы  а й қ ы н ,  я ғ н и  к е й б і р  б а ғ ы т т а ғ ы  в с к т о р л а р  қ о -  

с ы н д ы с ы н ы ң  п р о с к ц п я л а р ы  с о л  б а ғ ы т т а ғ ы  в е к т о р л а р  қ о -  

с ы л ғ ы ш т а р ы н ы ң  п р о е к ц и я с ы н а  т е ц .

Радиус-вектор. Н ү к т е н і ң  р а д и у с - в е к т о р ы  д е п  к о о р д и ­

н а т а  б а с ы п а н  б е р і л г е н '  и ү к т е ғ е  ж ү р ғ і з і л г е н  в с к т о р д ы  а й -
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тамыз (15-сурет). г радиус-векторы кеңістіктегі нуктенің 
жағдайын бір мәнді анықтайды. Оның координаталық 
осьтегі проекцпясы, суретте көрсетілгендей, нүктенің де- 
карт координаталарына тең:

гх = х\. г у —у\ r 2 — z. (2.4)
г векторының квадраты 
координаталар квадрат- 
тарының қосындысына 
тец:

r2 = x2 + y2 + z2. (2.5)
Векторды скалярга 

көбейту. А векторын a 
скалярға көбейтудің нә- 
тнжесінде модулы А век- 
торының модулынан |а] 
есе үлкен жаңа В век­
тор алынады, егер а ска­
ляр он, болса, бұл век- 
тордың бағыты А бағы- 
тымен дәл келеді; ал а 
скаляр теріс болса, оған қарама-қарсы болады. Егер 
В = аА болса, онда В=\а\А*

Векторды b скалярға бөлу векторды а=\/Ь  скалярға 
көбейтумен пара-пар.

Бірлік вектор. Әрбір А векторын бағыты А векторы- 
нікіндей, ал модулы бойынша бірге тең бірлік вектормен 
(Абірлік ) салыстыруға болады. Мынадай қатыс бола- 
тыны айқын:

х
15-еурст.

Абірлік д

•Бірлік вектор баскаша орт деп те аталады. Коорди­
ната исьтері бойынша веклир к^раушыларының модуль- 
дары Ах, Ау, А2 (11 -суретті қараңыз) осы осьтердегі 
векторлардың проекцияларына тең:

|А,| = И,І.
|А,| = И,|,
|Аг | =  |Лг |.
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Координаталар осьтерінде бағыты болатын бірлік 
векторларды енгіземіз. Оларды төмендегіше: х осімен 
бағытталған бішіік вектор і символымен, у  осімен— j 
символымен, ал z  осімен — к символымен белгілеу қа- 
былданған1. \ l j және к векторларын х, у  және z  осьтері- 
не сәйкес ортігар деп атайды.

Сонда, мысалы, А х құраушысын төмендегі түрде бе- 
руге болады Ш-суретті қараңыз):

АХ= А ХІ. (2.7)
Шынында да, Ахі векторының модулы мынаған тец 

болады: \АХ\, яғни | | . Әрі қарай, егер Av векторы х
осі жаққа қарай'бағытталған болса, яғни і ортаның ба- 
ғытымен дәл келсе, онда 11-суреттен оңай көруге бола- 
тындай, Ах оц, егер А^теріс х жаққа бағытталса, яғни і 
векторына қарама-қарсы болса, Ах теріс болады екен, 
өйткені Ахі векторы і-ге қарама-қарсы бағытта болады. 
демек, Ах векторының бағытымен сәйкес келетін бағыт- 
та болады.

Басқадай Ау және Аг құраушылары үшін (2.7)-ге 
ұқсас мына өрнекті жазуға болады:

Ay= A yj, Аг = А г k.
А векторы өзінің құраушыларыныц қосындысына тең 

болатындықтан, былай жазуға болады:
А = А х\ + А г\ + А Х  (2.8)

Сөйтіп, кез келген векторды координаталық осьтерде- 
гі оның проекциялары арқылы және осы осьтердің бір- 
лік векторлары (орттар) арқылы өрнектеуге болады.

Вектордың туындысы. (2.8) векторын белгілі А(/) 
заңы бойынша уақытқа байланысты өзгереді деп ұйғара- 
лық. Мұның өзі вектордың проекциялары координата- 
лык осьтердегі t уақытпен алынған

A ( t ) = i A x ( t ) + i Ay ( t ) +kAz (t)
функцияны өрнектейтіндігін білдіреді (егер координата- 
лык осьтері кеңістікте бұрылмаса, уакытка байланысты 
осьтердің орттары өзгермейді)

Айталық At уакыт аралығында вектордың проекция­
лары ААх, ААу, ААг өсімше алады, осының нәтижссінде
вектордың өзі де AA =  iAAJt.+jAAy +  kAAz өсімшесін ала-

1 Сондай-ак, t x , е у , ег белгілеулері қолданылады.
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ды делік. А векторынын t уакытқа байланысты жылдам- 
дығының өзгеріеін мына қатынаспен сипаттауға болады:

ЛА . ЬАХ ДАу ЛАг
М ~~ 1  ̂ М +  С М (2.9)

Біздің жазған өрнегіміз At уакыт аралығы ішінде A 
орташа жылдамдықтың өзгерісін береді. Айталық A 
уақытқа байланысты бір қалыпты үздіксіз өзгеретін 
болсын дейік. Сонда неғұрлым At аралығы кіші болса, 
At аралығында жататын кез келген уақыт мезеттерінде 
(2.9) шамасы А өзгерісінің жылдамдығын дәлірек си- 
паттайтын болады. Сөйтіп, t уақыт мезетіндегі А векто­
рынын өзгеру жылдамдығы ДАні шектеусіз кішірейтуден 
алынған (2.9) өрнегінің шегіне тең болады.

Өзгеру жылдамдығы
д А . Д Л Г 4 A V Д А г

A = l i m -----== і lim “гг-)- j lim — - +  k lim ----- .
д / - о  M  д<-»-о л/-о M  д/-»о Д/

А/ функциясы өсімшесінің Д/-ні нольге ұмтылдыру- 
дан алынған At аргументінің өсімшесіне қатынасының 
шегі t бойынша f функциясының туындысы деп аталады
да символымен белгіленеді. Демек, уақытқа байла­
нысты А векторынын өзгеру жылдамдығы мынаған тен:

dA
dx

d A х d A у
---— 4- I-----dt  ' ^ dt +  k

dAz 
dt  ‘

(2.10)

Алынған өрнекті (2.8) формуламен салғастыра оты- 
рып, (2.10) -да тұрған көбейткіштер орт болғанда коор-

. -dAдинаталар осіндегі векторының проекциясы

(2.11)

болатынын оңай көруге болады.
Белгілеулерде ұқыптылық керек. Мысалы, х осіндегі 

d A  I d A  \векторынын проекциясын символымен бел-
гілеуге болмайды, өйткені мұндай символ А^-пен ұқсас-
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тық ооиынша х осіндегі dk
dt

білдіреді. Сондай-ақ, бұл проекцияны

векторының құраушысын 
dA
dt символы-

мен де белгілеуге болмайды (А векторының проекциясын 
А х символымен белгілеген сияқты), өйткені dt жал-

пы аитқанда, dk
dt -дан өзгеше. Сопдықтан ,dt /ирх

деп белгілеуді пайдаланған жөн және т. б.

§ 3. Жылдамдық

'-Материялық нүктенің (ілгеріде ықшамдылык үшін 
қысқаша тек нүкте дейтін боламыз) кеңістіктегі орнын 
г радиус-Ректоры арқылы беруге болады. Нүкте қозғал-

ған кезде г векторы, 
Қ . жалпы айтқанда, шама-

s сы бойынша да, бағыты
бойынша да өзгереді1, 

Кейбір t уакыт мезе- 
тін белгілеп қоялық. Бұ- 
ған г радиус-векторының 
мәні сәйкес келсін (16- 
сурет). Келесі t мезетке 
дейінгі аз уақыт аралы- 
ғында (біз оны элемен- 
тар уақыт деп атайтын 
боламыз) нүкте элемен- 
тар As жол жүреді де 
At2 уақыты ішінде ра- 

диус-вектордың өсімшесімен бірдей болатын элементар 
Аг орын ауыстыру жасайды.

1 Жаттығу ретінде нүктенің радиус-векторы үшін: а) шама жа- 
ғынан, б) бағыты жағынан өзгеретіа траекториямен көрсету үсыны- 
лады.

2 Д (дельта) символын екі жағдайда пайдаланамьи:
а) кез келген бір шаманың үлестерін белгілеу үшін, мысалы, қа- 

растырылып отырған жағдайда At қозғалысқа жұмсалған барлық 
уақыттың бір бөлігі, As — иүктепіи жүріп отетіи барлык жолыиыц. 
бір бөлігі;

б) кез келген бір шаманын өсімшесіи белгілеу үшіи. Берілгеи 
жағдайда Дг —г радиус-вектордың At уақыттағы өсімшесі.
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Мынадай қатынасты алалық:
Аг

St ' (3.1)

Берілгсн /-де (3.1) вектордыц модулы мен бағыты, 
жалпы айтқанда, At аралығының шамасына тәуелді. 
Д -̂ні азайта отырып (оған сәйкес As пен Аг-де азаяды),
(3.1) қатынастың өзгеріс-сипатын байқалық. Сөйтсе, 
At-ні мейлінше аз мәніне жеткізгенде (3.1) векторы іс 
жүзінде шамасы жағынан да бағыты жағынан да өзге- 
руді тоқтатады екен. Мұның өзі, At нольге ұмтылған кез- 
де (3.1) қатынасы белгілі бір шекке ұмтылатынын көр- 
сетеді. Бұл шек қозғалыстағы нүктенің t уақыт мезетін- 
дегі жылдамдығы деп аталады. Жоғарыдағы айтылған 
символ түрінде былай жазылады:

v = lim -4г- (3.2)д/->о

I Сонымен, жылдамдық деп Д/-нің шектелмей кемі- 
генінде Дг-дің Д^-ге қатынасының ұмтылатын шегін ай- 
тады. Олай болса, жылдамдықты қозғалыстағы нүктенің 
уақыт бойынша алыиған 
радиус-векторының туын- 
дысы ретінде былай
анықтауға болады:

v =  4 г -  <3-3)
Жылдамдықтың анык- 

тамасынан оның вектор- 
лык шама екені шығады/

Л г і17-суреттен -ду- векторы f
траектория үшін қима
болып табылатынын кө- 17-сурет.
реміз. Шекке өту кезінде
(3.2) осйі вектордың қиылысу нүктесі траекториямен 
тым жақындай түседі де (As нольге ұмтылады) ақы- 
рыпда бірігіп кстеді, осының салдарыпан қиюшы жана- 
мага айналады. Сөйтіп, жылдамдык векторы сәйкес 
нүктедс (18-сурет) траекторпяға жүргізілген жанама 
бойымен бағытталған болып шығады.
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(3.2) формулаға сәйкес жылдамдық векторының мо­
дулы мына төмендегідей жазылады:

v = \ v \ Ііш •
ДМ-0

Аг
A t =  lim 

дл»-о
I Дг I 

A t  '
(3.4)

Бұл өрнекте |Дг|-дің орнына Дг деп жазуға болмай- 
ды. IДгj символы г векторының өсімшесінің м о д у л ы н

і18-сурет.

2

19-сурет.

білдіреді, ал сол уақытта Дг — г векторының модууіыныц 
ДIг I өсімшесін көрсетеді. Бұл екі шама бір-біріне тең 
емес:

I ДгI ¥=А\г\ =  Дг
Мұны мына мысалдан көруге болады (19-сурет). Ай- 

талық, кейбір А векторы, оный модулы өзгермейтіндей 
ДА өсімшесін алсын делік:

IA +  ДА I =  IAI .
Олай болса, A векторының модулының өсімшесі 

нольге тең (Д |А |=Д А = 0) .  Сол кезде |ДА| векторының
өсімшесінің модулы ноль­
ге тең болмайды (ол 2— 

Д|А1=|іА(3 кесіндісінің ұзындығы-
/ч

' L J A  . 
Н — Н

А + Д А  «

А

1

-----1

А + д А

1------- {
j Л А

- н

4|А|=-ЦД|
/

20-сурет. 31-сурет.

на тең). 20-сурет берілген |ДА| да Д|А| модуль өсімше- 
сінің— I ДА|-дан + I ДА|-ға дейінгі шектер мәні болаты- 
нын анықтайды.
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Элементар As жолы, жалпы айтқанда, шамасы жағы- 
нан элементар өсімшенің |Дг| модулынан өзгеше (21-су- 
рет). Алайда, егер As жолдың кесіндісі мен азғана At 
уақыт аралығына сәйкес келетін Аг өсімшесін алсақ, 
онда As пен |Аг|-дің айырмашылығы шамалы болады, 
сонымен бірге At кемігенде As үдемелі дәлдікпен |Аг|- 
мен беттесіп кетеді. Осының негізінде былай жазуға бо­
лады:

lim - 
д<-»-о

Дг
д/ = lim ■

St-+0
As 
Д t ’

бұдан (3.4)-ке сәйкес жылдамдық модулы үшін мына 
формуланы аламыз:

,. As ds
V =  l i m - T T -  =  —г гЫ-+0 to dt (3.5)

§ 4. Жүріп өткен жолды есептеп шығару

(3.5) өрнектен А̂  аз болған кезде

Соңғы жуықтатылған теңдік At неғұрлым кіші бол- 
са, соғұрлым дәлірек орындалатын болады. Егер v жыл- 
дамдығынын, шамасы t уақыт функциясы ретінде белгілі 
болса, нүктенің tx мезеттен t2' мезетке дейінгі жүріп өт- 
кен жолын есептеп шығаруға болады. Ол үшін і2 — t\ 
уақыт аралығын шамасы бойынша әр түрлі N аз уақыт 
аралықтарға бөлеміз, яғни At\, At2, .... At/v Нүктенің 
жүріп өткен бүкіл s жолын At уақыт аралығына сәйкес 
жүрілген Asb As2, As/v жолдардың қосындысы ретін- 
де қарастыруға болады:

N
S =  ASi +AS2+ , +  As^ =  l .b S i1

* -
і= 1

(4.1) мен сәйкес әрбір косылғыш Asj-ді жуықтап мы­
н а 'түрде жазуға болады (і— 1-ден N-re дейінгі кез кел- 
ген сан)

A s^V iA t i ,
1 Бірдей N  косылғыштардың қосындысын қысқаша осылай деп 

жазу қабылданғаи.
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мұндағы AtL— жүріп өткен Ast жолға кетксн уақыт ара- 
лығы, ал vt — Att уақыт ішіндегі жылдамдық мәнініц 
бірі.

Сонымен,

(4.2)
/=-і

Жазылған- тецдік неғұрлым Att уақыт аралығы аз 
болса, соғұрлым дәлірек орындалатын болады. Барлық 
At t -дің нольге ұмтылғандағы шекте сол жактағы косын- 
ды s-ке нақтылы тец болады: (бұл жағдайда А^ ара- 
лықтарының мөлшері шектелмей өсетін болады)

N

s ^ l im  (4.3)
д̂ ->0 /=1

Жылдамдық дегеніміз уақыт функциясы: v = v(t). 
Математикада а-дан Ь-ге дейінгі шекте жататын х-тіц 
мәні үшін құрылған

N

ІІШ 2  /  (Х;) АХ;
і— 1

түріндегі өрнек анықталған интеграл деп аталып, мына 
төмендегі символмен жазылады:

ь
5 f(x)dx.
a

Демек, нүктенің /г ден /2'-ге дейінгі уақыт аралығын- 
да жүріп өткен жолы анықталған интегралға тең, яғнп

s =  lv ( t )d t .  (4.4)

Жүріп өткен жолдың шамасын v жылдамдық шама- 
сының t уақытқа тәуелділігінің қисықтығымен шектел- 
ген фигураның ауданы ретінде қарастыруга болады. 
v = v(l) функциясының ғрафигін қүрайық (22-сурет). 
v tAti көбейтіндісі сан мәні жағынан (г-ші) жазық- 
тықтьің штрихталған тілшенің ауданына тең. Осыпдай 
көбейтінділердің қосындысы t осімен t = i\ және t = i2 тү- 
зулерімен шектелген ауданға, сондай-ақ барлық үқсас 
тілшелердіц жогаргы жағыпан жасалган сыиық сьтзық- 
тарға тем, болады. A иольгс үмтылғаи кезде барлық 
тілшелердің ені кемиді де (олардың саны бір мезғілде
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өседі), сынық сызықтар өзіиің шегінде v = v(t) қисык- 
пен беттесіп кетеді. Сөйтіп, /] мезеттен І2 мезетқе дейінгі

V
I

уақыт ішінде жүріп өткен жол v = v(t) графигімен, t 
уақыт осімен, t = tx және t — t2 түзулерімен шектелген фи- 
гураның ауданына тең болады.

§ 5. Бір қалыпты қозғалыс

Жылдамдығы бағыты бойынша қалауынша өзгере 
отырып, шамасы жағынан тұрақты болып қалатын қоз- 
ғалыс бір калыпты деп аталады.

Бір қалыпты қозғалыста (4.3) формуладағы барлық 
Vi бірдей және v-re тең болады. Жалпы көбейткіш у-ні 
қосындының белгісінің сыртына шығаруға болады:

5 =  lim v = v lirn УіМ,.

Элементар уақыт аралықтарының қосындысы нүктенің 
s жүрген жолына1 кеткен t уақытты береді. Сонымен, 
былай жазуға болады:

s = vt. (5.1)
(5.1) формуладан бір қалыпты қозіалыс кезінде 

'жылдамдық жүріп өткен^ s жолды I уакытқа бөлгенге 
тең, яғни:

1 / эрпі улкыт аралыгьш (берілгеи жагдайда жасалгандай бел- 
гілеу ретінде де, уақыт мезетіи (3-параграфтыц басында жасалган­
дай) белгілсу ретінде де колданыла алады. Осы екі жагдайды айыра 
білген дурыс.
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V =
s
t ' (5.2)

(5.2) бойынша жылдамдық шамасы жағынан бір қа- 
лыпты қозғалыс кезінде қозғалыстағы нүктенің бірлік 
уақыт ішінде жүріп өткен жолына тең. Бір қалыпсыз 
қозғалыс кезінде олай байымдау дұрыс емес. Мұндай 
жағдайда жылдамдық берілген і уақыт мезетінде шама­
сы жағынан нүктенің, егер ол t мезетіндегі жылдамды- 
ғының мәнін одан әрі сақтай алдтын болса, бірлік уақыт 
ішінде жүріп өткен жолына тең болады.

§ 6. Қоордннаталық осьтердегі жылдамдық 
векторыныц проекция лары

Жылдамдықты анықтайтын (3.2) өрнектегі шек таң-
басынан кейін вектор тұр. (3.2)-дегі осы вектордың
юрнына оның кез келген бағыттағы проекциясын алып, 
біз сол бағыттағы v векторының проекциясын аламыз:

, .  пр. Дг пр. v =  hm —ч-і— 
дл*о

(6.1)

23-суреттен координаталар 
осіндегі Аг векторының проек- 
циясы нүктенің координата- 
лардағы сәйкес өсімшелеріне 
тең:

(Дг) * =  Ах;
(Аг ) у = \у \
(Аг) 2 =  A z .

Осы өрнектерді (6.1) формулаға қойып, координата- 
лык осьтердеғі жылдамдық векторының проекцияларын 
аламыз:

V x =  l i m

( А г ) л . A x
=  l i m  —г г

A /->0 A t Д І - 0  b t

=  l i m

( Д г ) у

-  =  l i m  -
У

Д /->0 A t Д / - у О  1

•V E
?

• p i
’—

' <1 
II ( Л г һ

A t
A z

=  h m  - T T  

д / - > о  b t

dx
~W

by
At

dz 
dt

dt
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Физикада t уақыты бойынша алынған шамалардың 
туындыларын олардың* үстіне нүкте қойылған сәйкес 
шамалардың символымен белгілеу қабылданған, мы- 
салы:

dx  __  t dr
Ж  ~~ х ' ~ж

dr
dt Т. б .

Осы белгілерді пайдалана отырып, координаталық ось- 
тердегі векторының проекцияларын былай жазуға бо­
ла ды:

vx = x\ vy =у\ vz =z. (6.2)
А =  г деп ұйғарып, (2.11) формуладан (6.2) форму- 

ланы шығарып алуымызға болатынын ескерте кетелік.

§ 7. Үдеу

2-параграфта вектордың туындысы жайында айтыл- 
ғандарға сәйкес һатериялық нүктенің v жылдамдығы- 
ның t уақыт бойынша өзгеру шапшаңдығы

і . Д ү  rfvvv = lim —  =  —  
\t-*o Дt  d t

(7.1)

шамасыман сипатталады. Бұл шама нүктенің ү д е у і  
деп аталады.

Егер үдеу.-уақыттың функциясы ретінде алынса және 
бастапқы мезеттёгі (/ =  0 болғанда) v0 жылдамдық бел- 
гілі болса, онда кез келген t уақыт мезетіндегі v жыл- 
дамдықты табуға болады.

Мұны
t

v = v0 + J w dt
о

формуласымен жүзеге асырамыз. 
vv тұракты болған ^кағдайда

v = v0+vW. (7.2)
Жылдамдық векторын

\  = \ v x + \ V y  + \wx=*\x+\y + kz
түрінде көрсетелік. [(6.2)-ні қараңыз.]

Бұл өрнекті t бойынша дифференциалдап, мынаны 
аламыз:

Бірақ (х) — *-тің t бойынша екінші туындысы, му-
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ны х символымен беруге болады. Осыған ұқсас 
d • •• d
ЗГ(У)=У' w ^ = z -

Демек,
xi = \x + )y + kz. (7.3)

(7.3) -ті (2.8) формуласымен салыстыра отырып, ко- 
ординаталық осьтсрдсгі үдсу векторының проокцнясына 
арналған мына өрнекке оңай көшуге болады:

=  *, Wy=y, wz = z. (7 4)

§ 8. Түзу сызықты бір қалыпты айнымалы қозғалыс
Түзу сызықты қозғалыста жылдамдық векторы әр 

уақытта бір түзудің — траекторияның бойымен бағыт- 
талған болады, осының салдарынан w векторының бағы- 
ты v векторының бағытымен бағыттас немесе оған қара- 
ма-қарсы болады. Егер w бағыты бойынша v-мен бағыт- 
тас болса, оғіда жылдамдық шама жагынан артады, ал 
қозғалыс үдемелі болады. w бағыты бойынша v-мен қа- 
рама-қарсы болған жағдайда жылдамдық кемиді, қоз- 
ғалыс баяу болады.

Тұрақты үдеуі бар түзу сызықты қозғалыс б і р қ а 
л ы п т ы а й н ы м а л ы  делінеді. Жылдамдықтың уақыт 
бойынша өзгеріс-сипатына қарай қозғалыс б і р  қ а  
л ы п т ы  ү д е м е л і  және б і р қ а л ы п т ы б а я у 
қозғалыс болып бөлінеді.

Бір қалыпты айнымалы қозғалыс кезінде (7.2) фор- 
муласы орынды, сонымен бірге оған енетін барлық v, v0 
және w векторлар бір түзудің бойымен бағытталған бо­
лады. v0 векторының бағытымен сәйкес келетін осы век- 
торларды д: осіне проекциялай отырып, мынаны аламыз:

Vx^Vox+W j'  (8.1)
vx, и0лг және w x проекциялары, егер вектордың бағыты 
х-тің бағытымен бағыттас болса, « +  » таңбамен алын- 
ған, егер вектордың (^ағыты мен я-тің бағыты қарама- 
қарсы болса «—>> таңбасымен алынған сәйкес вектор- 
лардын модульдарына теғі. болады.

Әдетте түзу сызықты қозғалысты қарастырган кезде
(8.1) теңдеуіндегі х индекстері түсіп қалады да былай 
жазылады:

v = v0 + wt , (8.2)
сонда (8.2) теңдеудегі шыққан шамаларды векторлар-
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дың проекциялары ретінде қарастыруға боладьп Ол 
үшіи ау-ны үдеу дсп атап, және ш^-ның таибасына карай 
үдеуді он не теріс деп есептейтін белгіленбеген (бірақ 
жалпы түрде кабылданған) терминологияға жүгінеміз.
(8.2) функциясын нольден қандай да болсын I уақыт 
мезеті шегінде интсгралдап, жүріп өткён жолдыц форму- 
ласын табамыз [(4.4)-ті қараңыз]:

5 = J (v0 + w t)d t= v0t + (8.3)о 2
мұндағы w — алгебралық шама.

Бұл формуланың, егер / уақыт ішінде нүктенің қоз- 
ғалыс бағыты (жылдамдық таңбасы) өзгермесе, жүріп 
өткен жол үшін дұрыс нәтиже беретінін атап өтслік.

§ 9. Қнсық сызықты қозғалыстағы үдеу

Жалпы жағдайдағы үдеуді табуға кіріспестен бұрын, 
қисық сызықты қозғалыстыц қарапайым түрі — шеңбер 
бойымсн пүктенің бір қалыпты қозғалысын қарасты- 
ралық.

24-сурет.
А.йталық, қарастырылғалы отырған t уақыт мезетін- 

де нүкте / қалыпта тұрсын делік (24-сурет). At уақыт 
өткен соң нүкте 1—2 доғасына тең As жол жүре отырып, 
2 қалыпқа келеді. Осы кезде нүктенің v жылдамдығы 
Av өсімшесін алады, осының нәтижесінде жылдамдық
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векторы шамасы жағынан (бір қалыпты | v | =  const қоз- 
ғалыста) тұрақты болып калады да ұзындығы As доға- 
ға^тіреліп тұрған. шамасы жағынан орталық бұрышпен 
сәйкес келетін Дф бұрышына бұрылады:

Д ф = 4 г ,  <9Л)
мұндағы R — нүкте қозғалатын шеңбердің радиусы.

Жылдамдық векторының Av өсімшесін табалық. Ол 
үшін (v +  Av) векторының басын v векторының басымен 
дәл келетіндей етіп ауыстырамыз. Сонда Av векторы v 
векторының ұшынан (v + Av) векторының ұшына жүргі- 
зілген кесіндімен кескінделеді. Бұл кесінді қабырғасы 
v және (v +  Av), тебе бұрышы Аср тең бүйірлі үшбұрыш- 
тың табаны болады. Егер Дф бұрышы аса үлкен болма- 
са (А̂  үшін орындалатын болса), бұл үшбұрыштың ка- 
бырғалары үшін жуықтап, былай жазуға болады:

I Av { ^уДф 1

Av векторын Av сияқты, оның модулының бағыты 
осындай бірлік векторға көбейтіндісі түрінде өрнектеуге 
болады. Бұл бірлік векторды п' деп белгілейміз. Сонда

Av= 11 Av I п'^иАфп'
Осыған (9.1)-тен Аф-ді қойып, мынаны аламыз:

A v ^ v  п/ (9.2)д
Av-ні А/-ге бөліп және шекке көшіп, үдеуді аламыз: 

vv =  lim —  = 1іш VT- п'

Бұл өрнектегі v және R тұрақты; As
ТГ қатынасы шек-

те v жылдамдығының модулын береді; ал п' векторы 
шекте 1 нүктесінде шеңберге және центрге бағытталған 
нормаль п бірлік векторымен беттесіп кетеді.

Сөйтіп,
V 2

W, R л. (9.3)

1 Ді> деп жазуға болмайды. Бұл жағдайда Ду=»0.
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Біздің тапқан үдеуіміз нормаль бойымсн траектория- 
ға бағытталған; оны н о р м а л ь  үдеу деп атап \'іп 
[(9.3) өрнекте көрсеткеніміздей] Деп белгілейміз. Нор­
маль үдеүдіц модулы

wn =  ~  (9.4)

Траекторпяпыц қисаюы нсғұрлым көп болса, (шең- 
бсрдің радиусы пегұрлым кіші болса), соғұрлым v жыл- 
дамдықтың сол шамасындағы wn де Көп болады. Қи- 
сықтың өлшеміне шеңбер- 
діц қнсықтыгы деп атала- ^ 2  
тын 1/7? шамасы қабылдан- 
ған. "

Қалауымызша алған қи- 25-сурет.
сьтқ Оойымсн қозғалған нүк-
тенің үдеуі де әр түрлі нүктелерде түрлішс болатын 
траектория қисықтығына байланысты болады. Алдағы 
уақытта істі жеңілдету үшін біз тек жазық қисықтығын

қарастырумен ғана шектел- 
мекпіз. Жазық сызықтың 
әйтсуір бір нүктесіндегі қи- 
сықтық оның шектеусіз аз 
учаекесінде қисықтықпен 
берілген орынды беттесіп ке- 
тетін шеңбер қисықтығына 
тең. Мұндай шеңберді бе- 
рілген нүктедегі жазық сы- 
зықтың қисықтық дөңгелегі 
деп атайды. / нүктеде қи- 
сықтық дөңгелегін (25-су­
рет) алу үшін былай істеу 
керек. г / нүктеге жақын жат- 
кан кисықтағы 2 және 3 

нүктслсрін алаііық. 1, 2 және 3 арқылы шсңбер жүр- 
гіземіз. / нүктеге 2 және 3 нүктелерін шектемей 
жақындатудан алынған осы шеңбердіц шсктік жағ- 
дайы қнсықтық дөцгелегін береді. Бұл дөңгелектің ра­
диусы 1 нүктедегі сызық. кисыктығының радиусын, ал 
дөңгелек центрі — 1 нүктенің қисықтық центрін береді.

С қисығыныц аналптикалық қнсыктығы

С = 1іт
Д л*—̂ 0

Дю 
As

d<£ _»
ds
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өрнегімен анықталады, мұндағы Дср бір-бірінен As-ке 
(2б-сурет) қалып отыратын нүктелерден қисыққа жүр- 
гізілген жанамалар арасындағы бұрыш. Сөйтіп, қисык,- 
тық қисық бағытының өзгеру жылдамдығымен, яғші 
қисықтың бойымен орын ауыстырғандағы жанамалар- 
дың бұрылыс жылдамдығымен сипатталады. С-ге кері 
шама R қисықтық радиусына тең. Осылай анықталған 
шеңбер жағдайында қисықтық радиусы шеңбер радиу- 
сымен дәл келетіндігіне көз жеткізу оңай.

26-суретке қайта оралайық. / және 2 нүктелердегі 
жанамаларға перпендикулярлар тұрғызалық. Бұл пер- 
пендикулярлар қандай да бір О' иүктесінде қиылысады.
Сонымен қатар R' және R"  аралықтары бірдей болмай­

да
ды. қатынасын жасайық. As шамасын жуықтап
^'Аф арқылы ауыстыралық. Сонда

Дср і

I s "  ~  І Г
Соңғы жуықтатылған теңдік неғұрлым / және 2 нүк- 

телері жақын болса, яғни неғұрлым As кіші болса, со- 
ғұрлым дәл болады. As-ті нольге ұмтылдырып, мыпадай 
қисықтықты аламыз:

С =  1іш Д <0 lim
As->- 0 Д5->-0 R '

Егер 2 нүктені шектеместен 1 нүктеге жуықтатсақ, О' 
перпендикулярлардың қиылысуы қисыктық центрі бола- 
тын қайсыбір нүктеге ұмтылады. R' және R "  қашықтық- 
тың екеуі де қисықтық радиусына тең бір R шекке ум- 
тыл ады. R -ғе кері шама / нүктедегі сызықтың қисықты- 
ғын береді.

Енді қалауымызша алынған жазық қисығыныц бо­
йымен қозғалған нүктенің үдеуін табалық. Av жылдам- 
дық өсімшесінің (нүктенің 1 қалпынан 2 қалпына 
ауысқанға кеткен At уақыт аралығьпа сәйкес келетін) 
векторын Av„ және Av, екі құраушыға жіктейміз (27-су- 
рет). Бұл құраушыларды 1 нүктеден Av„ векторыныц 
ұшына дейінгі қашықтық алғашқы мезеттегі v жыллам- 
дықтың модулына тең болатындай етіп таңдап аламыз. 
Сонда Av, векторының модулы жылдамдық модулыньщ 
осімшесі мынаған тең болады:

I AvT I == AI v I =At».
т' векторының бағытымен бірдей Av т бірлік векто­

ры» енгізе отырып, соңғыны мына түрде беругс болады:
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Avx =Аот' (9.5)
Бізді (9.4) формулага келтірген тұжырымды қайта- 

лай отырып, мынаны алуға болады:
До

Av„ =  v -дг п' (9.6)
Анықтама бойыпша толық үдеудің векторы мына- 

гаи тсц:

w =  lim Av -lim
д/->»о

A v„+ AvT Av„ . Ду т lim ——n lim
д/ - * 0  At д/->*о А/ д/->- о А/ д/->- о

(9.6) -ны еске ұстап, мына теңдікті аламыз:
Av п

At

As
lim
д̂ -*0 At

,. v  Aslim — n
д/-оД' Aif

шекте у жылдамдық модулын, R '— R қисықтық 
радиусып, ал п' векторы — / нүктеде траскторияға жүр-

гізілген нормальдың бірлік векторымен 
седі. Осы шекті \vn деп белгілейік:

vv„ =  lim
дг-»о

Av п 
At

v2
= ---- П.

R

n-мен бетте- 

(9.7)

(0.5) ссептеумеи табылған екінші шек (оны 
гілейік) мынағаіг тең:

wx
Д/-.-0 А/

= lim
д/-*о

Av

At

w x деп бел-
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Шекке көшкенде х' векторы v жылдамдықтыц бірлік 
векторына тепе-тец және / нүктесіпде траекторняға жүр- 
гізілгеи жаыама бойымен бағытталған бірлік вектор- 
мен — т-мен беттеседі [ (2.6) -ны қараңыз] :

^  __  V
v v

Ең соңыпда,

W т Ііш Ді/

\д^о Д̂
dv

~dT X. (9.8)

1

Сонымен, v/ векторы w„ және wT екі вектордыц қо- 
сындысы түріғіде (28-сурет) берілуі мүмкін, оның бірі

(w„ ) жылдамдық векторы 
v-re перпендикуляр, әрі тра- 
екторияның қнсыктық цснтрі- 
не бағытталған, ал екіншісі 
(wx ) траектория жанамасы- 
ныц бойымен бағытталғап бо- 
лады. Егер жылдамдық шама 

dv
\ .

28-сурст.
бойынша

d t
артса, онда \vT

оц болғанда| 
қозгалыс ба-

іытымен багытталған, егер жылдамдық шама бойынша 
кемісе теріс), онда w г қозғалыс бағытына қарама-
қарсы жаққа бағытталған болады.

Wx векторын т а н г е н ц и а л  үдеуі деп атайды. Ол 
шама бойынша жылдамдықтың өзгерісіп сипаттайды. 
Егер жьілдамдық шамасы бойынша өзғермесе. танген- 
цнал үдеу нольге тең болады, яғни w = wn.

\vn векторы (нормаль үдеу) жылдамдықтың бағыты 
бойынша өзгерісін сипаттайды. Егер жылдамдық бағы- 
ты өзгермесе, қозғалыс түзу сызықты траекториямен 
өтеді. Сонда түзудің қисықтығы нольге тен (қисықтық 
радиусы R шексіздікке сәйкес келеді), үемек, нормаль 
үдеу нольге тең, яғни w = wt

Жалпы жағдайда толық үдеудің модулы мынагаи 
тең (28-сурет):

v 2 d v  \2



Қандай болсын 0 0  осінің (29-сурет) маңайында ай- 
налған абсолют қатты дененің барлық нүктелері центрі 
айналу осІнде жатқан шеңбердің бойымен қозғалады. 
Әрбір нүктснің (центрден жүргізіл- 
ген векторы шеңбердің берілген 
нүктссіне сәйкес келетін) радиус- 
векторы А/ уақыттың ішінде Дф бұ- 
рышына — қатты дененің айналыс 
бұрышына бұрылады.

Дененің қандай да болсын ф бұ- 
рышқа бұрылысын ұзындығы ф-ге 
тең кесінді түрінде беруге болады, 
ал оның бағыты бұрылыс жасалған 
осьпен сәйкес келеді. Берілген ось- 
тің маңайындагы бұрылыстың қай 
жақка қарай бұрылғанын білу 
үшін, бұрылу бағытын жәнс оның 
кесіндісін кескіндейтін бұрғыныц 
оң ережесі деп аталатынды байланыстыруга келіселік. 
Бұл срежс бойынша кесіндініц бағыты былай болуға 
тиісті. Оныц бойына қарап (30-сурет) біз сағат тілінің

бағытымен жасалатын бұры- 
лысты көреміз (оң винттін. 
басын сағат тілінің бағытымен 
айналдыра отырып, біз өзіміз- 
ден алғандағы оның орын 
ауыстыруын тұғызамыз) Сой- 
Tin, дене бұрылысыныц сан 
мәнімен бағыты болады. Алай- 
Аа бұрылысты вектор түрінде 
есептеу үшін мұның өзі жет- 

30-сурет. кіліксіз — осындай тәсілмен
кескінделетін бұрылыс па­

раллелограмм ережесі бойынша салынуы керек. Кез кел- 
ген шамалардың бұрылыстары үшін соңғы шарт орын- 
далмайды. Мұны сфера айналысының мысалынан көре- 
лік (31-сурет). Сфераның /—/ осьтіц маңайында л/2 
бұрышқа бұрылысы (бұл бұрылыс фі кесіндісімен ксс- 
кінделген) және келесі 2—2 осьтің маңайында я/2 (ф2 
кесіндісі) бұрышқа бұрылысы А сферасының нүктесінің 
алдымен А' қалпына, содан кейін А" қалпыпа орын ауыс-

§ 10. Айналмалы қозғалыстыц ішнематикасы
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т ы р а т ы н д ы ғ ы н  к ө р с е т е д і .  П а р а л л е л о г р а м м  е р е ж е с і  

б о й ы н ш а  (рі ж ә ң е  ф 2 а р қ ы л ы  а л ы н ғ а н  ср3 к е с і м д і с і м е н

31-сурет.

____

к е с к і н д е л е т і н  ( б ұ л  к с с і н д і н і ң  ұ з ы и д ы г ы  л / ]  2  б о л а д ы )  

б ұ р ы л ы с  А  н ү к т е с і н  А "  н ү к т е с і м е н  б е т т е с п е й т і н  В  қ а л -

п ы н а  ә к е л е д і .  Д е м е к ,  фз  к е -  

с і н д і с і м е н  к е с к і н д е л е Т і н  б ү -  

р ы л ы с  б і р і н е н  с о ц  б і р і  б о -  

л а т ы н  ф і  ж ә н е  ф 2 б ү р ы л ы -  

с ы м е и  м ә н  ж а ғ ы н а н  т е ц  

е м е с ,  с о н д ы қ г а н  д а  о н ы ц  

қ о с ы н д ы с ы  б о л м а й д ы .  C e r t -  

Tin, д е н е н і ц  о с ь  м а ц а й ы н д а -  

г ы  б ү р ы л ы с ы н  б а г ы т т а л г а н  

к е с і н д і  т ү р і н д е  к е с к і н д е г е н -  

м е н  д е  о ы ы  в е к т о р  д е п  е с е п -  

' т е м е й т і н д і г і м і з г е  к ө з і м і з д і  

ж е т к і з д і к .

А л  ө т е  к і ш к е н т а й  Л ф  б ү -  

р ы л ы с  б ұ р ы ш т а р ы  ү ш і н  с ө з  

б а с қ а ш а .  Д е н е н і ң  к е з  к е л г е н  н ү к т е с і н і ц  ө т е  к і ш к е н т а и  

б ұ р ы л ы с  к е з і н д е г і  ж о л ы н  т ү з у  с ы з ы қ т ы  д е п  қ а р а у  к е -  

р е к .  Б і р і н е н  с о ц  б і р і  к е л е т і н  е к і  к і ш к е п т а і і  А(| і ж ә п с

32-сурет.
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Дф2 бұрылыстар, 32-суреттен байқағанымыздай, парал­
лелограмм ережесі бойынша Дфі мен Дф2-ден алынған 
Дфз бұрылыс спяқты, дененің кез келген нүктесінің 
Дгі +  Дг2 орын ауыстыруын туғызады. Осымен өте аз бұ- 
рылыстардың өзін векторлар (біз оны Дф немесе йц> тү- 
рінде жазатын боламыз) сияқты қарастыруға болады.

б?Ф вскторының бағытын біз дененің айналу бағыты- 
мен байланыстыра отырып анықтадық. v жылдамдық, w 
үдеу, г радиус-вектор сияқты шама- 
ларды қарастырғанда олардың бағы- 
тын таңдап алу жөнінде сұрақ тумаса 
керек: ол шамалардың өз табиғатынан 
алынған нәрсе. Осы сияқты векторлар 
полярлық 1 векторлар деп аталады.
Бағыты айналу (немесе айнала өту) 
бағытымен байланысқан с?ср типтегі 
векторлар аксиальды векторлар деп 
аталады.

01і
і
і• ы

0) =  Urn Д
ДС-* О М

d'-vі
dt ( 10.1)

33-сурст.
түріндегі векторлық шаМа (мұн-
дағы Д̂  — Дф бұрылысын жасауға
кеткен уакыт) дененің бұрыштық жылдамдьіғы деліне-
ді1 (о векторы маңайындағы дене бұрғы сабының оңға
айналу ережесімен анықталған жаққа айналатын осьтің
бойымен бағытталады да аксиальды векторды береді
(33-срует).

^ drtБұрыштық жылдамдық векторының модулы -^г  -ге
тең. Тұрақты бұрыштық жылдамдықпен айналысты бір 
қалыпты дейміз, бұл жағдайда (о =  ср//. Сөйтіп, со бір қа- 
лыпты айналыс кезінде бірлік уақыттың ішінде дененің 
қандай бұрышқа бұрылғанын көрсетеді.

Бір қалыпты айналысты дененің бір айналым жа- 
сауына, яғни 2я бұрышқа бұрылуына кететін уақыт дер 
түсінетін Т айналу периодымен сипаттауға болады.

1 Біздің бүрын қарастырған v жылдамдықты бурыштық жыл- 
дамдыктан айыру үшіи, оны сызықтық деп атайды. Келешекте бұл 
тусініспеушілікке келтірген жағдайда «сызықтық» сөзін колдән- 
баймыз.
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&t = T уақыт аралығына Дер =  2л: бұрылыс бұрышы сәй- 
кес келетіндіктен де:

2т:
ш — Т > (10.2)

бұдан

м II (10.3)
екендігі шығады.

Бірлік уақыт ішіндегі v айналым саны мынаған тец 
болатыны айқын:

V (Ю.4;

(10.4) формуладан бұрыштық жылдамдық бірлік 
уақыттағы айналым санын 2я-ге көбейткенгс тең, яғни

ео =  2я\\ (10.5)
Бірлік уақыт ішіидегі айналу периоды мен айналым 

саны туралы ұғымды бір қалыпты емес айналыс үшін де, 
егер дене бұрыштық жылдамдықтың берілген лездік мә- 
німен бір қалыпты айналса, оның бір айналым жасауына 
кеткен уақытын Т лездік мәні деп, ал v-ді осы жағдайда 
дененің бірлік уақыт ішінде жасалған айналым саны деп 
түсіне отырып сақтауға болады.

ш векторы осьтің айналасындағы депе айналысының 
жылдамдық өзгерісінің есебінен де, сондай-ақ кецістік- 
те (бұл жағдайда со бағыты бойынша өзгереді) айналыс 
осінің бұрылысы есебінен де өзгере а лады. Д/ уақыттын 
ішінде со векторы Дсо өсімше алсын дслік. Уақытқа бай- 
ланысты бұрыштық жылдамдық векторыпыц өзгерісі 
б ұ р ы ш т ы қ ү д е у деп аталатыи

1 • д w р = urn —
At-* 0 At

d о 
dt ( 10.6 )

шамасымен сипатталады, p векторы со векторы спяқты 
аксиальды деп аталады.

Кеңістікте айналу осініц багыты түрақты бо.чғанта, 
бұрыштык жылдамдық тек шама жағынап ғапа өзге|іе- 
ді де I Лео I =  I Ас») I болады. Бұл жагдайда (10.6) с|юрму- 
ладан бұрыштық үдеудіц модулы үшін мына төмендегі 
өрнек орындалады:

Him !^А
АС̂-0 At

d
dt (10.7)
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Егер (і деп со бағытындағы (5 векторының проекция- 
сын түсінсек, онда (10.7) формуласы төмендегідей жа- 
зылады:

п і • До>|4 =  1 і т  — ==
дс-̂ о

dot
dt

( 10.8 )

(10.8) формуладағы р — егер <в уақытқа банланысты 
өсетін болса (бұл жағдайда және со векторлары бірдей 
баг.ыт алса). он, егер со кемитін (бұл жағдайда р және
о) бағыттары қарама-қарсы) болса, теріс алгебралық 
шама.

Лйналатьш дененің жеке нүктелерініц әр түрлі v сы- 
зықтық жылдамдығы болады. Әрбір нүктепің жанама 
бойымен сәйкес шецберге багытталған жылдамдығы 
өзініц бағытын үздіксіз өзгертіп отырады. v жылдамды- 
ғының шамасы дененің со айналуы жылдамдығымен жә- 
не қарастырылатын нүктепіц айналу осінен R қашық- 
тығымен анықталады. Айталық At 
аз уақыт аралықта депе Аср бұрыш- 
ка бұрылсын делік (34-сурет).
Осьтен R кашықтықта тұрған нүк- 
те бұл кезде As жол жүреді, ол 
мынаған тең болады:

As = /?Acp. (
\

Нүктепіц сызықтық жылдамды- 
ғы анықтама бойынша мынаған 
тең болады:

о

V  = 11 in As
Д/̂ -0 bt

1 ■ n  f= lim R —— =дс-»о M

4(0 \. w
о

= R lim Acs

Д /- 0  A^
R dv

dt =  /?«) 34-cypcr;

ЯҒНІІ
v = coR. (10.9)

Сонымен, нүкте неғұрлым айналу осінен алые болса, 
соғұрлым ол үлксн сызықтық жылдамдықпен қозғала- 
тын болады.

Айналын түрган дсне нүктелерініц сызықтык үдеуін 
табалық. (9.4) формулаға сәйкес нормаль үдеу мына- 
ған тең:

wП V2
R ’
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Осы өрнекке (10.9)-ғы и-нің мәнін орнына қойьіп,
W = (й 2Я ( 10.10)

-ге
екенін табамыз.

(9.8)-ге сәйкес тапгенциал үдеудіц модулы
тец. Тағы да (10.9) теңдеуді пайдалана отырып, мынаны 
аламыз:

dv
dt

= lim Дг;
— 1 іт Д(”Л)

А/—0 Д t м-*-о Д£

lim R —
д/-*о Д t R lim —

ЯҒІПІ

w% =  p/?. (10.11)
Сөйтіп, нормаль үдеу сияқты тангенциал үдеу де 

R -мен — нүктенің айналу осінен қашықтығымеп сызық- 
тық түрде артады.

§ 11. v және со векторларыныц арасындағы байланыс

Бұдан бұрын қарастырылған векторларды қосу және 
азайту, сондай-ақ векторларды скалярға көбейту амал- 
дарынан басқа (2-параграфты қараңыз), векторларды 
көбейту амалдары да бар. Екі векторды бір-біріне екі 
тәсілмен көбейтуге болады. Бірінші тәсілдің нәтижесін- 
де жаңа векторды алсақ, екіншісі — скаляр шамаға 
келтіреді. Векторды векторға бөлу амалыныц болмай- 
тынын ескерте кетелік.

Векторлардың векторлық көбейтіндісін карастыра- 
лық. Векторлардың скаляр көбейтіндісін біз соңыра, 
қажет деп тапқан кезде енгіземіз.

А және В екі вектордың векторлық көбейтіндісі деп 
төмендегі қасиетке ие болатын С векторын атаймыз:

1) С векторының модулы көбейтілетін векторлар мо- 
дулын олардың арасындағы синус а  бүрышына көбейт- 
кен^е теқ (35-сурет) болады, яғни

С — АВ sin a;
2) С векторы А жэне 13 векторы жатқан жазықтңқ- 

қа перпендикуляр, сонымен қатар оныц бағыты бүрғы 
сабының онға бұрылу ережесіне сәйкес келетін А жонс
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С бағытымен байланысты болады: егер С векторының 
жүрісіне қарайтын болсақ, бірінші көбейткіштен екін- 
шісіне қарай ең қысқа жолмен жасалған бұрылыс сағат 
тілініц бағытымен болады.

Векторлық көбейтіндіні символ түріиде мыиадай екі 
тәсілмеп жазуға болады:

[АС] немесе АхС.
Біз осы тәсілдердің біріншісін пайдаланамыз, оның үс- 
тіне формулаларды оңай оқу үшін көбейткіштердің ара- 
сына үтір қоямыз. Бір мезгілде қиғаш крест пен квадрат 
жақшаны [АхВ] қолдануға болмайды. [AD] =АВ  sin a 
дсп те жазуға болмайды. Мұнда сол жақта вектор, ол 
оц жақта осы вектордын. модулы, яғнн скаляр тұр. Сон- 
да теңдікті был ай жазган дұрыс:

| [АС] | =АВ  sin а. (11.1)
Векторлық көбейтіндініц бағыты біріпші көбейткіш- 

тен екіпші көбсйткішке қарай айналу бағытымен анық- 
талатындықтан да екі
вектордың векторлық 
көбейтінАісінің ноти- 
жесі көбейткіш рст- 
теріне тәуелді болады. 
Көбейткіш реттерініц 
өзгерісі құраущы век­
тор бағытының қара- 
ма-қарсы жаққа өзге- 
рісін туғызады (35- 
сурёт)

[СА] =  — [АС]
немссе

ВХА= —(АХВ).
Сөйтіп, векторлық көбейтіндініц коммутатпвтік қаснеті 
болмайды.

Векторлық көбснтіндініц днстрибутпвті сксііін дәлел- 
деуге болады, яғни

[.А, (В1 +  В2 +  - +  C.v) ] = [ A D і ] +  [АС2] +  +[АСдг].
( 11-2)

Екі полярлық иемссе екі аксиальды вектордың век- 
торлық көбейтіндісі аксиальды вектор болады. Аксналь-
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д ы  в е к т о р д ы ң  п о л я р ғ а  ( н е м е с е  к е р і с і н ш е )  в е к т о р л ы к  

к ө б е й т і н д і с і ,  а л а й д а ,  п о л я р л ы қ  в е к т о р  б о л а д ы .  А к с и а л ь -  

д ы  в е к т о р д ы ң  б а ғ ы т ы н  а н ы қ т а й т ы н  ө з г е р і с ,  к е р і с і н ш е  

ж а ғ д а й д а  в е к т о р л ы қ  к ө б е й т і н д і н і ц  а л д ы н д а ғ ы  ж ә н е  к ө -

А

37-сурет.

б е й т к і ш т е р д і ң  б і р і н і ц  а л д ы н д а ғ ы  т а ц б а н ы ң  ө з г с р і с і н е  

ә к е л е д і .  О с ы н ы ң  н ә т и ж е с і н д е  в е к т о р л ы қ  к ө б с й т і н д і н і  

ө р н е к т е й т і н  ш а м а  ө з г е р і с с і з  қ а л а д ы .

В е к т о р л ы қ  к ө б е й т і н д і н і ц  м о д у л ы и а  г е о м е т р и я л ы қ  

и н т е р п р е т а ц и я  б е р у г е  б о л а д ы :  А В  s i n  а  ө р н е г і  с а н  м ә н і  

ж а ғ ы н а н  А  ж ә н е  В  в е к т о р л а р ы м е н  қ ұ р ь і л ғ а н  п а р а л л е л о ­

г р а м м  а у д а н ы н а  т е к  б о л а д ы  ( 3 6 - с у р е т ;  С = [ А В ]  в е к т о ­

р ы  б ұ л  ж а ғ д а й д а  ч е р т е ж д і ң  

ж а з ы қ т ы ғ ы н а ,  ч е р т е ж д і ц  с ы р -  

т ы н а  п е р п е н д и к у л я р  б а ғ ы т -  

• т а л г а и )

А і і т а л ы қ ,  А  ж ә н с  В  в е к т о ­

р ы  ө з  а р а  п е р п е н д и к у л я р  б о л -  

~  е ы н  д е л і к  ( 3 7 - с у р е т )  Б ұ л

( в е к т о р л а р д ы ң  қ о с .  в е к т о р л ы қ

к ө б е й т і н д і с і п  ж а с а л ы қ

■ д  а

а ,

38-cyper.

D  =  [ A ,  [ B A ] ] ,

я ғ н и  В - н і  в е к т о р л ы  А - ғ а  к ө -  

б е й т і п ,  с о ң ы н а н  б і р і н п і і  к ө -  

б е й т і н д і д е н  ш ы қ қ а н  в е к т о р г а  

А  - н  ы  в  е  к  г о  р  л  ы  к ө  б  опте м  і з .

[ В А ]  в е к т о р д ы ң  B A  ( s i n  а  =

=  s i n  —  = 1 ) - ғ а  т е ң  м о д у л ы

б о л а д ы  ж ә н е  А  ж о н с  В  в е к т о р ы м е н  я / 2 - г е  т е ц  б у р ы ш  ж а -  

с а й д ы .  Д е м е к ,  D  в е к т о р ы н ы ц  м о д у л ы  м ы н а г а н  т е ц :  

I А I | [ В А ] | — Л  В А = А 2В .  D  в е к т о р ы н ы ц  Ч 5 а ғ ы т ы  В  в е к -
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торының бағытымен дәл келетінін 37-суреттен оңай 
көругс болады.

Мұның өзі келесі теңдікті жазуымызга иегіз болады:
[A, [ВА]]=А2В.. (П.З)

(11.3) формуланы біз келешекте бірнеше қайтара 
пайдалапатын боламыз. Бұл А жәнс В векторы өз ара 
перпендикуляр болған жағдайда дұрыс болатынын атап 
кстелік.

(10.9) тендеуі v және w векторының модульдарының 
арасындағы байланысты орнатады. Векторлық көбейтін- 
ді арқылы векторлардың өздерінің арасындағы қатысты 
беретін өрнек жазылуы мүмкін. Айталық, дене z осінің 
маңайында to бұрыштық жылдамдықпен айналсын делік 
(38-сурет). Біз тапқымыз келген нүктенің v жылдамды- 
ғы (со-ның радиус-вектор г-ге көбейтіндісі), бағыты 
бойынша v векторымен бірдей және модулы cor sin a  = 
=  coR-re, яғни и-ге тең [(10.9) формуланы қараңыз] 
вектор екенін оцай көруге болады. Сөйтіп, [cor] вектор- 
лық көбейтінді бағыты бойынша және модулы бойынша 
v векторына тец, яғни

v =  [сог]. (11.4)
(11.4) формулаға басқаша түр беруге болады. Ол 

үшін г радиус-векторын екі құраушының — z осіне па­
раллель тг векторы мен z осіне перпендикуляр R векто- 
рының қосындысы түрінде өрнектейміз: r = r z+ R  (38-су- 
ретті қараңыз). Осы өрнекті (11.4) формуласына қойып, 
вектор көбейтіндісінің дистрибутивтігін пайдаланып 
[(11.2) -ді қараңыз], мынаны аламыз':

[сог] =  [со (rz +  R) ] =  [corj +  [coR].
со жоне r2 векторлары коллинеарлы. Сондықтан да 

олардың векторлық көбейтіндісі нольге тең (s ina  = 0). 
Демек, былай жазуға болады.

v={coR]. (11.5)
Келешекте, айналмалы қозғалысты қарастырғанда, 

Оіз осьтің бойындағы нүктеден жүргізілген г радиус-век- 
торының айналыс осіне перпендикуляр құраушысын R 
арқылы белгілейміз. Бұл вектордың модулы осьтен 
алынған пүктенің R қашықтыры болады.



I I  Т А Р  А  У

MAT E P И Я Л Ы Қ НУ КТ Е111Ң Д 14II AM И К А С Ы

§ 12. Қлассикалық механика. Оның 
қолдаиымдылығьшың шекарасы

Кинематика дененің басқаша емес, атап айтқанда, 
(мысалы, шеңбер бойымен бір қалыпты немесе түзу 
бойымен бір қалыпты үдемелі) тап осылай қозғалатын- 
дығы жөніндегі мәселені қозғамай дене қозғалысын си- 
паттайды.

Динамика бірдей сипаттағы қозғалыс жағдайынан 
болған себептерге (денелердің өз ара эсерлері) баііла- 
нысты дене қозғалысын зерттейді.

Классикалық немесе ныотон механикасы деп атала- 
тын заңдардың негізінде 1687 жылы Ньютон тұжырым- 
даған динамиканың үш заңы жатыр.

Ныотон заңдары (физиканыц басқа зацдары сияқты) 
көптеген мөлшердегі тәжірибе фактілерін жинақтаудың 
нәтижесінде шықты. Олардың дұрыстығы (аса кең кө- 
лемді болмаса да құбылыстың шектеулі аумағындағы) 
осылардан шыққан тәжірибелерге сәйкес анықталады.

Ныотон механикасы соцғы екі жүз жылдықтың іінін- 
де тамаша жетістіктерге ие болғаны сондай, оныц қү- 
діреттілігінде ХІХ-ғасырдыц көптеген физпктерініц көзі 
жетті. Кез келген физикалық қүбылысты түсіндіру Ныо­
тон заңына бағынатын механикалық процеске оны кө- 
шіру деп есептелінген. Алайда ғылымныц дамуымен 
жаңа фактілер табылды, бұл классикалық мехашіканың 
аумағына симады. Бұл фактілер жаца теорияларда —■ 
салыстырмалылық жопе кванттық м е х а н и к а пыц арппу- 
лы теориясында өзінің түсінігіп алды.

1905 жылы Эйнштейн жасаған салыстырмалылықтыц
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арнаулы теориясында уақыт және кецістік жөніндеп 
Ныотоп ұйғарымдары түбегейлі қайта қаралды. Бул 
қайта қарау «Жогары жылдамдықтағы механиканыц» 
немесе релятивистік деи аталатын механиканың шығуы- 
на әкеп соқты. Алайда жаңа механика ескі Ньютон ме- 
ханикасын толық теріске шығара алмады. Релятивистік 
механиканың шектегі теңдеуі (жарық жылдамдығымеп 
салыстырғанда аз, жылдамдық үшін) классикалық ме- 
ханнканың теқдеуіне көшеді. Сөйтіп, классикалық меха­
ника релятивистік механиканың дербес жағдайы ретінде 
енді де, жарық жылдамдығынан едәуір аз жылдамдық- 
тан туатын қозғалысты сипаттау үшін өзінің бастапқы 
мәнін сақтап қалды.

Атом физикасының дамуы нәтижесінде біздің ғасы- 
рымыздың 20-шы жылдарында пайда болған кванттық- 
механика мен классикалық механиканың арасындағы 
қатынас жағдайы да осы сияқты. Кванттық механика- 
ның теңдеуін де классикалық механикаиың теңдеуінің 
шегінде (атомдардың массаларымен салыстырғанда үл- 
кен массалар үшін) береді. Демек, классикалық меха­
ника кванттық механикаға оның шектік жағдайы ретін- 
де енді.

Сөйтіп, ғылымның дамуы классикалық механиканы 
жоққа шығарған жоқ, тек оиың шектеулі қолданыла- 
тындығын ғана көрсетті. Ньютон заңына иегізделген 
классикалық механика — аз жылдамдықпен (жарықтың 
жылдамдығымен салыстырғанда) қозғалатын массасы 
(атомның массасымен салыстырғанда) үлкен денелердің 
механикасы.

§ 13. Ііыотошшц бірінші заңы. Нперцііялық 
санақ системалары

Ньютоннын бірінші заңы төмендегіше тұжырымда- 
лады: кез келген дене өзінің тыныштЬіқтағы немесе бір 
қалыпты, түзу сызыкүтағы күйін, оның оси күйіп өзгер- 
тетін басқа бір денелер сырттан эсер еткенге дейін, сақ- 
тап тұрады. Аталған екі күй дене үдеуі нольге тең бол- 
ғандықтан да бір-бірінен өзгеше болады. Сондықтан 
бірінші заңньщ тұжырымына төмендегіше түр беруге бо­
лады: кез келген дененің жылдамдығы, оның өзгерісін 
туғызатын басқа бір денелер жағынан эсер болғанға 
дейін, тұрақты (мысалы, нольге тең) болып қалады.
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Б е л г і л і  б і р  д ә р е ж е д е  б а с қ а  б і р  д е н е н і ң  ә с е р і н е  ұ ш ы -  

р а м а й т ы н  д е н е н і ң  т а б и ғ а т т а  б о л м а й т ы н д ы ғ ы н  е с к е р т е  

к е т к е н  ж ө н .  І с  ж ү з і н д е  б а й қ а л а т ы н  т ы н ы ш т ы қ  н е м е с е  

б і р  қ а л ы п т ы  ж ә н е  т ү з у  с ы з ы қ т ы  қ о з ғ а л ы с  ж а ғ д а й ы н д а  

д а  ә с е р л е р і  б і р і н - б і р і  т е ң г е р е т і н  д е н е л е р м е н  і с т е с  б о л а -  

м ы з .  М ы с а л ы ,  с т о л  ү с т і н д е  ж а т қ а н  к і т а п қ а  ж с р д і ң  т а р -  

т у ы  э с е р  е т е д і ,  с о н д а й - а қ ,  с т о л  д а  о ғ а н  қ ы с ы м  т ү с і р е д і ,  

с о н ы м е п  қ а т а р  б ұ л  е к і  ә с е р л е с у  б і р і н - б і р і  т е ң г е р е д і  д е  

н ә т и ж е с і н д е  к і т а п  т ы н ы ш т ы қ т а  т ұ р а д ы .

Б і р і н ш і  з а н д а ғ ы  п а й ы м д а у ы м ы з  м ү л д е  а й қ ы н  б о л ы п  

к ө р і н б е й д і ,  Г а л и л е й г е  ( 1 5 6 4 — 1 8 4 2 )  д е й і н  д е н е г е  э с е р  

е т у  ж ы л д а м д ы қ т ы  ө з г е р т у  ү ш і н  е м е с ,  о н ы ц  ө з г е р і с с і з  

қ а л у ы н  с а қ т а у ғ а  қ а ж е т  д е п  ұ қ қ а н .  Б ұ л  о й  г о р и з о н т а л ь  

т е г і с  ж о л м е н  д ө ң г е л е п  к е л е  ж а т қ а н  а р б а н ы ң  қ о з ғ а л ы с ы  

б а я у л а п  қ а л м а с  ү ш і н ,  о н ы  ү з д і к с і з  и т е р і п  о т ы р у  к а ж е т  

с и я қ т ы  к ү н д е л і к т і  ө м і р  ф а к т і л е р і и і ң  н е ғ і з і н е н  ш ы қ т ы .  

Е н д і  б і з  а р б а н ы  и т е р е  о т ы р ы и ,  о н ы ц  ү й к е л і с і н е н  б о л а -  

т ы н  ә с е р л е р д і  т е ң г е р е т і н і м і з д і  б і л е м і з .  А л а й д а ,  е г е р  ж е т -  

к і л і к т і  д ә р е ж е д е  м ұ н ы  т ү с і н б е с е к ,  о н д а  ә с е р л е с у  о н ы ң  

ө з г е р і с і н е  ( я ғ н и  ү д е у і н е )  е м е с ,  ж ы л д а м д ы ғ ы п а  ж а ғ д а й  

ж а с а й д ы .

Н ы о т о н н ы ң  б і р і н ш і  з а ң ы  к е з  к е л г е н  с а н а қ  с н с т е м а -  

с ы н д а  о р ы н д а л а  б е р м е й д і .  Б і з  ж о ғ а р ы д а  қ о з ғ а л ы с  с и п а -  

т ы  с а н а қ  с и с т е м а с ы н  т а ң д а п  а л у ғ а  т э у е л д і  б о л а д ы  д е п  

е с к е р т і п  к е т к е н  б о л а т ы н б ы з .  Қ а н д а й  д а  б о л с ы н  ү д е у м е н  

б і р - б і р і н е  қ а т ы с т ы  қ о з ғ а л а т ы н  е к і  с а н а қ  с и с т е м а с ы н  қ а -  

р а с т ы р а л ы қ .  Е г е р  о с ы л а р д ы ц  б і р е у і н е  қ а т ы с т ы  д е н е  т ы -  

н ы ш т ы қ т а  б о л с а ,  о н д а  е к і н ш і с і н е  қ а т ы с т ы  о л  ү д е у м е н  

қ о з ғ а л а т ы н д ы ғ ы  а й қ ы н .  Д е м е к ,  Н ы о т о н н ы ң  б і р і н ш і  з а ­

д ы  б і р  м е з г і л д е  е к і  с и с т е м а д а  о р ы н д а л а  а л м я й л ы .

Н ь ю т о н н ы и  б і р і н ш і  з а ң ы  о р ы н д а л а  і ы н  с а н а қ  с и с т е -  

м а с ы  и  н  е  р  ц  и  я  л  ы  қ  д е п  а т а л а д ы .  А л  з а ң н ы ң  ө з і  к е й -  

д е  и н е р ц и я  з а ң ы  д е п  т е  а т а л а д ы .  Н ь ю т о н  з а ц ы  о р ы н д а л -  

м а й т ы н  С а н а қ  с и с т е м а с ы  и н е р ц и я л ы қ  е м е с ,  с а н а қ  с и с -  

т е м а с ы  д е п  а т а л а ч ы .  И н е р ц и м л ы қ  с и с т с м а л а р д ы ң  

ш е к т е у с і з  ж и ь ш ы  б а р .  Қ а н д а й  д а  б о л м а с ы н  и п е р ц и я л ы қ  

с и с т е м а ғ а  қ а т ы с т ы  т ү з у  с ы з ы қ т ы  ж ә н е  б і р  қ а л ы п т ы  

( я ғ н и  т ұ р а қ т ы  ж ы л д а м д ы қ п е н )  қ о з ғ а л ы с т а ғ ы  к е з  к е л г е н  

с а н а қ  с и с т е м а с ы  и н е р ц и я л ы қ  т а  б о л а д ы .  Б ү л  ж а й ы н д а  

1 7 - п а р а г р а ф т а  е к ж е й - т е к ж е й л і  а й т ы л а т ы н  б о л а д ы .

Ц е н т р і н е  К ү н  о р н а л а с қ а н ,  а л  о с ь т е р і  б е л ғ і л і  б і р  т а н -  

д а п  а л ы н ғ а н  ж ұ л д ы з д а р ғ а  б а ғ ы т т а л ғ а н  с а н а қ  с и с т е м а с ы  

и н е р ц и я л ы қ  б о л ы п  т а б ы л а д ы .  Б ұ л  с и с т е м а  г е л и о ц е н т р -
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л і к  ( г е л и о с  —  г р е к ш е  К ү н  д е г е н  с ө з )  с а н а қ  с и с т е м а с ы  

д е п  а т а л а д ы .  Г е л и о ц е н т р л і к  с н с т е м а г а  қ а т ы с т ы  б і р  қ а -  

л ы п т ы  ж ә н е  т ү з у  с ы з ы қ т ы  қ о з ғ а л ы с т а ғ ы  к с з  к е л г е і і  с и ­

с т е м а с ы  и н е р ц и я л ы қ  б о л а д ы .

Ж е р  Қ ү н  және ж ұ л д ы з д а р ғ а  қ а т ы с т ы  э л л и п с  ф о р м а -  

л ы  қ ы с қ а  қ и с ы қ  с ы з ы қ т ы  т р а е к т о р и я н ы ң  б о й ы м е н  қ о з -  

ғ а л а д ы .  Қ п с ы қ  с ы з ы қ т ы  қ о з ғ а л ы с  ә р қ а ш а н  д а  қ а н д а й  

д а  б о л м а с ы н  ү д е у м е н  ө т е д і .  С о н ы м е н  қ а т а р  Ж е р  ө з  о с і -  

н е н  а й н а л а д ы .  О с ы  с е б е п т е р д е н  д е  Ж е р д і ц  б е т і м е н  б а й -  

л а н ы с т ы  с а н а қ  с и с т е м а с ы  г е л и о ц е н т р л і к  с а н а қ  с и с т е -  

м а с ы н а  қ а т ы с т ы  ү д е у м е н  қ о з ғ а л а д ы  д а  и н е р ц и я л ы қ  

б о л м а й д ы .  А л а й д а  м ұ н д а й  с и с т е м а  ү д е у і н і ң  а з  б о л ы п  

к е л е т і н д і г і  с о н ш а л ы қ ,  т і п т і  с а н с ы з  к ө п  ж а ғ д а й л а р д а  о н ы  

і с  ж ү з і н д е  п н е р ц н я л ы қ  д е п  е с е п т е у г е  б о л а д ы .  Б і р а қ  к е й -  

д е  ж е р м е н  б а й л а н ы с ы  б а р  с а н а қ  с и с т е м а с ы н ы ң  и н е р ц и я -  

л ы қ  е м е с т і г і  оган қ а т ы с т ы  қ а р а с т ы р ы л ғ а н  м е х а н и к а л ы қ  

қ ұ б ы л ы с т а р д ы ң  с и п а т ы н а  е д ә у і р  ы қ п а л ы н  т и г і з е д і .  

О с ы н д а й  ж а ғ д а й л а р д ы ң  қ а й с ы б і р і н  б і з  с о ң ы р а  т о л ы ғ ы -  

р а қ  қ а р а с т ы р а т ы н  б о л а м ы з .

§ 14. Мыотонның екінші зацы

Н ь ю т о н н ы ң  е к і н ш і  з а ң ы н д а  ж а ң а  е к і  ф и з и к а л ы қ  ш а -  

м а :  к  ү  ш  п е н  м а с с а  т ұ ж ы р ы м д а л а д ы .  К ү ш  б а с қ а  

д е н е н і ң  т а р а п ы н а н  б е р і л г е н  д е н е г е  т и г і з е т і н  ә с е р д і ң  б а -  

ғ ы т ы н  ж ә н е  с а н д ы қ  с и п а т ы н  к ө р с е т е д і .  М а с с а  д е н е н і ң  

о с ы  ә с е р л е р г е  « к е р і  қ а й т а р ы м д ы л ы ғ ы н ы ң »  с а н д ы қ  с и -  

п а т т а м а с ы н  б е р е д і .

Б ұ р ы н  е с к е р т к е н і м і з д е й ,  қ а й с ы б і р  д е н е л е р г е  б е р і л е -  

т і н  э с е р  е к і  т е к т е г і  қ ұ б ы л ы с т ы :  д е н е н і ң  ж ы л д а м д ы ғ ы н ы ң  

ө з г е р і с і н  н е м е с е  о н ы ң  д е ф о р м а ц и я с ы н  ( я ғ н и  о н ы ң  ө л -  

ш е м д е р і  м е н  ф о р м а с ы н ы ң  ө з г е р і с і н )  т у ғ ы з а д ы .  О с ы  е к і  

э ф ф е к т і н і н ,  е к е у і н  д е  ( ү д е у  д е ,  д е ф о р м а ц и я  д а )  ө л ш е у г е  

б о л а т ы н д ы қ т а н ,  б ұ л а р д ы ң  к е з  к е л г е н і  ә с е р л е с у д і ң  с а н -  

д ы қ  б а ғ а с ы  ү ш і н ,  я ғ н и  к ү ш т е р д і  б і р - б і р і м е н  с а л ы с т ы р у  

ж ә н е  ө л ш е у  ү ш і н  п а й д а л а н ы л у ы  м ү м к і н .

Т ө і М е н д е г і д е й  э к с п е р и м е н т а  қ а р а с т ы р а л ы қ .  Ж о ғ а р ы  

ү ш ы н а н  қ о з ғ а л м а й т ы н д а й  е т і п  б е к і т і л г е н  п р у ж и н а  а л а -  

л ы қ .  П р у ж и н а н ы ң  т ө м е н г і  ұ ш ы н а  қ а н д а й  д а  б о л с ы н  

ә й т е у і р  б і р  ж ү к т і  і л е л і к  ( 3 9 - с у р е т ) ,  о с ы  ж ү к т і ң  ә с е р і н е н  

( ж ә н е  п р у ж и н а н ы ң  ж о ғ а р ғ ы  ұ ш ы  б е к і т і л г е н  д е н е н і ц  ә с е -  

р і н е н )  о л  б і р  ш а м а  с о з ы л а д ы  д а  н ә т и ж с с і н д е  п р у ж и н а ғ а  

б е к і т і л г е н  к ө р с е т к і ш  қ о з ғ а л м а й  т ұ р ғ а н  ш к а л а н ы ң  б о й ы -

4—649 49



§ is>

s i

0
S'

Д
П
Lr J
f t

s

U
o

мен 0 белгісінен 1 белгісіне дейін жылжып қозғалады. 
Жеке-жеке алғанда әрқайсысы пружинаныц бірдей ұза- 
/ / / / / / / / / / / / / / /  РУЬІН т У ғ ы з а т ы н  бірнеше жүктерді таңдап

-----/  алалық. Сонда пружинаға ілінетін осы
жүктердің әрқайсысы 'оған бірдей мөлшер- 
де эсер ететінін көреміз. Мұның өзін пру- 
жннаның ұшына эсер ететін белгілі бір ша- 
мадағы күш ретінде сипаттауға болады. 

Енді пружинаға бірден осындай екі жүк 
~j I 0 ілелік. Бұлардың әрқайсысы шамасы жа- 

ғынан ғана емес, бағыты жағынан да бір- 
дей эсер ететін болады. Бұл жағдайда 
пружинаға эсер ететін күш екі есе көп бо- 
латыны айқын. Тәжірибе көрсеткеніндей, 
бұл жағдайда пружинандоң ұзаруы да екі 
есе көп болады. Бірдей үш жүктің бір мез- 
гілдегі әсері пружинаның үш есе деформа- 
циясын туғызады және т. б.

Демек, пружинаның ұзаруы оған эсер 
стетін күшке пропорционал болады. Шы- 
нын айтсақ, Гук заңы деп аталатын, бұл 
заң шамалы ғана деформация жағдайында 
ғана дұрыс. Деформация шамасы әрбір 
нақтылы пружина үшін қандай да болсын 
белгілі бір шектен аспаса, күш пен дефор­
мация арасындағы пропорционалдық сақ- 

талмаиды1 Сөйтіп, біз күшті сан жағынан салыстыру- 
дыц тәсілін алдық: екі күш шамаларының қатынасы осы

39-сурет.

D
40-сурет.

күштерден пайда болған пружинаныц серпімді дефор- 
мацияларының қатынасына тең болады. Күштерді өл- 
шеудін. тәсілдерін анықтай келе, дененің үдеуі оған эсер 
ететін күштің шамасына қалай тәуелді болатындығын 
зерттейміз. Бұл үшін мынадай тэжірибе жасалық (40-су-

1 Гук заңына бағынатын деформация серпімді деформация деи 
аталады.
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рет). Теп-тегіс горизонталь столдың үстіндегі арбаның 
блоктан асырылғап жүктін әсерінен қозғалысыи зертте- 
лік. Арба мен жіптіц арасына пружина қоялық. Оныц 
созылуына қарап әсерлесу күшің бағалауға болады. Сон- 
да эсер ету бағыты жіп бағытымен берілетінін аңгару 
оңай. Жіпке әр түрлі жүктерді іле отырып, әсерінен қоз- 
ғалыс пайда болатын күшті түрлендіруге болады.

Осыған ұқсас жүргізілген тәжірибелер мынадай нә- 
тиже береді: егер пружннаның керілуі өзгермесе, арба 
бір қалыпты үдемеді қозғалады да, сонымен қатар, w 
үдеуі түсірілген f күшке пропорционал болады, яғни

w ~ f .  (14.1)
Арбаның дөңгелегі мен осьтің, сондай-ақ, дөңгелек 

пен стол арасындағы үйкелістің шамадан тыс артуы 
алынған нәтижені бұзатындығын еске алған жөн. Бірақ 
үйкелісті шамалап кеміте отырып, біз (14.1) қатысына 
біртіндеп жақындай түсеміз. Тағайындалған заңдылық 
бізге күштерді сан жағынан салыстырудың тағы да бір 
тәсілін жасауға жағдай. туғызады: f і және /2 екі күштің 
қатынасын осы күштердің әсерінен қандай да болсыр 
әйтеуір бір дененің алған W\ және ш2 үдеуін анықтай 
отырып табуға болады, яғни

/ 1 =т_ v>\ 
/ 2  » 2

(14.2)

Егер басқа арбаны алатын болсақ, қозғалыстың си­
па ты және күш пен үдеу арасындағы қатыс ол үшін сол 
қалпында қалғанмен де, сол f күштің шамасынан бол­
тан оның үдеуі басқаша болады. Мұныц өзі күштің әсе- 
рінен арбаньщ түрлішс «берілмейтіндігімен» немесе, бас- 
қаша айтқанда, олардың түрліше инерттілігімен түсін- 
діріледі.

Шамасы жағынан болсын не бағыты жағынан бол- 
сын кез келген күште f күш шамасының одан алынған 
w үдеу шамасына қатынасы берілген дене үшін тұрақты 
болып қалады1 Әр түрлі денелер үшін бұл қатынас түр- 
ліше болып келеді. Сонда f/w  қатынасының шамасы бе- 
рілген дененің инерттілігін сипаттайды. Сондықтан де- 
ненің инерттілігінің сандық сипаты үшін f/j,v пропорцио-

'і Бұл дененің жылдамдығы бастықтагы жарық жылдамдығымен 
салыстырғанда аз болған жагдайда ғана орынды (22-паіраграфты қа- 
раңыз).
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налдық қатынастағы дененің м а с с а с ы деп аталатын 
физикалық шама қолданылады.

Дененіц массасын т әрпімен белгілеп, былай жазуга 
боладк:

/77 — -3—. (14.3)

Осындай жолмен анықталған масса дененІц инсртті- 
лігінің өлшемі болады. (14.3) қатыстан массаларды са- 
лыстыру тәсілін шығарып аламыз: екі дененің гп\ және 
т2 массасы осы денелерге тең күштермен эсер еткеннен 
алынған және w2 үдеуінің кері қатынасына тең:

ТП\   w 2
m2 wx ' (14.4)

Бірнеше арба алайық. Тең күштерден алынған үдеу- 
лер шамасының бірдей болатындығына қарай (үйкеліс- 
ті аз деп алайық) бұларды да бірдей делік. Мұндай ар- 
балардың массалары тең болады. Екі арбаны бір-бірі- 
мен жалғастыралық (40-суретті қараңыз). Тәжірибе 
жалғастырылған екі арбаның қандай да болсын f күш- 
тің әсерінен алынған үдеуі жеке-жеке алынған әрбір ар- 
баның үдеуіне қарағанда екі есе кем болады. Егер үш 
бірдей арбаны жалғастыратын болсақ, үдеуі де үш есе 
кем болрды екен т. т. Бұдан массаның аддптивтік қа- 
сиетінің болатындығын білеміз; бұл құрастырылған де- 
ненің массасы оныц жеке бөліктерінің қосындысына тец 
болатындыгын білдіреді'

(14.3) өриекті
w =  k —  (14.5)m v '

(мұндагы k — пропорционалдық коэффициент) түрінде 
жазамыз. (14.5) қатынасы Ныотопның екінші заңының 
аналитикалық өрнегін білдіреді.

Сонымен, Ныотонның екінші заңы былай тұжырым- 
далады: кез келген дененің үдеуі оған эсер ететін күіике 
тура пропорционал, ал дененің массасына кері пропор- 
ционал болады. Бұл да Ныотонның бірінші зацы сияқты 
инерциялық санақ системаларында ғана дұрыс.

Атап айтқанда, күш нольге тең болғанда (басқа де- 
нелер тарапынан болатын эсер болмаганда), (14.5) фор- 1

1 Массаньщ аддитивтігі жөніндегі бекітім Ньютон мехаинкасы 
аумағында ғана тура болады. Релятивтік механикада массаныц ад- 
дитивтігі орындалмайды.
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муладан шыққан үдеу де нольге тең болады. Бұл Ныо- 
тонның бірінші заңындағы пікірмен бірдей. Сондықтан, 
бірінші заң екінші заңнан оның дербес жағдайы ретінде 
шығатын тәрізді. Осыған қарамастан бірінші зац екінші 
заңға байланыссыз тужырымдалады, өйткені оның не- 
гізінде инерциялық санақ системаларыныц бар болуы 
жөніндегі постулат (бекі- 
тім) жасалғаи.

Бір денелердің екін- 
шілеріне, әсері бағыттық 
сипатта болады. Демек, 
күш сан мәнінен басқа 
бағытымен снгіатталатын 
шама болып табылады.
Бірақ мұныц өзі күшті 
векторлар категорнясына 
жатқызу үшін әлі де жет- 
кіліксіз нәрсе. Күшті қо- 
судың қай зацына бағынатындыгьш анықтау қажст. Бұл 
үшін керілген екі жіптің әсерімен тұрған арбамен тәжі- 
рибе жасалық. (41-сурет, арбаны жоғарыдан қарағанда- 
ғы түрі.) Тәжірибе көрсеткендей, /і және /2 күш әсерінен 
болған арбаның үдеуінің шамасы мен бағыты вектор- 
ларды қосу ережесі бойынша f\ және f2 күштерден 
шыққан бір ғана f системасының эсер ету жағдайында- 
ғыдай болады. Демек, күш дегеніміз векторлық шама 
екен.

Күш — вектор болғандықтан және үдеудің бағыты 
осы күш бағытымен сәйкес келетіндіктен, (14.5) теңдеу- 
ді векторлық түрде былай жазуға болады:

w = k ——. (14.6)
Масса т мен гіропорционалдық коэффициент k — 

скаляр шама. (14.6) тейдеу классикалық механиканың 
негізгі теңдеуі болып табылады.

§ 15. Физикалық шамалардыц елшемділігі 
жэне өлшеу бірліктері

Физика зацдары, жогарыда ссксрткеиіміздсй, физп- 
калық шамалардыц арасындағы сапдық қатысты та- 
ғайындайды. Осындай қатыстарды орындау үшін эр тур-

41 -су рот.
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лі физикалық шамаларды өлшей алатындай жағдаіі 
болу керек.

Әйтеуір бір физикалық шаманы (мысалы, жылдам- 
дықты) өлшеу оны бірлік үшін қабылданған сол түрдегі 
(мысалда алынған жылдамдықпен) шамамен салысты- 
ру деп білеміз.

Жалпы айтқанда, әрбір физикалық шама үшін, бас- 
қаларына тәуелсіз қалауымызша өлшеу бірлігін орнату- 
ға болар еді. Алайда негізгі дёп есептелінетін үш (прнн- 
ципінде кез келген) шама үшін өлшеу бірлігін қалауы- 
мызша таңдап алуды шектеуге болады екен. Ал калған 
шамалардыц өлшеу бірліктеріне келетін болсак, . оны үш 
заңғіың негізінде құруға болады. Бұл үшін сәйкес ша­
маларды нёгізгі шамалармен немесе бірліктері алдын 
ала осылай құрылған шамалармен байланыстыратын 
физикалық зақдарды пайдалану керек.

Осы айтылғандарды төмендегідей мысалдармен тү- 
сіндірелік. Масса мен үдеу үшін біз өлшеу бірлігін та- 
ғайындап қойдық деп жориық. (14.5) қатысы белгілі бір 
заңдылық бойынша бұл шамаларды үшінші физикалық 
шама — күшпен байланыстырады. Осы теңдеудегі про- 
порционалдық коэффициент бірге тең болатындай етіп, 
күштің өлшеу бірлігін таңдап аламыз. Сонда (14.5) фор­
мула мынадай жай түрге келеді:

(15.1)-дсн тағайындалған күш бірлігі, массасы бірге 
тең денеге эсер еткенде алатын үдеуі де бірге тең бола- 
тын күшті көрсетеді [ (')5.1)-дегі f = 1 және т — 1 деп ал- 
мастыру w = 1 болатынын көрсетеді].

Өлшеу бірлігін таңдап алуда көрсетілген тәсілдердегі 
физикалық қатыстар неғүрлым жай гүрді қабылдайды. 
Өлшеу бірлігінің жиынтығының өзі белгілі бір система- 
ны туғызады.

Негізгі бірліктерден басқа өзгешелігі тацдап алы- 
нуына қарай болған бірнеше системалар бар. Үзындық, 
масса және уақыт бірліктері негізгі бірлік болыгі сана- 
латын системаларды а б с о л ю т  системалар деп 
атаймыз

СССР-де 1963 жылдыц 1 янпарынап бастап CI1 спм- 
волымен белгіленгеп Б і р л і к т е р д і ц  х а л ы қ а р а 
л ы қ с п с т е м а с ы н қолдануды тағанындаған Гост
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9867-61 мемлекеттік стандарт енгізілді. Бірліктердің 
бұл снстемасы ғылымының, техниканың және халық ша- 
руашылығының, сондай-ақ сабақ беруде артықшылығы 
бар система ретінде қолданылуға тиісті. СИ снстемасы- 
ның негізгі өлшем бірліктері мыналар: ұзындық бірлі- 
гі — метр (қысқаша м деп белгіленеді), массасыныц бір- 
лігі — килограмм (кг) және уақыт бірлігі — секунд 
(сек). Сөйтіп, СИ абсолют снстемаларының қатарына 
жатады, көрсетілген үш бірліктен басқа СИ системасын- 
да негізгі бірлік ретінде ток күшінің бірлігіне — амперді 
(а ). термодинамикалық температура бірлігіне — Кель­
вин градусын (°К) және жарық күшінің бірлігіне — 
шамды (I шам) қабылдайды. Бұл бірліктер жайында біз 
курстың сәйкес бөлімдерінде сөз ететін боламыз.

Метр криптон 86 1 атомынан бостықта шыққан сәуле- 
ніц (криптон 86-ның қызғылт сары сызықтары) 2рю жә- 
не Sd5 деңгейлері арасынан өтуіне сәйкес 1650763,73-ке 
тең қысқа толқынның ұзындығы ретінде анықталады.
Метр жуық түрде жер меридианының 40 QQq QQ(j үлесіне.
тен. Сондай-ақ еселі және үлесті бірліктері: километр 
(1000 м), сантиметр (1/100 м), миллиметр (1/1000 м), 
микрон (1/1 000 000 м) және т. б. қолданылады.

Килограмм Севрдегі (Париждің маңындағы) өлшеу- 
лер мен таразылардың Халықаралық бюросында сақ- 
таулы түрған иридийлі гілатинадан2 істелген дененің 
массасы. Бұл дене килограмның халықаралық прототипі 
деп аталады. Прототип массасы көлемі 1000 см3 4° С-дегі 
таза судың массасына жақын. Грам килограмның 
1/1000-не тең.

Секунд 1900 жылдың 0 январы үшін сағат 12-дегі 
эфемерид уақытымен3 алынған тропиктік жылдың 
1/31556925, 9747 бөлігі ретінде анықталады. Секунд ша- 
мамен орташа күн тәулігінің 1/86 400 бөлігіне тең.

1 Бүл белгілеулердін. мағынасы «Атом физикасы» бөлімінде тү- 
сіндіріледі.

2 Платинаның иридиймен қоспасы неғүрлым қатты болады және 
коррозияға берілмейді (яғғіи қоршаған ортаның химиялык әсеріне аз 
беріледі).

3 Яғни 1899 жылдың 31 декабрі сағат 12-дегі уақыт үшін. Эфе­
мерид уакиты деп Жер өз осінеи бір қалыпсыз айналганда түзету 
енгізу жолымеп табылған бір қалыпты өткеи уақытгы айтамыз. 
1900 жылға сілтейтін еебебіміз тропикалык жыл жүз жыл ішінде 
шамамен 0,5 сек ка кемиді.
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Физикада сондай-ақ СГС-системасы деп аталатык 
бірліктердің абсолют системасы қолданылады. Бүл си- 
стемадағы негізгі бірліктер сантиметр, грамм және се­
кунд.

Кинематикаға біз ендірген-шамалардын; (жылдамдық 
және үдеу) бірліктерІ — негізгі бірліктердің түындыла- 
рьт. Мосслен, жылдамдықтьтң бірлігіне бірлік уакыттың 
(секунд) ішінде ұзындық бірлігіне (метрге немесе сан- 
тиметрге) тец жол журіп өткен бір қалыпты қозғалыс- 
тағы дененің жылдамдығы алынады. Бүл бірлік С}И си- 
стемасында м/сек-пен, СГС-системзсыпда см/сек-пен 
белгіленеді. Үдеудің бірлігіне дененің бірлік уақыт (се­
кунд) ішінде жылдамдығы да бірге (м/сек-ца немесе 
см/сек-қа) өзгеретін бір қалыпты айнымалы козғалыс- 
тың үдеуі қабылданады. Бұл бірлік СИ — системасында 
м/сек2-иеи, СГС — системасында см/сек2-пен белгіле- 
неді.

СИ системасындағы күш бірлігі ныотон (н) деп ата- 
лады. (15.1) формулаға сәйкес ныотон 1 кг массасы бар 
денете эсер еткенде 1 м/сек2 үдеу алатын күшке тең. 
СГС — системасындағы күш бірлігі дина (дин) деп ата- 
лады. Бір дина массасы 1 г денете 1 см/сек2 үдеу беретін 
күшке тең. Ныотон мен дина арасында төмендегідей қа- 
тыс орындалады:

1, н — 1 кг • 1 м/сек2 =  103 г ■ 102 см/сек2 =  105 дин.
Техникада МКГСС (бірліктердіц техникалық систе­

масы деп аталатын) системасы көп қолданылады. Бұл 
системаның негізгі бірліктері метр, күш бірлігі — кило­
грамм-куш (кгк немесе кГ) және секүнд болып табыла- 
ды. Килограмм-күш 1 кг массаға 9,80655 м!сек2-\{а тец 
үдеу беретін күш ретінде анықталады. Бүл анықтамадан 
1 кгк = 9,80655 н (шамамен 9,81 м-ға-тең) екендігі шыға- 
ды. МҚГСС системасындағы массаиын бірлігіне, (15.1) 
формула бойынша, 1 кгк — күштің әсерінен 1 м/сек2 үдеу 
алатын дененің массасы қабылдануға тиісті. Бүл бірлік 
кгк- сек2/м-мен белгіленеді, оның арнайы аты бол манды. 
Сонда 1 кгк-сек2/м — 9,80655 кг (іпамамсп 9,81 xv) бола- 
тыны белгілі.

Бірліктер системасын құрудағы тәсілден негізгі бір- 
ліктердіи. өзгерісі өздерімен бірге ілынды бір.ііктердіц 
өзгерісін туғызатындығы байқалалы. Егср, мысалы, 
уакыт бірлігі үшін секунд орнына мпнутты алсак, ягнп
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уақыг бірлігін 60 есе арттырсақ, онда жылдамдық бір- 
лігі 60 рсеге, ал үдеу бірлігі 3600 есеге кемиді.

Ыегізгі шамалар өзгерген кезде кандаіі да болсын 
шаманыц өлшеу бірлігінің өзгерісін көрсететін қатысты 
осы шаманың ө л ш е м д і л і г і  деп атаймыз. Еркіміз- 
ше алған физикалық шаманыц өлшемділігін белгілеу 
үшін квадрат жақшаға алынған оның әріп түріндегі бел- 
гілерін пайдалакамыз. Мысалы, [у] симйолы жылдам- 
дықтың өлшемділігін белгілейді. Ыегізгі шамалардың 
өлшемділігі үшін арнаулы белгілеулер: ұзындық үшін 
L, масса үшін М және уақыт үшін Т пайдаланылады. 
Сөйтіп, ұзындықты / әрпімен, массаны тп әрпімен және 
уақытты t әргіімен белгілей отырып, былай жазуға бо­
ла ды:

[ /]=L ; [m] =Af; [ / ] = Г

Жоғарыда көрсетілген белгілеулерде еркімізше ал- 
ған физикалық шамалардың өлшемділігі мына түрде 
болады: /ЛИРГТ (а, р және ү оң таңбалы да, теріс тан- 
балы да бола алады, дербес жағдайда олар нольге де 
тең болады). Бұлай деп жазудың өзі ұзындық бірлігін 
пх есе арттырғанда берілген шаманың бірлігі п“ есеге 
артады (бұл бірліктсрдегі шамалардың м ә і і і  сәйкес түр- 
де п\ есеге азаятынын өрнектейтін сан); масса бірлігін 
н2 есеге арттырған кезде берілген шаманың бірлігі п\ 
есеге артады, ақырында уақыт бірлігін «з есеге арттыр-^ 
ғанда берілген шаманың бірлігі пі есеге артады.

Физикалық заңдар ондағы қатысқан шамалардың өл- 
шеу бірлігіне байланысты болмайтындықтан да, осы 
заңдарды өрнектейтін теңдеудің екі жағындағы өлшем- 
ділігі де бірдей болуга тиісті. Бұл шарт, біріншіден, 
алынған физикалық қатыстардың дұрыстығын тексеру 
үшін, екіншіден, физнкалық шамалардың өлшемділігін 
тағайындау үшін пайдаланылуы мүмкін. Мысалы, жыл-

А s . . . . . .дамдық v=  — ретінде анықталады. As-тщ өлшемділігі
L-re тең, А/-нің өлшемділігі Г-ге тең. Жазылгап қатыс- 
тың оң жагындағы өлшемділігі мынаған тең: 
[As]/[A/] =L/T = LT~l Ал сол жағындағы өлшемділігі 
де осындай болуга тиісті. Демек,

[v]=LT~K (15.2)
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Ж а з ы л ғ а н  қ а т ы с  ө л ш е м д і л і к  ф о р м у л а с ы ,  а л  о н ы ң  он. 
ж а ғ ы  —  с ә й к е с  ш а м а л а р д ы ң  ( б е р і л г е н  ж а ғ д а й д а  ж ы л -  
д а м д ы қ т ы ң )  ө л ш е м д і л і г і  д е л і н е д і .

u  = - дТ  к а т ы с ы н ы ң  н с г і з і н д е  ү д е у д і ң  ө л ш е м д і г і н  б ы -

л а й  т а б у ғ а  б о л а д ы :

м
1 ^ 1 L T ~

Т
L T  2

\ М \  ~

К ү ш т і ң  ө л ш е м д і л і г і

[f] =  [ m ] [ w ] = M L T ~ 2

О с ы ғ а н  ү қ с а с  б а р л ы қ  қ а л ғ а н  ш а м а л а р д ы ц  ө л ш е м д і -  
л і г і  б е л г і л е н е д і .

§ 16. Н ыотоііііың үшіпші заңы

Д е н е л е р д і ц  б і р - б і р і н е  т ү р л і ш с  ә с е р і  ө з  а р а  ә с е р л с с у  

с и п а т ы н д а  б о л а д ы :  е г е р  М \  д е н е  қ а н д а й  д а  б о л с ы н  ә й -  

т е у і р  f : i  к ү ш п е н  М 2 д е н е т е  э с е р  е т с е ,  о н д а  М 2 д е н е  ө з  к е -  

з е г і н д е  і \ 2  к ү ш п е н  М і д е н е т е  э с е р  е т е д і .

Т ә ж і р и б е  к ө р с е т к е н д е й ,  б і р - б і р і м е н  ө з  а р а  ә с е р л е с е -  

т і н  д е н е л е р д і ң  э с е р  к ү ш т е р і  ә р қ а ш а н д а  д а  ш а м а с ы  ж а -

4 2 - с у р е т .

ғ ы н а н  т е ң ,  б а ғ ы т т а р ы  ж а ғ ы н а н  қ а р а м а - қ а р с ы  б о л а д ы .  

М ы н а д а й  м ы с а л д ы  қ а р а с т ы р а л ы қ .  С ы р т қ ы  д е н е н і ң  ә с е -  

р і н е н  о и а ш а л а н ғ а н  пі\  ж ә н е  т 2 м а с с а с ы  б а р  е к і  д е н е  

( 4 2 - с у р е т )  м ы с а л ы ,  ө з д е р і м е н  б і р г е  э л е к т р  з а р я д т а р ы н  

т а с и т ы н  б о л ғ а н д ы қ т а н  б і р і н - б і р і  т а р т а д ы  ( н е м е с е  т е б е -  

д і )  f |2 ж ә н е  f 2 i к ү ш т і ң  ә с е р і н е н  д е м е  с э й к е с  W j  ж ә н е  \ v 2 
ү д е у  а л а д ы .  Осы ү д е у л е р д і ң  ш а м а с ы  депо.іор.діи. м а с с а -  

с ы н а  к е р і  б о л а д ы ,  я і н н

W\   ГП)
W  . ! П \  '
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бұдан m [wl = m 2 iv2 тсңдігі шығады, демек, күш тсцдігі 
былай жазылады: /і2 =  /гь бұдан күштердіц багыттары- 
ның қарама-қарсы болатыны айқын. Мұидай қорытын- 
дыға депелердің үдеулерін салғастыру арқылы емсс, 
қозғалмай тұрған тірсуге өз ара әсерлесетін денелер 
«байланған» калибрлі пружиналардың керілуі арқылы 
келуге болады (42, б-сурет). Бұл жағдайда пружиналар- 
дьің деформациясы бойынша өлшенген fіо және Г21 күш- 
тер де шамасы жағынан бірдей болады.

Ныотонның үшінші заңы осыған үқсас тәжірибе фак- 
тілерін жинақтау болып табылады. Ныотонның түжы- 
рымдауында ол былай айтылады: «әсерғе қарсы оркашан 
да тсц жәие қарама-қарсы эсер болады, басқаша — 
екі денеиің бір-бірінс өз ара әсері тең және қарама-кар- 
сы бағытталған болады». Бұл тұжырымда «эсер» және 
«қарсы эсер» терминдері дара тұрады. Осының салда- 
рынан да дененің бір-біріне эсер ететін кейбір күштері- 
нің түрлішелігі жөнінде ұғым тууы мүмкін. «Әсерге» 
еріксіз басым роль, ал «қарсы әсерге»— бағынышты 
роль-беріледі. Шынында да, f 12 жэне \2\ күштердің екеуі 
де бір-біріне тең. Сондықтан Ныотонның үшінші заңын 
төмендегідей түжырымдаған дұрыс: д е н е н ің  б ір -б ір ін е  
к е з  к е л г е н  ,>сер і  о з  а р а  э с е р  сипат ы нда  б о л а д ы ;  д ен е -  
л е р д і ң  б ір -б ір ім е н  ө з  а р а  эсер  күш т ері ә р қ а ш а н д а  ш а ­
м а с ы  о к а ғы н а н  тең, багыттары б о й ы н ш а  қ а р а м а - қ а р с ы  
б о л а д ы .

42-суретте қолданылған күштердің белгілеулерін 
пайдалана отырыи, Ньютонның үшінші заңыиыц мағы- 
насын төмендегі түрде жазуға болады:

f . 8 = - f 2|. (16.1)
Жоғарыда айтылғандардан күштердің эр уақьітта 

қос-қостан туатындыгы шығады: әйтеуір бір денеге бе- 
рілген қандай да болсыи күшке шамасы бойынша тец, 
осы берілген денемен өз ара әсерлесе алатын қарама- 
қарсы бағытталған күшті салыстыруға болады.

§ 17. Галилейдіц салыстырмалылық принципі

Бір-біріне қатысты, тұрақты v0 жылдамдықпен қоз- 
галган скі сапақ спстсмасьш қарастыралық. Осы спсте- 
малардыц бірі 43-сурсттс К әрпімсн бслгіленген, диартты 
түрде қозғалмайды деп есептейік. Сонда екінші К'
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системасы түзу сызықты жәнс бір қалыпты қозғалатыи 
болады. К  системасының х, у, z координаталық осьтерін 
және /(' системасынан х 'у у ' , z ' координаталық осьтерін 
таңдап алайық. Мұнда х осі х' осімен беттесетін, ал у 
және у ' осьтері, сондай-ақ z жәнс z' осьтері бір-біріне 
параллель болсын.

К  системасындағы қандай да болсын Р нүктесініц. 
х, у және z  координаталары мен /('  системасындағы сол 
нүктенің х' у ' z' координаталары арасындағы байла- 
нысты табалық. Егер санақ уақытын екі системаның да 
координата басы дәл келетін мезеттен бастау керек бол- 
са, 43-суреттен x — x' + Vot болатындығы шьіғады. Бұдан

43-сурет.

басқа, і) = у ' және z = z' екені айқын. Бұл қатысқа клас- 
сикалық механикада айтылған екі системадағы уақыт- 
тың бір,мезгілде өтуі жөніндегі жоруымызды қоссақ, 
яғни t = t' онда Г а л и л е й  т ү р л е н д і р у і  деп ата- 
латын мынадай төрт теңдеудіц жиынтығын аламыз:

x — x' + i>ot'

(17.1) қатыстыц біріншісі мен соңғысы бостықтағы 
жарық жылдамдығымен [біз оны c(v0< .̂c) деп белгілсй- 
міз] салыстырғанда и0-дін өте аз мәнінде дүрыс бола 
алады екен. с-мен салыстырылган у0 болғанда Галилей 
түрлендіруі «Оптикада» сөз болатын [III том, (37.10) 
формуланы қараңыз] Лоренцтің жалпы түрлендіруімен 
ауыстырылуға тиісті. Қлассикалық мсханиканың аум.і- 
ғында (17.1) формудасын нақтылы дсні үнғару келі- 
сілгеи.

(17.1) қатысты уақыт бопынша диффсренцналдаи, К
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және К' санақ системаларындагы Р нүктссініц жылдам- 
дықтарыпыц арасыидагы баплапысты табамыз:

x =--x ' + Vq немесе 
// — //' нсмссо
Г — I K ' MOCO

(17.2)

(17.2) үш скалярлық қатыс І\ системасына қатысты 
v жылдамдық векторы меи /(' системасына қатысты v' 
жылдамдық векторы арасындағы мынадай қатыстарға 
эквивалентті болады:

У=У' + Уо О7-3)
Осыларға көз жсткпу үшіп (17.3) векторлық тсцдік- 

ті х, у, z осьтеріпе ироекцияласақ жеткілікті. Осыныц 
ііәтнжесінде (17.2) формуласы шығады.

(17.2) және (17.3) формулалар классикалық механи- 
кадағы жылдамдықтардың қосу ережесін береді. (17.3) 
қатысы, кез келген векторлық қатыс сияқты, К және К' 
системаларының координаталық осьтеріндегі өз ара ба- 
ғыттарды қалауымызша таңдап алуда дұрыс болып қа- 
латындығын сске ұстағанымыз жөн. Ал (17.2) қатысы 
43-суретте көpceтiлгeн, осьтерді тацдап алғанда ғана 
орындалатын болады.

13-параграфта қандай да болсын инерциялық систс- 
маға қатысты, тұрақты жылдамдыкпен қозғалғап кез 
келген санак снстемасы да инерциялык болады. Енді 
біз осы бекіткендерімізді дәлелдеуге мүмкіндік аламыз. 
ьұл үшін (17.3) қатысты уақыт бойынша дифферснциал- 
даймыз. Vo-н ің  түрақты скенін ескеріп, мынапы аламыз:

v =  v' пемссе w =  vv' (17A)
Осыдан, бір-біріне қатысты бір қалыпты түзу сызық- 

ты қозғалған барлық санақ системасындағы ойтоуір бір 
дененің үдеуі бірдей болатындығы шығады. Сондықтан, 
егер осы системалардың бірі инерциялық болса (бұл 
күштің жоқ кезінде w =  0 деген сөз), қалғаны да инер­
ция лық болады (w' де нольге тец)

Механиканың негізгі (14.6) теңдеуіне тән нәрсе, ки- 
нематикалық шамалардан оның құрамыида тек үдеу 
ғана болады, ал оған жылдамдық кірмейді. Алайда, біз- 
дің жоғарыда тағайындағанымыздай, қандай да болсын 
дененің үдеуі калауымызша сайлап -алған екі К және К' 
инерциялық санақ системасында бірдей. Осыдан Ныо-
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тоііныц екіпші зацы бойыиша К жзис К' система,іарып- 
дагы дсмете эсер стетіп күштердіи де бірдеіі болатыиды- 
гы шығады. Демек, б ір  п н с р ң и .ч . іы қ  с а н а қ  а н  гсли п  ы ш ш  
е іс ін ш іс ін е  к ө ш к е н д с  О и н а м и к а  т еңбеу і ө згср м с .й б і,  яғпи 
басқаша айтканда, бір инерциялық санақ систсмасыиап 
скіншісінс көшуге сәйкес келетін координагалар түрлсп- 
діруге қатысты инпариантты болады. Механикалык 
көзқарастан барлық инерциялық санақ системалары 
эквнвалентті: олардьщ бірде-біріиіц скіншісіиеи артық- 
шылыгы жоқ. 1с жүзінде мүны былаіі түсіидіругс бсла- 
ды: бсрілген саиақ систсмасының шегіпдс жүргізілген 
механикалык, тәжірибелердің ешқайсысымеи де, ол ты- 
ныштық күйде түр ма нсмссе ол бір қалыпты және түзу 
сызықты қозгалып бара жатыр ма, оны нақтылы шешу- 
ге болмайды ексн. Селкілдемсй бір қалыпты жәнс түзу 
сызықты қозгалып бара жатқан вагонныц іінінде оты- 
рып, біз опың терезесінен кара.масақ, вагонның козғалға- 
нын немесе тыныш тұрғанын анықтай алмаймыз. Денс- 
піц сркіи түсуі, лақтырылған дснсніц қозгалысы және 
басқадай барлық механикалык, процсстср (стер вагон 
қозгалмай тұрса) бұл жағдайда да соидай болады.

Жоғарыдағы анықталган жагданлардың бәрін Гали­
лей түсіндірген болатын. Бүл әр түрлі пнерциялық санақ 
систсмаларындагы механикалык құбылыстардыц барлы- 
гы бірдей өтеді, осыпың салдарыпап сшбір механикалык 
тэжірпбслср арқылы бсрілген еапак спстсмасы тыныш- 
тыкта тұр ма, жок элдс түзу сызыкты жәпе бір калыпты 
козгалып бара жатыр ма, оны апықтауга мүмкіи смет 
ексн, осы жайдыц озі Г а л п л с й д і ц с а л ы е т ы р 
м а л и  л ы к п р п и ц II п і деп аталадьт.

§ 18. Ауырлық ісүші және салмақ

Жердіи тартылыс күші әсеріпсн барлык дснслер Жер 
бетіпе қатысты бірдсй үдсумен түееді. Оиы р әрпімеи 
белгілеу кабылдапған. Мұпың өзі Жермен баГі.іанысты 
санак системасыпдағы массасы m ксз кслгеп денете 
а у ы р л ы қ к ү іп і 1 деп аталатып

Р = пщ (18.1)
1 Жермен баіілппысм Пар саплк пістемасьпши инерннялык, Пол- 

магаи;!і.іі'ыпаіі, ауырлық куші деііеніц Же pro тартылу к\шінен Пір- 
тама  мігсше Полады. Вул жоніпде 17 параграфта толыгыпак аііта- 
тым бо.іамыз.



күштің эсер ететінін көрсетеді. Денс Жср бетіие қатысты 
тыпыштықта түрганыпда, Р күші денеііі қүлатнай ұстап 
тұрі ан ілмспіц пемссе тіреуіштіц f r роакциясымен1 тең- 
герілігі тұрады (fr =  —Р). Ныотониың үшінші заңы 
бойынша дене бұл жагдайда ілмеге немссс тіреуішке — 
іг -ге тец G күшгіен эсер етеді, ягші

С і=  Р =  m g .
Дененің ілмеге немесе тіреуішке эсер ететін G күиіі 

д е н е н і ң с а л м а ғ ы делінеді. Дене мен тіреуіш не­
месе (ілме) Жерге қатысты қозғалмай түрған жағдайда 
ғана бұл күш mg-ге тец болады. Олардың қандай да 
болсын w үдеумен қозғалған жағдайында G күші mg-ге 
тең болмайды. Мұны төмендегі мысалдан тольіғырақ 
түсінуге болады. Айталық, ілме рамаға бекітілген пру-

\оI

N
3

11/  і \
тI

жина түрінде w үдеуі бар денемен бірге қозғалсын делік 
(44-сурет). Сонда дене қозғалысының теңдеуі мына түр- 
де боладыГ

P + fr =mw, (18.2)
мұндағы f r — ілменің реақциясы, яғни пружинаның де- 
неге эсер ететін күщі. Ныотонның үшінші заңы бойынша 
дене пружинаға f г-ге тец к\днпен эсер етеді, мүның өзі 
анықтама бойынша осы жағдайдағы дененің G салма- 
ғын білдіреді. (18.2) теңдеудегі f r реакцияны G күшпен, 
ал Р ауырлық күшін mg көбейтіндісімен ауыстырып, 
мынаны аламыз:

1 Реакция күштері деп берілген денеге оныц қозғальгсып шек- 
тейтін дененіқ эсер еткендегі күшін айгамыз.
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G = m(g — w) (18.3)
(18.3) форімуласы жалпы жағдайда депепің салма- 

ғын анықтайды. Бұл формула ілме мсн тіреуіштіц қан- 
дай түріпе болса да орынды.

Дене мен ілме вертикаль бағытта қоағалсын дейік 
[осындай ұиғарымда (44-сурст) орыидалады]

(18.3) -ті ілменіц бағытыпда проскциялап, мычаны 
аламыз.

G = m ( g ± w ) . (18.4)
Бұл өрнектегі G, g және w негізінен сәйкес всктор- 

лардың модульдары болады. « +  » таңбасы жогары ка­
рай бағытталған w «—» тацбасы томен карай баі ыттал- 
гаи w бағытына сәйкес кследі.

(18.4) формуладан G салмак модулы боныпша Р 
ауырлык күшінен кем де, артык та болуы мүмкіп скен- 
дігі байкалады. Ілмесі бар раманың еркін түсуі кезінде 
w =  g және дененің ілмеге эсер күші нольге тең болады. 
Осы кезде дененің салмақсыздық күйі басталады. Дви- 
гателі іске косылмай Жерді айнала ұшкан космос ко- 
раблі әлгінде айтылған үдеуі бар еркін түскен рама 
сияқты козғалатын болады, осыпың салдарыиан ко- 
рабльдіц ішіндегі дене салмақс.ыздык куйге, ягнн дене- 
лер өзіне ұшыраған денелерге қысым түсірмейтін күйге 
тап болады.

Мына’бір жәйтті ескерте кстейік. Р ауырлык күші 
мен G салмақты жиі шатастыра берсміз. Ліұпыц өзі ті- 
реуіштің қозғалмай тұрған жағдайымда Р жоне G күіи- 
терінің шама жағынан да багыты жағыпап да бірдсй 
(екеуі де mg-re тец) болатьшдығымеп түсіндіріледі. 
Алайда екі күштіц де бұл жағдайда әр түрлі денеге тү- 
сетінін еске ұстаган жөн: Р күші денепіц өзіне гүсстін G 
болса, ал G жердің тарту күшінің өрісінде дененің сркін 
қозғалысын шектейтін ілме немесе тіреуішкс түседі. Со- 
нымен катар Р күші ор уақытта mg-re тсц, ол денс қоз- 
ғалып бара жатыр ма, жок олде тыныштықта тұр ма 
оған тәуелді болмайды, ал G салмақ күші ілме мси ті- 
реуіштщ козғалыс үдеуінс тәуелді болады жэне де 
mg-ден артык та кем дс болуы мүмкін, атап айтқанда, 
ол салмақсыздык күйде нольгс айналып отырады.

Дененің массасы мен салмағыиыц арасындағы (13.3) 
қатыс өлшеу аркылы алынғап дене массаларьшың са- 
лыс.тырмалы тәсілін берсді лгші бүл тәсіл бойыншл бір-
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дей жагдайда (одетте w —0 болгапда) жер бстіпін бір 
пүктесінде аныкталган депо сал мактарыныц катыпаста- 
ры осы деиелердіц массаларыныц қатыпасыпа тси бо- 
лады, ягнп

G і : G: : G2 : =  ///1 : /;ь : т з :
47-параграфта көрсетілгендей, депепін еркіи түсу 

үдсуі g  мем Р салмақ күші сол жердіц ецдігінс байла- 
нысты болады. Сопдай-ак Р жоне g теціз децгейіпіц биік- 
тігіпе баііланысты болады — Жердіц цсіітрінсп алыста- 
гаіі сайьш олар кеми берсді.

§ 19. Үйкеліс күші

Үйксліс күші тікелеіі түйісіп түргап депелер пемесе 
опыц жеке бөліктсрі бір-біріие қатысты орып ауыстыр- 
гапда баііқалады. Түйіскен екі дсіісиіц бір-біріие қатыс- 
ты орыи ауыстыруынаи иайда болатып үйкелісі еыртқы 
үйксліс дсп, ал бслгілі бір тұтас депсиіц (мысалы еуііык 
исмесс гаа) жске бөліктерііііи арасыидагы үйкелісі ішкі 
үйкеліс леи аталады.

Қатіы депепіц сүпық псмесе гаа таріаді ортаі а ка- 
тысты қочғалгаи ксзіндс панда болгап үйкеліс күшіп ішкі 
үйкеліс күшініц категорияларыпа жатқыауга болады, 
өйткені бүл жагдайда денемеп жанасатын ортапыц 
қабаты депс қандай жылдамдықпеп қозғалатын болса, 
сондай жылдамдықпен ілесе қозгалады да дене козга- 
лысына осылардыц арасындағы және сыртқы орта қа- 
баттарының арасындагы үйкеліс әссрін тпгізеді.

Екі қатты денснің бсттеріиіц арасында қандай да 
болсьш аралық, мысалы, олардың араеында майлау ка- 
баты болган кездсгі болатын үйкеліс қ у р і а қ ү й к е 
л і с деп аталады. Қатты дене мен сұйық немесе газ тә- 
різді ортаныц арасындагы, сондай-ақ, осындай ортаныц 
араларыпдагы үйкслісті т ұ т қ ы р  (нсмесе сүйық) деи 
атайды.

Құргак үйкеліскс қолдапылымыпа карай үпкслістср- 
ді с ы р г а и а у үйкслісі жопе д о м а л а у \ йкелісі дон 
атайды.

Үйксліс күші үйкслстін бсткс (псмесе қабатқа) жүр- 
гі іілпмі жапама бойымеи багыттала іы да, олар осы бст- 
тердіп. (нсмесс қабатт.лрдыи) бір-біріпе салысті.ірмалы 
ауысуыпа қярама-карсы осер етеді. Егер, мысалы,
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сұйықтыц екі қабаты әр түрлі жылдамдықпсн біріиіи 
үстімен бірі сыргыса, онда анағұрлым тезіред қозғала- 
тын қабатқа түсірілген күш қозғалысқа қарама-қарсы 
жаққа бағытталады, ал баяу қозғалған қабатқа эсер 
ететін күш қабаттың козғалған жағына қарай багыттал- 
ған болады.

Қүрғак, үнкеліс. Құргақ 
үйкеліс жағдайында үйкеліс 
күші бір бет екінші беттің үс- 
тімен сырғанағанда пайда 
болыи қана қоймайды, сондай- 
ақ осындай сырғанауды туғы- 
зу үстінде дс болады. Соң- 
гы жағдайда бүл т ы н ь т ш- 
т ы қ ү й к е л і с і н і н к ү ш і 
деп аталады. Тікелей тиісіп 
тұрған екі 1 және 2 денені қа- 

растыралық, бүлардыц соңгысы қозгалмайтыпдай етіп 
бекітілгеп болсын (45-сурст). / дене 2 дсысге f„ күшпен 
қысылады, бүл күш дспелердіц тиіскеп беттеріпе жүргі- 
зілғеи нормаль бойымем баіытталады. Бүл нормаль 
қысымыныц күші деп аталады 
да, денепіц салмағы немесе 
баскадай себегітсрден болады.
Сыртқы f күшпен эсер етіп, / gj 
дененіц орнын ауыстырып кө- 
релік. Бүл жағдайда әрбір 
нақты алынған кос дене үшін -р
жэне әрбір нормаль қысым 
күшініи мәні үшін f күшініц 
белгілі бір жорымал f0 мәні бо- б) 
лады, бұл кезде / дснені орны- 
нан қозғауға мүмкіндік туады.
Сырткы күштердің 0 < /< /о  
шектерінде тұрған мәндерінде 
дене тыныштықта қалады.
Ньютоппың екіпші зацы боііынша бүл crop f күиіі өзіпің 
шамасы жағынан тец, баіыгы жағыпап карама-карсы 
күшке, яғни тыныштық үйксліс /\„ күші ден агалатын 
күшке тецелғен жағдайда гана мүмкін болады. (45-су- 
ретті қарацыз) Ол оздігіпсн' f сыртқы күіптіц шамасы- 1

1 Г>\,'і ирүжшиніиц соіаіып күшгіц асерпкчі ссриімді к\ш і ырт- 
КЫ күіпкс д;ы тсцолті  соч.чіписіі» уіаргаиы спмкм.і.
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па тец мәнді кабылдайды (соцгысы /о-ден аспайтындай 
жағдайда). Бул жерде /0 тыныштық үнкеліс күшініц ен 
үлкен мәнін көреететінін байқау қиын емес.

І Іыотоныыц үшімші заңына сәйкес 2 дснеге дс шама- 
сы жағынан fYa күшіне тсц, бірақ оған қарама-қарсы 
бағытта болатып f',ft тыныштық үйкеліс күші (45-сурет-
те пупктнрмеп көрсетілгеп) псер етстінін сскерткені- 
міз жөп.

Егер f сыртқы күші шамасы жагынан /0-тсн артық 
болса, дене сырғанай бастайды, сонымен 'қатар оның 
үдеуі қорытқы екі күшпен: сыртқы f және шамасы қан- 
дай жағдайда болсын сырғанау жылдамдығына тәуелді 
болатын сырғанау үйкелісінің күші fYn -лен анықталады. 
Бұл тәуелділіктің сипаты үйкелетін беттердің табиғаты- 
меп және күйімен анықталады. Үйкеліс күшініц жыл- 
дамдыққа тәуелділігініц жпі кездесетін түрі 46-суретте 
көреетілген (ось бойымен үйкеліс күшіпіц проекциялары 
мен бойымен сырғанау өтетін бағыт жылдамдықтары 
салынған; бұл екі проекцияның да таңбаларының қара- 
ма-қарсы болатыны айқын). График тыныштық жағ- 
дайын да, сырғанау жағдайын да қамтиды. Жоғарыда 
ескерткендегідей, тыпыштық үйкеліс күштерінің нольден 
fо-ге дейінгі шектік мәндері болады; бұл графикте вер­
тикаль кесіндімен бейнеленгсн. Сырғанау үйкеліс күші 
жылдамдықтың артуымен, алғашында кемиді, сонымен 
қатар v нольге ұмтылған кезде оныц шамасы /0-ғе ұм- 
тылады. Жылдамдықтың одам аргы артуьшда ол өсе 
бастайды.

Үйкеліс беттерінің күйі мен табпгаты өзгермеген1 
жағдайда, сырғанау үйкеліс күші іс жүзінде жылдам- 
дыққа тәуелді болмай, /0 тыпыштық үйкеліс күшінің 
макснмаль мәніне тец болады екен (46, б-сурет).

Құрғақ үйкеліс заңы мынаны тұжырымдайды; ты- 
ныштық макспмаль үйкеліс күші, сондай-ақ сырганау 
үйкеліс күші үйкелетін денелердің. жапасу беттерінің 
шамасына тәуелді болмайды жәнс үйкелісетіл бсттерді 
бір-біріие қысатын, қалыпты қысым күші [п -нің шама­
сына шамалы гіропорцііонал болады екен.

/>!■,=*/„. (19.1) 1

1 Беттсрді өзгерту сырга.чау кезіндс бсттсрдіц бедеріи тегістеу, 
қычдыру ся.мдярыпап беттердім тотыгуы т. Г>. геГіеитерге байлііиысты.
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Үйколіс күшіміц жанасу бсттеріпіи шамасыпа тоуол* 
сіздігі мыиа мысалдаи көрнекі байқалады. Егер тік бұ- 
рышты параллелепипед формасыилағы (кірпіштің фор- 
масыпдагы) дспе баеқа Оір депепі салмак, осорімсн қыс- 
са, оида максимал үйкеліс күшініц шамасы (немесе 
белгілі бір жылдамдықиеи алынгаи сыргаиау үйкеліс 
күіпі) осы деиенің басқа бір денепі қай қырымен үйкей- 
тіиіпе баіілапысты болмайды.

(19.1) тецдеудегі олшомсіз пропорциопалдық коэф­
фициент үйкеліе коэффпцііспті доп аталады (тыиыш- 
тыққа пемссе сыргапауга сопкес). Ол үйкелетіп бсттср- 
діц табиғаты мсп күйіпе, дсрбсс жагдайда олардыц 
кедір-бүдырлыгыиа тоуслді болады. Сыргаиау жагда- 
йыпда үйксліс коэффициент! жылдамдық <|>упкцпяеы 
болыгі табылады.

Үйкеліс коэффпцпсптініц шамаеы жөиінде түсіиік 
беру үшін кейбір материалдардың тыныштық үйкеліс 
коэффициенттеріпіц мәпіи келтірелік.

1 т а бл ица

Материал к

/Металл мои моталдиң (м лііллусыі) 0,1 Г) -0,25
Металл мои аглшіыц 0.Г)
Агаш пен агаштыц 0,6)5
Те pi мен металдыц. 0,6

Үйкеліс күші табпгатта өте үлкен роль атқарады. 
Біздің күпделікті тіршілігімізде омыц пайдасын жііі бай- 
қаймыз. Жердіц көк тайгақ ксзіпде, жол мен жаяу адам 
табапыпыц пемесс транспорт дөцгслсктерініц арасыпда- 
іы үйкслістіц едоуір кемптіи кезіпдегі жаяу меп тране- 
порттыц басыпаи өтксретіп қиыншылықтарып еске 
алайықшы. Үйкеліс күші болмаса, мебельді еденге ше- 
гелеп қоюга тура келер еді, ойтгіесе ол теціздегі шап- 
қалғаи кемедей, едеи болар-болмас тегіс болмагаи ке<- 
де, көлбеулік бағытпеи сыргапай жөпелер еді. Осыгап 
ұқсас мысалдарды оқупіының өзі-ақ келтірс алады.

Көп жағдайларда үйкеліс зпянды да, оны мүмкіиді- 
гініііе әлсірету үшіп шаралар қолдапуга тура кследі. Мо- 
селсн, подшпппиктердеғі үйксліс пемссе дөцгелек вт\л- 
касы мси ось арасыпдағы үйксліс жөпіндс осыпы айтуга 
(болады.

68



Үйкеліс. күшіи а.зайтудағы анағүрлым радикальды 
тәсіл — сырғанау үіікелісін домалау үйкелісімен ауыс- 
тыру. Бүл, атап айтқапда, жазық пемеее нілген беттер- 
діц боііымом цплппдрлі псмесе пілгеи шар торізді дене- 
лер арасында панда болады. Домалау үйкелісі формаль- 
ды түрдс сырганау үйкслісініц заңына бағыиады, бірақ 
бүл жагдайда үйкеліс коэффициента едоуір аз болады.

Түтқырлық үйкелісі және ортаның кедергісі. Тұтқыр- 
лық үйкелістіц қүргақ үйкслістен айырмашылыгы тут- 
қырлық үйкелістің күші полі.гс жылдамдықпоп бір 
уақытта айпалатыпына қарай байқалады. Сондықтан 
емртқы күш қашпалықты аз болғапымсн дс ол түтқыр- 
лы ортаиың қабаттарына салыстырмалы жылдамдық 
береді. Ортаныц қабаттары арасыпдагы үйксліс күші ба- 
гыпатын заңдар сүйықтар мсханикасыпа ариалғап 
тарауда Карастырылады.

Бұл параграфта б-із қатты дене мен тұтқыр (сұйық 
немесе газ тәріздее) ортаның арасындағы үйкеліс күшін 
қарастырумен шектелмекпіз. Мынаны ескерте кеткен 
жөн: дененің сұйық немесе газ тәріздес ортадағы қозға- 
лысы кезінде меншікті үйкеліс күшінен басқа, о р т а 
п ы ң к е д е р г і  к ү ш і  деп аталатын күш пайда бола­
ды,. бұл үйкеліс күшіне Кара­
ганда әлдеқайда мәпдірек бо- 
луы мүмкін. Осы күштердің 
туу себептерін толық қарасты- 
рып жатуға мүмкіндіктің жоқ- 
тыгыпан да үйкеліс күші мсн 
ортаныц кедергісі бірдей багы- 
натын, шартты түрде оны уйке- 
ліс күшінің косынды күші деп 
атаймыз, заңып айтып беру- 
мен шектелмекпіз. Қысқаша 
айтқанда бұл заңдылықтар 
төмсндегі жағдайга келтіреді.

Үйкеліс күшінің шамасы дененіц формасы меи өлше- 
міне, дененін бетіпің күйіне, ортага қатысты жылдам- 
дыққа, түткырлык дел дтала^ын ортаныц қасиетіне бай- 
лақысты болады. Дененің үйкеліс күшінің ортага қа- 
тысты жылдамдыгына тнптік тәуслділігініц графпктік 
түрі 47-сурстте көрсстілгсн. Шамалы жылдамдықта 
үйкеліс күші

Іүй =  —  ^ l V , (19.2)
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жылдамдыгымен сызықтық өссді, мұпдагы «—» таңбасы 
үйкеліс күшіпіц жылдамдыкка карама-карсы жакка ба- 
і' ытт а л tan д ы г ы н б і л д і р е д і.

Ал үлкеп жылдамдықта сызықтық заң квадраттыкқа 
ауысады, яғни үйксліс күші жылдамдык квадратыма 
пропорцпопал өссді.

/үи — — k->v~ —— (19.3)
1 V

k\ және к2 коэффпциенттерінің шамасы (бұларды үй- 
келіс коэффициенттері деи атаса да болады) жоғары 
дәрежеде дененіц формасы мен өлшеміне, оның бетініц 
күйіне және тұтқыр ортаныц қасиетіпе байлапысты бо­
лады. Мысалы, глицерин үшін суға қарағанда аса үлкен 
болады. (19.2) теңдеуініц (19.3)-не көшстін ааңындағы 
жылдамдық мәні осы себсптерге байлапысты болады 
С-КСН.

§ 20. Қисық сызықты қозғалыс кезінде эсер 
ететіи күштер

Қисық сызықты қозғалыс кезіндегі үдеуді 9-пара- 
графта айтылгандагыдай, екі құраушы:. нормаль \vn жә- 
не w- тангенциал үдеудің қосындысы түрінде қарасты-

руға болады. Осыған сәйкес 
денеге эсер ететін күшті де 
нормаль \п жэне тангешіиал \- 
құраушыларьша жіктеуге бо­
лады. Танғенцнал құраушысы 
жылдамдықты шамасы жағы- 
пап өзгертіп, оныц багытын 
өзгертпсйді. Осыдап мынадап 
маңызды салдар келіп шыға- 
ды: егср денеге эсер ететін күш 
уақытгың әрбір мезетінде дене 
жылдамдыгына перпендикуляр 
болып келсе, жылдамдық ба- 
гыты бойыпша езгере отырып, 
шамасы бопынша түракты 
болып қалады. Бүдан баска, 

күштіц шама бойыпша түрақты болын қалатын ж агДа­
ниила v'/R нормаль үдеуі (R траекторняның қпсыктық 
радиусы) де шама жағынан өзгеріссіз калады да, дене 
тұракты қпсық траектория бойымеп, яғіш шецбер бопы- 
мсп қозғалатып болады.

48-суре г.
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Шецбер бойымеп бір қалыпты қозгалгап кездс депс- 
піц үдеуі және оған эсер стстін күш ор уакытта шсцбер- 
дің центріне қараіі багытталган («ұмтылгап») болады, 
сондықтан оларды цсптргс тартқыш үдеу жопс цснтргс 
тартқыш күш дсп атайды.

Практпкада цсптрге тартқыш үдсу одетте қозғалып 
келе жатқан дспеге бір уақытта бірнсшс дснслсрдіц эсер 
етуімен түсіндіріледі. Мысал ретіпде ауырлық күші Р 
мсн ксрілген жіптіц f r реакцпясыныц әсерімсн шсцбср 
бойымен бір қалыпты қозгалгаи дснспі карастыралык 
(48-сурст). Мүпда fUT цсптргс тартқыш күш Р жәнс f 
күштерініц қорытқы күші болып табылады.

§ 21. Ііыотон заңдарын іс жүзінде қолдапу

Векторлық түрдс жазылгаи Мыотопныц скіпші шцы- 
і і ы и  тсцдеуі, жалпы алганда күш, денспіц массасы және 
оиыи үдсуі арасыпдагы байламысты тагаііиіідапды. 
Ессптсуді жүзеге асыру үшіи вск- 
торлардан тацдап алынган багытқа 
сәйкес олардыц проскцпяларыпа 
ауысу керек. Бұл кезде проекцпяпыц 
мынадай қасиеттсрі қолданылады.

1) тең вскторлардыц проскцпя- 
лары бірдсй болады;

2) қандай да болсын скіиші бір 
вскторды скалярга көбсйткснпсп 
шыкқан вектордыц проекцпясы осы 
екінші вектордыц скалярга көбсй- 
тіндісіне тсң;

3) Вскторлар қосындысыпыц 
проскцнясы векторлар косылгышта- 
рыныц проскцпяларыпа тең.

Бірнсше мысалдарды карасты­
ралык.

1 м ы с  а л. Массалары пц Жv̂ - 
ие т2 с к і деис жылжымайтып блок- 
тап асырылган созылмайтып, сал- 
мақсыз жіптіц ушыпа іліпгеи (49-сурет). Жіп блоктыц 
жслобкасыпыц бойымсп іс жүзіпдс үпксліссіз сырганап 
алады. Жіптіц ксрілу күші мсн дсмсніц үдсуіп табу 
керек.

Ү
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Денсніц әрқаіісысына екі күштіц: ауырлық күші Р 
және жіптіц реакция күші (қарастыруды Жермен бай- 
ланысты сапақ систсмасында жүргізіп оны инерциальды 
деп есеитейміз) эсер стеді. Дененің екеуі үшін де скінші 
зацныц тецдеуін былай жазуға болады:

P i + f r i =  miwb
Рг +  ̂ 2 = w2w2. ( 21. 1)

Жіптіц салмақсыз болуына жәпс блоктыи бойымеп 
үйксліссіз жылжуына байланысты, оның барлык ұзыи- 
дық бойыиша керілуі бірдсй болады. Сондықтаи рсак- 
цияныц екі күшінің бірдей fr модулы болады. Жіптіц 
керілмейтіндігінен екі денеміц үдеуі шамасы жагынан 
w і = w2 = w -ге тец.

(21.1) теқдеуден біріпшіні хг тіц (49-сурст). ал екін- 
шіні — х2 бағытымен нроекциялай отырып

f r - P l = tnlwA 
P2- f r = m2w J ( 21 .2)

снстемасын аламыз.
VV*t

f r жопе w бслгіскдергс ка­
насты (21.2) тсцдсу система- 
сын шеше отырып, мыианы 
аламыз:

Р ,  —  Р\ т2 —  тл
W

■ ~ Х

/ г  =

Щ + т2 
Р I т2 + Р>Щ

т 1 + т>
2 гп\т2 

т -

S  ■

nil +  т2 т\
Егер т2>іп\ болса, онда и  

оц болады, ягни бірінші дсне- 
ніц үдеуі \vj жогары карай, ал 
екінші дененің үдсуі w2 томен 
Карай багытталган болады. 
т2<т  t бол га и ж а сдай да екі 
үдеудіц багыты карама-карсы 
жакка өзгереді. піх—піі жағ- 
дайда дене үдсусіз козғалатыи 
(пемесе тыныштыкта) болады. 

Үдеуді біле отырып, (8.2) формула бойынша дсненіц 
жылдамдыгын да оцай табуга болады.

2 м ы с а л. Массасьт т дене үзындыгы / созътлмай- 
тып жіптіц үшына ілінгеп (50-сурет) Жіптіц тірееішке 
бекіту пүктесі Жергс катысты гори юнтиси а бұрыш жа-

50-сурет.

72



сайтын тұрақты w үдеумен қозгалады. Жіптің перти- 
кальдаи (ср бұрышка) ауыткуын жәпе дсиеміц жіпке эсер 
ететін / күшін табу керск.

Дене, жіптін тіреуішке бекіту нүктесі сияқты, w үдеу- 
мсп қозғалатын болады. Демек, екінші заңныц теңдеуі 
дене үшін мыпадай түр берсді:

Р + = nrw.
Осы тсңдсуге скстіи вскторды х жоне у координата- 

лык осьтсргс ироекциялап, мынапы аламыз:
Px + frx= mwx,) (21.3)
p y + try =  mwr j

50-сурсттсм
Рх = 0, Р у = —Р = -lllg\
frx=frsin (р = / sin ср; 
fry = f /-Cos <р = / cos (р; 
wx = w cos a; wy-=w sin a

сксні бслгілі (і ідсйтііі f күші мсн \r күші шамасы жагы- 
пап тсц).

Проекция монін (21.3) тсцдеуінс қойсақ:
0 + / sin ср = mw cos a,

— mg + f cos cp — inw sin a.
Осы тецдсулср систсмасын <p жопе f -го. қатысты шсніе 

отырып, мынапы аламыз:
, W  COS 1

b ‘ g  +  да sin ч’

f = m]/rg2 + 2gw sin а  +  ш2 (21.4)
а = ± л / 2  бол ганда (« + » таңбасы w-ның жогары ка­

рай болтан багытына, ал « —» w-ныц томен карай бол­
тан багытына сойксс келеді). (21.4) формуласы озімһге 
тапые (18.4) формулага ауысады.

§ 22. Импульс

Ныотонныц екішиі зацыиыц тецдеуіпе

(22. П

басқаша түр беруге болады: класспкалык мсхаппкадаты 
т массаныц түракты шама скепіп ссксрс отырі.іп, оны
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т у ы н д ы ғ а  а л ы п ,  ( 2 2 . 1 )  т е ң д с у і н  м ы н а  т ү р д о  ж а з у г а  б о -  
л а д ы :

d (  i i i v  )

І З е к т о р л ы қ

Р — т v ( 22 .2)

шамасын матерітялық нүктопің1 и м п у л ь с  и дсп атаіі- 
ды. Импульс лнықтамасип паГідалана отырып, скіпіпі 
заңиыц тсңдсуін

( 2 2 . 3 )

т ү р і п д с  ж а з а м ы з ,  а л  з а ц н ь щ  ө з і п  б ы л а й  т ү ж ы р ы м д л й -  

м ы з :  у а қ ы т  б о й ы н ш а  а . і ы н г а н  м а т с р и я л ы қ  нүктс им -  
п у л ь с ы н ы ң  т уы н д ы сы  нүкт сгс  э с е р  сгетіи и и р . іһ іқ  қ о р ы і -  
қ ы  к ү ш т е р г е  тең.

( 2 2 . 3 )  т е ң д е у і  ( 2 2 . 1 )  т е ц д с у і н с  қ а р а г л п д а  а п а і у р л ы м  

к е ц  ш е к т е  о р ы н д ы .  С а л ы с т ы р м а л ы к  т е о р п я с ы  а н ы к д а -  

г а п д а й ,  д е н с и і ц  м а с с а с ы  ^ к ы л д а м д ы қ т ы ц  ф у н к ц п я с ы  б о -  

л ы п  т а б ы л а д ы :  ж ы л д а м д ы қ т ы ц  а р т у ы м е н  м а с с а  д а  ө с е -  

д і .  Р а с ,  м а с с а н ы ц  ж ы л д а м д ы қ қ а  т о у с л д і л і г і  б ы л а й 2 : 

ж а р ы қ  ж ы л д а м д ы г ы п а п  с д о у і р  а з  ж ы л д а м д ы қ т а р д а  

м а с с а  т ү р а қ т ы  б о л ы п  қ а л а д ы .  А л а й д а  ү л к с н  ж і л л д а м -  

д ы қ т а . р д а  м а с с а  ж ы л д а м  ө с с  б а с т а й д ы  д а .  с о п ы н  п . / п і -  

ж с с і и д е  ( 2 2 . 1 )  т е ц д і г і  қ о л д а н ы л м а й т ы п  б о л а д ы .  С о п ы -  

м е н  к а т а р  ( 2 2 . 3 )  т е ң д е у і ,  о с ы  ж а г д а н д а  д а  о р ы н д ы  б о ­

л ы п  к а л а  б с р е д і .  С о н ы м с п ,  ( 2 2 . 3 )  т е ц д с у і  р е л я т п в и с т і к  

м с х а ш і к а д а  д а  ( 1 2 - п а р а г р а ф т ы  к а р а п . ы  ;) н л м о п і п  с а к -  

т а п  к а л а д ы .

( 2 2 . 3 )  т с ц д с у і н  сіі-г е  к ө б с й г і п ,  м . ы п л  к а т і л п а с к а  к о ­

л е м  і з :

dp = iilt, (22 1)

МПИІІІ
2

Ііүрып «импульс» 'іерм111іі11ін орнииа 
колдангапиыл.

Бүл тлуедділік мі.міа гүрде бсрілсді:

«қочга.іыс мп.птрі» іср

тп

мүидагы m — а жылдамді.ікмен кднгалгап дічкто қатілсты саи.ік спс- 
■ісмасілпдапл денопіц массасы, /а() — тыимштык массасы, япш с =  0 
болгаидагы масса, г — босі і.ік,гагы жармк жылдамдыі ы.
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мүны пнтегралдасақ, t\ мсзеттсн /2 мезсткс дейіп өткен 
уақыт аралыгыидағы импульстыц өсімшесіп береді:

p2- p ,  =  frfp = / W  (22.5)

Атап айтсақ, егср f =  const болса, (22.5) формуласы 
т уақыт аралығында пмпульстыц өсімшесі үшіи мына 
мәнді береді: р2 — рі =  fr.

(22.3) өрнсгінен пмпульстыц уақытқа байлапысты 
өзгерісін біле отырып, денете эсер ететіи күшті апықтау- 
ға болатындыгып сскергеніміз жөн.

§ 23. Ммпульстыц сақталу заңы

Материялық N нүктелердеп түратып системаны ка- 
растыралық (қысқаша оны денелер системасы деп атай- 
мыз). Системаға енетін денслер бір-бірімсн де берілгеп 
системаға жатпайтын денелсрмен де өз ара әсерлесс ала- 
ды. Осыған сәйкес'система дспесіпе эсер стстін күштерді 
ішкі жэне сыртқы күштер деп бөлуге болады. Ішкі күш- 
тер деп берілген дснеге снстемапыц қалғап деиелері эсер 
етуін айтамыз, сыртқы күштер деп системага жатпайтын 
денелердің әсерімен қамтамасыз ететін күштерді 
атаймыз.

Сыртқы күш жоқ болып қалғап жағдайда спстемапы 
т ұ й ы қ деп атаГімыз. ^

Системаныц импульсы Р деп, системами жасайтып 
дене импульстарыныц векторлык қосындысыи аіітамыз:

р = р , + р, +  + Р д г = 2 р с( і

Снстеманыц и н е р ц и я  ц е н т р і деп ксністіктегі 
орны радиус-всктормен берілғеп нүктені айтады ол тө- 
мендсгіше аиыкталады:

m i r i  +  m-2r 2 -\ +  m N  r N  _  ^ т і г і

' с ~~ тх f  т2 +  . . .  +  m N  ~~ т‘ "w ’ 1 ^

мүпдағы ті — мні дспспіц массасы, гг - - осы допсиіц ке- 
цістіктегі орнып апықтамтын радиус-вектор, т — снсте­
маныц массасы.
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Инерция центрініц декарттық коордппаталары коор- 
дпнаталық осьтердегі гс проекцияларына тец болады:

-ГГЦХі . 
т ’

-ГПіУі ' _  I/W/gf
л —т т (23.2)

Инерция центрініц системаның ауырлық центр мен
дол келетшдігін көрсетелік.

Инерция центрінің жылдамдығы уақыт боГіыпша 
гс-ті дифференциалдау арқылы алынады:

iU -т^і

ҒіХ  ’
і (S?~~r

v Ғ,

тг
/

.X
€ > }

чз 123'3/v '32

L L пг тп
m tv r \\[ р ;  д е п ,  а л  2 р г с и с т е м а  н м п у л ь с ы н  б е р е т і н і п  

е с к е р і п ,  б ы л а й  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

p = mvc. (23.3)
Сопымен, системапыц импульсы спстеманыц массасы 

меп оныц инерция центрініц жылдамдығыпыц көбейтін- 
дісіііе тец.

С и с т е м а  ү ш  д е н е д е н  т ұ р а -  
д ы  д е л і к  ( 5 1 - с у р е т )  І ш к і  к ү ш -  
т е р д і ц  ә р қ а й с ы с ы ,  м ы с а л ы ,  f 12, 
я г н и  /  д е н е т е  2 д е н е н і ц  э с е р  
е т е т і н  к ү ш і н е  б і р і н ш і  д е н е н і и  
е к і и ш і  д е н е г е  э с е р  е т е т і н  U\ к ү -  
ш і  с э й к е с  к с л е д і .  С о н ы м е н  
қ а т а р  Н ы о т о н н ы ң  ү ш і н ш і  з а -  
ЦЫ б оЙ Ы Н Ш а  f  12 =  — ^21- Ғ ь  Ғз 
ж ә н е  Ғ 3 с и м в о л д а р ы м е н  с и с т е ­
м а  д е н е л е р і н і ң  1 - ш і ,  2 - ш і  ж ә н с  
3 - ш і с і н е  с ә й к е с  с ы р т қ ы  д е н е -  
л е р д і ц  э с е р  е т е т і н  б а р л ы қ  қ о -  

р ы т қ ы  к ү ш г е р і  б е л г і л е н г е п .
Үш дсненіц эрқайсысы үшіп (22.3) теитеуін жазалық:

1 — f 12-Ьfіз

у^"Р2 =  Ь і  +  Ь з  +  Ғо,

Рз =  Ьі +  ̂ 32 + Ь3.

ч /

Ғі
оі-сурег.

1 Бүл ауырлық күшіңің біртекгі өрісіиде ғана орыиділ ( И-иарлг- 
рафты карацыз).
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Барлық үш тецдеуді қосалық. Сонда ішкі күштердіц қо- 
еындысы нольгс тец болады да, нәтижесіиде

■^f(Pi + Р 2 +  Р3 ) =  - ~̂Р =  Рі +  Р2 +  Ң- (23.4) 

Сыртқы күштер жоқ ксзде

демек, түйық система үшіи р турақты.
Бүл нәтпжеиі денсніц кез кслгси N сапыііап тұратьш 

снстемаға жинақтау оцай. Қосындыиыц қысқартылып 
алынған белгісін паіідалаиа отырып, барлык деле үшіи
(22.3) тецдсуіп төмсидегіше жазуға болады:

d_
dt Р; - 2 * , *  +  ^  (1>— 1. 2, N)

к / і
(23.5)

(23.5) өриеғі бір-бірінем / пндексіпіц мәпімсп айырыла- 
тын тсидсулсрдіц N системасын көрсетсді. Осы тсцдеу- 
лсрдің әрқайсысын қосындылау k индексі арқылы жүр- 
гізіледі, сонымен катар t-ші тендсудегі k ішдексі k = i 
мәиінен басқа 1-ден jV-re дейінгі мәндерді қабылдай 
алады.

Осы теңдеулерді қосыгі \ ік =  —і кі скеніи ескеріп, мы- 
наны аламыз:

—  р =  2 ғ ( (23.6)
d t  і

Демек, система нмпульсынын векторынан уақыт 
бойынша алынған туындысы система денесіне түсірілгеп 
барлық сыртқы күштердің векторлық қосындысына тең.

Тұйық система үшін (23.6) қатыстыц оң бөлігі ноль- 
ге тец, осыныц салдарынап р уақытқа тоуелді болмай- 
ды. Бүл пайымдау төмендегіше тұжырымдалатып 
нмпульстын сақталу заңының мазмүнын береді: мате- 
риялық нүктелердің түйық системаларының импульсы 
гүрақты болып қалады.

Импульстыц сыртқы әсерлергс үшыраган системалар 
үшін де, яғни системаныц денесіне эсер стстін сыртқы 
күигтер қосындысында ноль беретін жағдайында да тұ- 
рақты болыи қалатыпдығьпі ескерелік.

Бгср сырткы күштердіц қосыидысы нольғе тсц бол- 
маган жағдайдыц өзіндс бүл қосыидыігыц нроекциясы 
кейбір бағытта ноль болса, онда бұл бағыттағы импульс
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қураушысы турақты болады. Шыпыпда, (23.6) тсцдсу- 
діц барлық шамаларын еркімізшс алгап х багытыпа 
проекциялай отырып және

d \  d  .
d t V j n p x ~ ~ d t Px

екепін сскере отырып, мынапы аламьп:
d N

2  Ғхһ1
(23.7)

біздіц жогарыда айтқандарымыз осыдап шыгады.
(23.3)-ке сәйксс импульстыц сақталу зацынап мы- 

пау шығады: денелердіц тұйық спстсмасыиыц инерция 
цсптрі кейдс түзу сызықты жопе бір қалыпты қозғалыста 
болады, кейде қозгалмай қалады.

Импульстыц сақталу зацы исгізіпде жатқап коптегеп 
кұбылыстарды атауға болады. ЛЪселеп, сыргапақ едеп- 
піц үстіндегі затты орпынап қозгалту үшін огап қарама- 
қарсы бағытта сырғанап күш жумсауга тура келеді. Ра- 
кетаныц (және реактшзті двпгательдердіц) іс-әрекеті 
мынаған негізделгеп: ракетаныц сопласыпан жапармай 
жанған ксздс панда болатын газ ағыііын шыгарып тас- 
тау нәтпжесіпде ракета шықкан газға шамалас импульс 
алады.

1 (2.11) формуласын карацыздар.



Ill ТЛРЛУ
Ж Ү М Ы С  ЖӘІІЕ  Э Н Е Р Г И Я  

§ 24. Жүмыс

Лйталық, f күші эсер сткеп дснс қапдай да бір траск- 
торияпыц бойымеп қозгала оті.ірып, жол жүріп өтсім 
делік. Бүл жагдайда күш деисге үдеу бере отырып, нс 
оныц жылдамдыгын өзгертсді, пе қозгалысқа қарсы 
эсер ететін екінші күштің (иемссе күштердің) әсерін 
жояды. s жолдагы f-тіц эсері жұмыс деи аталатын ша- 
мамсп сппатталады.

Жұмыс скаляр шама деліпсді, ол орын ауыстыру 
багытыпдагы күш проекцпясы меп күш түскеіг пүк- 
тспің жүрім өткеи s жолыпыц көбсіітііідісіпе тең:

A = f s s. (24.1)

Орын ауыстыру бағытьшдагы (япш жылдамдық ба- 
ғытындагы) f s күш проекцнясы барлық уақытта өзгеріс- 
сіз калган жагдайда (24.1) өрпегі орындалады. Атап 
айткапда, бүл дснснің түзу сызықты қозгалган кезіпде 
жәпе шама жагынап тұраічты / күші қозгалыс бйгыты- 
мен түрақты а бұрыпіып жасагап кездс орыпды. / 9~  
=  / c o s a  болгапдыктап да (24.1) өрпогіие твмендегідей 
түр беруге болады:

A = f s  cos a. (24.2)
Жұмыс — алгебралық шама. Егер күш пен орын 

ауыстыру багыты сүйір бүрыш жасаса (cosa> 0) ,  жұ- 
мыс он танбалы болады. Егер a  бүрышы доғал 
( c o s  a < 0 )  болса, жүмыс теріс тацбалы болады. а=--л/2 
болганда жүмыс нольге тец. Соңғы жагдай механпкада- 
гы жүмыс үгымынын жүмыс жайындагы кэдімгі түсі-
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ніктсн едәуір айырмашылықтың барлығыи анық көрсе- 
телі. Кәдімгі түсініктегі ксз келгсп күш жұмсау, соныи 
ішіііде оүлшық еттіц күш салуы жүмыс істеумеп коса 
жүреді. Мысалы, қозгалмаіі түрып, ауыр жүкті көтсру 
үшін, сонымен қоса осы жүкті горизонталь жолмен апа-

ру үшін жүк таситып адам 
көп күш жүмсайды, япш 
«жүмыс істсГіді». Алапда 
жұмыс мүндан жагдаііллрда 
механикалық шама рстінде 
польгс, тең болады.

Егер орын ауыстыру ба- 
ғытындағы күш нроекциясы- 
ның шамасы қозгалыс ке- 
зіндс тұракты болып қалма- 

s са, жүмысты есептсу үшін s 
жолды элемсптар As учас- 
келерге бөлеміз. Бұлардыц 
кішілігі соншалық, тіпті дс- 

неніц осыпдай учаскелерді жүріп өткен уақыты ішіиде 
/ s -ті өзгеріссіз қаладыдеп есептеуге болады. Сонда әрбір 
элемсптар учаскедсгі күш жұмысы жуыктап алғанда мы- 
паган тең болады:

A/1^/5As,

Г)2-су[Н'т.

ал бүкіл s жолдағы жүмыс элемсптар жүмыстардыи ко- 
сындыеы ретінде ссептелуі мүмкін:

A = ̂ \ A i^ f s^ s i (24.3)
Барлық ASj-ті польгс ұмтылдыргап кезде (24.3) 

жуыктатылгап тецдік іліксіз тсңдікке көшеді:

Л -І і іп  j / V / s 1 (24.1)

52-суретте траекториядагы (s оеін горизонталь ось 
деп атауга болады, ал осы осьтіц 1 жопе 2 нүктесі ара- 
сындағы кесіпдіпіц үзыидығы жолдың толык үзындыгы- 
па тен болады) пүкте орныныц функцпясы регіпче f s 
графпгі салынган. Суреттеп элемснтар. A.\ -ь жүмыетың 
сан мәні жагынап штрнхталган жолактың аудапына тец, 
ал 1 нүктеден 2 нүктеге дсйінгі жолдагы ,4 жүмыс can

1 Берілгпі жагдайда лаііымдауымыздын, барысм бір калыііп.із 
қозгалыс кі ііііде жүріп өтксчі жолга ариалгаи формулаиы қорытип 
иіигарглидпіы сияқпл (4-иараграфті.і қарацыз).
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мәні жлғынан / және 2 вертикаль түзулер мен s осініц 
арасындағы j s қисықпен шектелген фигураныц ауданы- 
ііа тсц експі көріпеді.

Гук заңына бағынатып пружнианы созған кезде істе- 
лінетің жұмысты табалық. Пружинаны, пружинаға эсер 
ететін күшті шамасы жағынан барлық уақытта f= kx  
ссрпімділік-күпііне тец деп есептеуге болатындай, баяу 
созамыз. Мүпдагы х — пружиианың ұзаруы. Күш орын 
ауыстыру багытыпда f.x- = / болатыіідай, эсер етсді. Күш

Г)3-сурсг.

түсірілгсн нүктеиіц жүріп өтксн жолы v-кс тсц (53-су- 
рет) 53-суреттеп пружмнаііыц х ұзаруын тугызу үшін 
істеліиетіи жүмыстың мыпаған тең болатыиын көреміз:

.V' шамасыпа пружинаны қысқан кезде шамасы мен 
тацбасы жагынан оны созғандагыдай жұмыс істелінеді. 
Бүл жағдайда күштіц f х гіроекциясы теріс [пружпнаға 
эсер слетін күш сол жаққа қарай бағытталган болады 
да х оңға қарай өсетін (53-суретті қараңыз)] болады, 
сондай-ақ А-v те теріс болады, осыныц салдарынан fx\ x  
он. болады.

Серпімді күштер, яғіш пружина жағынан оны дефор- 
мацпялаушы денсге эсер еткен күштер созылу кезінде

кх- „де, қысылу ксзіпде де —  -ге тең болатынын ескертелік,
өйткені әрбір уақыт мезетіндегі серпімді күш дсформа- 
цияны туі ызатын күшке шамасы жагынан тец, ал бағы- 
ты жағынан қарама-қарсы болады.
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Жүмыстың бірліктері. Жумыс бірлігі ретінде бірлік 
куштіц оры н ауыстыру бағытындагы бірдік жолла істе- 
гсн жумысы алыиады:

1) Cl I сіістемасыпда жумыс бірлігі джоуль (дж) Ол 
1 ныотон күштіц 1 мстрге тем; жолдагы істстси жумысы- 
на тсц.

2) ОГС спстемасыпда жумыс бірлігі эрг Ол 1 дина 
күіптіц 1 саптпметрге тем; жолдагы істемчмі жумысы- 
ііа тем;.

3) МҚГСС спстсмасыпда—килограммометр (кгк-м).  
ол 1 кгіс күштіц 1 метрге тец жолдагы істеген жұмысы- 
на тең.

Жұмыс бірліктері арасыпда мынадай қатыстар бар:
1 дж =  1 н 1 иі =  105 дни 102 см= 107 эрг,
1 кгк-м — 1 і;гіс• 1 л/ =  9,81 н ■ 1 ,i/ =  9,«Sl дж.
ІЗекторлардың скаляр көбейтіндісі. Жүмысқа ариал- 

гап өрпек күпі векторы мсп орып ауыстыру вскторыпыі; 
скаляр квбейтіпдісі туріпде бсрілуі мүмкіп.

А жоне В екі всктордыц скаляр көбептіндісі деп осы 
вскторлардыц модульдарып олардың арасындагы а  бу- 
рыштыц косппусына көбепткепге тем; скалярды аіітады 
(54-сурет) Скаляр көбсГітіидісіпіі; символы векторлар 
символдарыпың арасыпа еіпқапдап таңба коіімастап АВ 
түріпдс жааылады1

Сөпгі11, скаляр кобечгппді апықтама боГіыпіпа мыпа- 
гап тсц:

AB=/lZJcosa. (24.6)
а сүйір- бурыш болганда, АВ полі.дсн артық, ал a 

догал бурыш болгапла, АВ польдеяі кем болады; өл ара 
перпендикуляр скі г.ектордыи скаляр кобейтіпдісі (а -̂- 
— л/2) польге тсц.

Киадрат’ астындагы вектор деп вектордың о ;іпе-ө:;і- 
піц скаляр кобеіітіпдісі екепдігіп ескерелік:

А2 —АА = /1Л cos ( W l 2 (24.7)
(всктордыц өаіне о іііііц пскторлық көбейтіпдісі польге 
тсц). Демск, вектордыц квадраты оиыц мо ;улыпыц 
квадратыпа тем;.

Аиықтамалаи, скаляр көбейтіпчі қосылгыштартыц 
рстіпе баііланысты болмаііды, сопдыктап ча векторлык 
көбеіітіидіден гөрі скаляр кнбсіітімді коммутатипті екеп.

1 Л - В жопе (А, П) піякты (нмігі.меуіер а: ка/ідапі.падм.
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(2 Кб) өрпеккс мыпа төмспдеғідеіі түр бсруғе болады: 
AD — АВ -cos сс =  /1 (В cos a) —В (A cos a)

54-суреттен В cos a  —A векторыныц бағытындагы D 
векторыныц нроекцнясына— Вд-ға тец екендігі, осыған 
уқсас / l c o s a =  \ ң  — В векторыныц бағытындағы А век­
торыныц проекциясына тец екендіғі көріпіп тұр. Соидық- 
там скаляр көбейтіндісіпе анық- 
таманы басқаша да бсруге бола- 
ды: екі вектордыц скаляр көбеіі- 
тіндісі дсп, төмендегідей көбей- 
тілгсн вскторлардыц біріпіц мо­
дули» екіпші вектордыц бірінші-
піц багытындағы нроекцпясыпа —}------------ -в
көбепткенгс тец скалярды аііта- 
мыз.

А В -Л /,  В = ЛВл
6-l-cy|U‘ г.

(24.8)
Всктпрлар қосындысыныц проскцпясы ҚОСЫЛГЫІІІ вок- 

торлар проекцняларыпыц қосыпдысына тсц. Осыдаи:

/V (В + С +...) — Л (В-}-С + ...) д =А (В \ +  Сд +  ...) =
= АВЛ +АС а +... =  АВ +  АС + ...

екендігі шығады. Сонымеи, векторлардыц скаляр көбей- 
тіндісі дистрибутивы — қандай да бір А векторыныц бір- 
неше векторлардыц қосындысына скаляр көбептіндісі 
жеке-жеке алғандағы әрбір А векторлар қосылі ыіптары- 
ны-ц скаляр көбейтіндісіне тец.

Векторлардыц скаляр көбейтіндісін гіайдаланын, жұ- 
мысқа арналған (24.4) өрнегін мына түрде жазуга бо­
ла ды:

.4 = 1 іm ^ ^ 3 , =  f ids,
Ss(->0 К (24.9)

мүпдағы As дсн элсментар орып ауыстыру векторыи тү- 
сінсміз, оны сртсректе Аг арқылы белгілегенбіз [|Аг| 
элементар орын ауыстыру модулы элсментар жолдьтц 
шегіндегі As-ке тец болады (3-параграфты қарацыз)].

Денеге бір мезгілде бірнеше күш эсер етсіп делік, 
оныц қорытқьг күші мынаган тсц билгып: f=J_f/.. Вск-

к
торлардыц скаляр көбейтіндісінің дистрибутивтігінен
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As жолыида істелген қорытқы АЛ жұмыс мына формула 
бойынша есептелінеді:

A4 = (2f*)As =  =k k k
яғни бірнеше күштің қорытқы жұмысы әрбір күштіц же- 
ке-жеке атқарғаы жұмысыныц алгсбралық қосындысы-

на тең, As элементар орын ауысты- 
РУЫ

As =  vA t
арқылы берілуі мүмкін. Сондықтан 
(24.9} формуласы мына түргс кел- 
тірілсді:

Л =  lim УЛ ̂ Д / г — f fvc//- (2-1.10)
дү -> 0

(24.8) формуламеи сәйкес f5As =  
= /Asy, мүндағы As^— күш багытын- 
дағы элементар орын ауыстырудыц 
проекциясы. Сондыктан жүмысты 
былай жазуға болады:
А = 1іш 2/і(д5Д- = l f d sf  (24.11)

(А1/ ) Г 0 s

Егер күш тұрақты шама, әрі ба- 
ғыты болса (55-сурет), (24.9) фор-

муладағы f векторын интеграл сыртына шығаруға бо­
лады, нәтижссінде жұмысқа арналған өрнек мына түрде 
жазылады:

Л =fjflfs = fs =  /s/ , (24Л2)
мұндағы s — орын ауыстыру векторы, ал S j —• күш ба- 
ғытындағы оның проекциясы.

§ 25. Қуат

Практпкада істелінген жұмыс шамасы ғапа емес, сол 
жұмысты істеуге кеткен уақыттыц да мацызы зор. Сон­
дыктан жұмыс істеуге арналгап механизмдердіц еипат 
тамасы үпііи бірлік уақыттыц іпііпде берілгеп мехаинзм- 
ніц қандай жүмыс істегепін көрсстотіп пі.чмл епгізі- 
леді. Вұл шаманы к, у а т деп атаймыз. Сөйтіп, W куат 
дегеніміз At уақыт аралыгында орындалатын АЛ жүмыс-

V
f

55-сурет.
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тыц сол уақыт аралыгына қатынасына 
яғни

тсц шама ексн, 

(25.1)

Егер бірдей, мейлінше аз At уақыт аралығында 6ір- 
дей емес ДА жұмыс істелінген болса, қуат та уакытқа 
байланысты өзғерғіш болады. Бұл жағдайда қуаттыц 
лездік мәнін қарастырамыз:

W=\im —  =  — . (25.2)
&t-+o &t dt

Лездік қуат (25.2) тұрақты болмағап жағдайда, 
(25.1) өрнегі уақыт аралығы ішіндегі қуаттыц орташа 
мәнін береді.

dt уакыттың ішінде күш түсірілген нүкте ds орын 
ауыстыру жасасын. Сопла di уақыт ішіиде dA элементар 
жұмыс мынаған тец болады:

d A = fds,
ал куатты мына түрге колтіругс болады:

„ • ds Бірақ

d.
dt

ds
Alt

жылдамдық векторы v-ге теи. Де.мек, қуат
күш векторы мен күш түсірілген нүкте қозғалыеыныц 
жылдамдык вскторыныц скаляр көбейтіндісіне тең:

\V=iv. (25.3)
Қуат бірліктері. Қуат бірлігі үшім бірлік уакыт (сск) 

ішінде істелінген бірлік жұмыстың (дж немесе эрг) қуа- 
ты алынады. СІІ системасыпда қуат бірлігі секундтағы 
джоульге тең ватт (вт) болып табылады. СГС снс- 
темасындағы қуат бірлігінің (эрг/сек) арнайы аты 
жоқ. Ватт пен эрг/сек арасындағы қатыс мынадай: 
1 вт = 107 эрг/сек.

МКГСС-системасында қуат бірлігін секундтағы 75 
килограммометрге теи ат күші (ат күи і і )  атқарады. 
1 ат к у ш і  =  736 вт.

§ 26. Күштердің потенциал орісі. Копсервативтік жзне 
консервативтік емес күштер

Егер дспс, ксцістіктіц орбір. нүктесінде күші бар бас­
ка бір деиепің әсеріие тап болатыи, зацды түрдс пүкте- 
ден нүктеге өзгеретін жағдайға түссе, онда ол денені
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күштср өрісінде тур дсп айта аламыз. Айталық, мысалы, 
дсне Жер бетіне жакын жсрдс ауырлық күшіііің өрісінде 
болады, кецістіктіц әрбір нүктссінде оған вертикаль 
бойымен төмен қарай багытталғап p = mg  күші эсер

Екінші мысал ретінде қандайда 
бір О цсптрінс иружинамен «бай- 
ланғап» М дснесін қарастырамыз 
(56-сурет). Пружннаның бір үшы 
козгалмайтып О нүктесінің айнала- 
сында кса келгеи бағытта шарнирде 
айпала алады, ал екінші ұшы М де- 
иесіпе бекітілген. Кеңістіктің әрбір 
пүктесіпдс М дснесіне радиус бойы­
мен (нғмп О центрі мен М дснесі 
арқылы өтстіп түзу бойымен) ба- 
гытталған күш эсер етсді, ол мына- 
ғап тец:

/ ---- /г(г —г0). (26.1)
мүндагы г — деіісіііц О цсптрінеп кашықтыгы, г0 — де- 
формациялаибағаи пружннаның үзындығы, k — пронор- 
циональдық коэффициент. Егер r> r0 (пружина созыл- 
ған) болса, күш центрге карай багытталады да танба- 
сы «—» болады (күш пен радиус вектордыц бағыты 
қарама-қарсы болады), егер г< г0 (пружина қысылған) 
болса, күш центрден бері карай бағытталады да тацба- 
сы « +  » болады. Қарастырылған күштер өрісі цснтрлік 
күштердіц центрлік өрісі деп аталатынның дсрбес жағ- 
дайы. Оныи монісі былай: кецістіктің әрбір нүктесінде 
күштің бағыты қандай да бір центрден өтеді, ал күштің 
шамасы f = f(r) осы центрге дейінгі кашыктыкка тэуелді 
болады.

Ауырлық күш өрісі де центрлік күштер өрісіпіц дер- 
бес жағдайы.

(Келтірілген мысалдарға тэп нәрсе, денегс эсер стетін 
күш ксцістіктегі дененіц орпыпа гапа (долірск айтсақ, 
дспегс баска бір депсніц эсер етуіпе катысты орныиа) 
баіілапысты болып, ал денепіц жылдамдыгыпа байла- 
нысты бо.чмауы екен.

Д е п е и і ц  о р п ы н а  г а п а  б а й л а п ы е т і . і  Г . о . і о і ы 11 к \ ш т е р  

ү ш і п  о л а р д ы н  д е н е г е  к а т ы с г ы  і с т е й г і п  ж у м ы с ы  л а м г а  

т э у е л д і  б о л м а й ,  д е п е п і ц  к о ц і с г і к т о г і  б а с т а п к ы  ж а п е  с о ц -  

ғ ы  о р н ы м е п  г а н а  а н ы к т а л а т ы п  ж а ғ д а й ы  Г м х а а д ы .  Г> үл

V
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жағдайда күштер өрісін п о те н ц и а л ы қ деп, ал күш- 
тердің өзіи к о и с е р п а т и н т і к леи агаіімы і. Жүмы- 
еы чепепіц бір орныпаи екінші ирынга ауысқапдагы жо- 
лыпа тәуелді күштер к о н с е р в а т и в т і к е м е с 
күштер деп аталадьт.

Кеа келгеи түйық жолдагы копсерватпвтік күштердіц 
жүмысы полі.ге тсң болады. Шыпыпда да, потенциал 
оріете түргап депепіц бір ампалып шыгатыи түііық жо- 
лып екі бөлікке болепік: депсиіц / пүктедеп 2 пүктегс 
ауысатып / жолып жопе деііепіц 2 иүктсден / нүктеге 
ауысатын II жолын еонымен бірге / жәие 2 нүктелерін 
қалауымызша таидап алайық (57-сурет) Бүкіл туйық 
жолдагы жүмыс әрбір учаскелердегі істелген жүмыстар- 
дыц қосыпдысыпа тсц болады.

/1 — (/1і2)[ +(/І2і)и (26.2)

57-сурет. 58-сурст.

Дененіц қапдап да бір жолмен, мысалы, II жолмен 
/ пүктсдсн 2 пүктеге ауысқапдағы істсген жүмысыпыц, 
сол жолдыц боііымси 2 ііүктедеп 1 нүктсге кері ауысқаи- 
дағы істеген жұмысыпа, яппі кері тацбамен алыигаи 
сол жүмысқа тең болатындығыи көрсстелік. А\ траскто- 
рпясымыц учаскесіп қарастыралық (58-сурет). Потен­
циал өрісте і күіитіц кеціетіктегі дсмісніц ориыиа бан- 
ланысты болып, ал деие қозгалыеыпыц күйіне (атап 
айтқаида, қозгалыс бағытыиа) байланысты болмайтып- 
дығынан, бір бағыттағьг қозғалые кезіпде Ад жолдагы 
элсмснтар жүмыс Д/1 = fA.s’-кс тец, ал басқа бағыттагы 
қозгалыс кезінде ол)ДЛ' = fAs'-ке тец. As'= — As болган- 
дықтаи да A / l '= — АЛ. Бүл жолдыц коз келген злементар 
үчаскссі үшін дурыс, демек, барлық жолдагы жумыс 
үшік де дүрыс, сондықтан

(Л2і) и = — (Л |2) и (26.3)
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А л ы н ғ а н  н ә т и ж е н і  п а й д а л а н а  о т ы р ы п ,  ( 2 6 . 2 )  т е н д і к -  

т і  б ы л а й  ж а з у г а  б о л а д ы :

А = ( А і2 ) і ~ ( А \ о) ц ( 2 6 . 4 )

Б і р а қ  к ү ш т с р д і ң  п о т е н ц и а л  ө р і с і и д е г і  ж ұ м ы с  ж о л ғ а  

б а й л а н ы с т ы  е м е с ,  я г н п  ( Л 12) =  ( / 4 12) п - Д е м е к ,  ( 2 6 . 4 )  

е р н е г і  н о л ь ғ е  т е ң ,  д ә л е л д с у  к е р е г і  д е  о с ы  с д і .

Е г о р  к е з  к с л г е п  т ұ й ы қ  ж о л д а  қ а п д а й  д а  б і р  к ү ш т с р -  

д і ң  ж ұ м ы с - ы  н о л ь г с  т с ц  б о л с а ,  о н д а  о с ы  к ү ш т е р д і ц ,  д с -  

п с н і ц  б і р  о р ы и и а н  с к і н ш і  о р ь т п ғ а  а у ы с қ а н д а ғ ы  ж ұ м ы с ь т  

ж о л ғ а  б а й л а н ы с т ы  б о л м а й д ы  ( м ұ н ы  ж о ғ а р ы д а  к с л т і -  

р і л г е н  п і к і р л с р  б а р ы с ы н а  к ө ц і л  а у д а р а  о т ы р ы п  д ә л е л -  

д с у г е  б о л а д ы ) .  С о н д ы қ т а н  д а  к ү ш т с р д і ң  п о т е н ц и а л  ө р і -  

с і п  к е з  к е л г е н  т ұ й ы қ  ж о л д а  ж у м ы е ы  н о л ь г е  т е ц  б о л а т ы н  

к ү ш т е р  р е т і н д с  а н ы қ т а у  к е р е к .  К ү ш т е р д і ң  п о т е н ц и а л  

ө р і с і и д е г і  ж ұ м ы с  т ұ й ы қ  ж о л д а  н о л ь г е  т е ц  б о л ғ а н д ы қ т а н  

д а ,  т ұ й ы қ  ж о л д ы ц  б і р  у ч а с к е с і н д е г і  к ү ш т і ц  ж ұ м ы с ы  о ц  

т а ц б а л ы  б о л ы п ,  а л  е к і н ш і  б і р  у ч а с к с с і н д е  т е р і с  т а ң б а л ы  

б о л ы п  к е л е д і .  Ү й к е л і с  к ү ш і н і ц  A t  у а қ ы т  а р а л ы ғ ы п д а ғ ы  

і с т е г е и  ж ү м ы с ы  ( 2 4 . 1 0 )  т с ц д і г і  б о й ы п п і а  м ы п а г а н  т е ц :

АЛ  =  I v A t  -  — f v A i .

59-сурст.

Ө й т к е п і  f  ж о н с  v  в с к т о р л а -  

р ы  б а р л ы қ  у а қ ы т  қ а р а м а -  

қ а р с ы  б а ғ ы т т а  б о л а д ы 1 Дс- 
м е к ,  ү й к е л і с  к ү ш і н і ң  ж ұ м ы -  

с ы  б а р л ы қ  у а қ ы т т а  т е р і с  

т а ц б а л ы  б о л ы п  қ а л а д ы  д а ,  

а л  т ұ й ы к ,  ж о л д а  н о л ь д е н  

ө з г е ш е  б о л а д ы .  С ө й т і п ,  ү й -  

к е л і с  к ү ш т е р і  к о н с е р в а т и в -  

т і к  е м е с  к ү ш т е р г с  ж а т а д ы .

А у ы р л ы қ  к ү ш  ө р і с і н і ц п о -

т і ч і ц п а л  ө р і с  о о л ы п  т а б ы л а -  

т ы н д ы г ы и  д ә л с л д е л і к .  Т р а е к т о р и я п ы ц  к е з  к е л г е н  н ү к т е -  

с і н е  э с е р  е т е т і н  p  =  m g  к ү ш т і ц  ш а м а с ы  д а ,  б а г ы т ы  д а  

( в е р т и к а л ь  б о й ы м е н  т о м е н  к а р а й )  б і р д о й  б о л а д ы  ( 5 9 - c v -

1 Мүпда қозгялатмн лоне мои ю нг.им ап іым (еаплк сисгсмаеыпд 
қатысім) денолср лрасыіідаш үімеліс жагдаіім соч Доли» опир. 
Кснбір жагдайлардл үйһеліс күшіііің жүмысы оц кщбпліл (ю.іүы 
мүмкін. Бүл, үіікедіс күшіміц, мі.юалы, бгріліччі детчіід  оол блгыті.ч- 
гы, бірақ үлксп жылдпмдыічгаі ы, басқл дпнч\кчі нд лра ооорчгүу жлг- 
даГи>іііда болады.
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As жолдағы

рст). Сондықтап (24.12) боНынша жүмыс мыпагап тец: 
A=-p(hl - h 2) = m g ( h l - h 2) (26.5)

Бұл өрпсктен дененіц жолга байланысты болмайтын- 
дығы анық. Осыдан ауырлық күш өрісініц потенциалық 
скендіғі көріпеді.

Центрлік күштер өрісі де потенциалық. 
злементар жұмыс (60-сурет) мынаған тсц:

AA=f(r)Asf .
Бірак, бсрілғон 

орында күш багытын- 
дағы, яғни г радиус- 
вектор бағытыидағы z\s 
проекциясы дененіц О 
нүктесінен қашықты- 
ғының \ г өсімшссіне 
тец: Asy==̂ Ar. Соидық- 
тан

АА = f(r)Ar.
Бар лык. жолдағы

жүмыс

A  =  2] АД. = Ііпі

GO-сурот.

А / ( Г і)Агг-= U(r)dr.

Соцгы өрпектіц тек f (г) түріндегі функцияға және 
г і және г2 мәндерінс байланысты болатындығы сөзсіз. 
Траекторпяның түріне ол ешқандай да байланысты бол- 
майды. Сондықтан центрлік күштер өрісі де потен­
циал ық болады.

§ 27 Энергии. Энергнямыц сақталу зацы

Тәжірпбс көрсеткепдей, бір денсніц ылғи басқа де­
нете жүмыс істете алатыи жағдайы болады. Дсненін 
псмесе системаның жұмыс істей алатын қабілетін сппат- 
тайгын фнзикалық шама э н е р г и я  деп аталады. Де­
пеши энергиясы екі түрлі себептерден: біріншіден, қан- 
дай да бір жылдамдығы бар дененің қозғалысыиан, екін- 
шіден деиеніи күштердіц потенциал өрісіндс болуынан 
болуы мүмкін. Бірінші түрдегі энергия к и н е т и к а  
л ы қ  э н е р г и я  деп аталады.
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Ал скінші түрдсгі энергия пы потенция лык, энергия 
деп атайды. Қысқаша, кпнетпкалық энергия ----- козгалыс 
энергпясы, ал потенцпялык, энергия —- денспіц турған 
орныиың эпергиясы деп айтуга болады.

Кннетикалык, энергия. Айталық масеаеы т, v жыл- 
дамдықпен қозгалатын / дене (матернялық нүктені ай- 
тып отырмыз) өзімен жанасып тұрган 2 денсгс f күшпсн

эсер етсін дслік (61-сурст). dt уа- 
қыттың ішінде күш түсірілген нүкте 
'ds =  v d i  орыц ауыстыру жасайды 
да, осыпыц салдарынан / денс 2 де- 
пеге қатысты мынадан жұмыс іс- 
тсйді:

V
- Ьт

2

О  
Jд

чV
01-сурет. dA = ids — i\dt. (27.1)

Бұл жаіуційда, сөз жок, / депе өзіпің қозгалысы нсгі- 
зінде алынган энергия қорыныц ссебінси, ягпп Т кипети- 
калық энергияныц ессбінен (сгер / депе козгал.маса, ds 
орып ауыетыру польге тсң болар еді, демек, dA жұмысы 
да нольгс тең болар сді) басқа дспеге қатысты жүмыс 
істейді. Сондықтан / депепіц іетегеп жұ.мысын оныц кп- 
петикалық эпергиясыпың кемуімеп1 тецсстіругс болады:

dA ~ — (IT
Соцгы, (27.1) тецдеуді еске үстай отырыи, мыпаны та- 

бамыз:
dT — —ivdi. (27.2)

Ныотонныц үшінші заңы бойынша 2 дене 1 депеге 
Г =  — f күшімен эсер етеді, осының салдарынан 1 дене- 
ніц жылдамдығы dt уақыттыц ішіиде

dv = J - t ' d l = - —-idtтп тп
1 Қапдай да бір а  шамасыііың өзгерісін но оііың өсімшееімен, нс 

кемуімои сипаттауга болады. « шамасыныц өсімшссі (оны Да деп  
белгілейтіп боламыз) доп оси шамапыц соцгы (</:) жопе бастачкы 
(«,) мәіідсріпіц аішрмасип аімады:

<-)сімше =  Л(( — а 2 ~ іЦ-
а  шамасыимң кемуі доп оиың бастанкы (<и) ж.ше соцгы (о?) мо- 

нінін айырымып айтады:
КеМу =  Я[ —(72= -  A<7.

Шаманыц'Ксмуі оныц кері гацбамоп а.чыпгпн o.'hiuuiiiie тоц.
Өгімши мои кому — аліебрплык. шама. Пюр <»_•>• «і ноімшо оц тац 

балы болел, ал ікемуі тсріс тацбнлы ёодлди. </, <<н бо.іггш жагдайда 
ңеімше a epic •іацбллы, ал кемуі он, тацбалы болацы.
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о с і м ш е е і п  а л а . ч ы .  С и ц г ы  т е ц д і к т і и  е к і  ж а г ы н  ///v  іч с к а -  

, ‘' і и р  т ү р д е  к о б е й т і п , м ы и а н ы  т а б а м ы а :

t n v d v  - i v d l .

( 2 7 . 3 ) - т і  ( 2 7 .2 ) - м е н  с а д ы с т ы р а  о т ы р ы п ,  d T - г с  а р н а л -  
ғ а н  о р м с к т і  а л а м ы а :

d\)

dT-^ tnvdv. (27 I)
( • ’ I 2) ф о р \ ң  л а г а  с о П к о с  

v</v  с к а л я р л ы к  к н б о й т і п д і і і і  

v  I d v  I c o s  u ^  l ' (dv)r .pv  т ү -

р і н д с  к ө р с о т у г о  б о л а д ы ,  м ү н -  _______
д а і ы  ( d v ) u p v  -  d v  в с к т о р ы -  

п ы ң  б а ғ ы т ы н д а ғ ы  v  и с к т о -  

р ы п ы ц  л р о е к ц п я с ы .

0 2 - с у р с г г о н  ( d v ) д і і ң  

ж ы л д а  м д ы қ  м о д у л ы н ы ң

ө с і м ш е с і н е ,  я ғ н и  d v - r c  т е ң  б о л а т ы н д ы і  ы н  о ң а й  к ө р с с т у г е  

б о л а д ы .  С о н д ы қ т а н  ( 2 7 . 4 )  ө р п е г і н  б ы л а й  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

v

Г)2-суро г.
№ ).n/JV

d T  — t n v d v  =  d ( 2 7 . 5 )

О с ы д а и  m  м а с с а с ы  б а р ,  v  ж ы л д а м д ы қ п с н  қ о з г а л а -  

т ы н  м а т е р п я л ы к ,  п ү к т е п і ц  к п и о т м к а л ы к  а і г с р г п я с ы і і и ц

Т ( 2 7 . 0 )

б о л а т ы н д ы ғ ы  ш ы г а д ы 1 2

( 2 7 . 6 )  ө р п е к т і ц  а л ы м ы  м с н  б ө л і . м і н  т - г о  к ө б е й т і п  

ж ә н е  rnv  к ө б е й т і н д і с і і і і ц  д е н е н і ц  р  н м п у л ь с ы і і а  т с ц  б о л а -  

т ы н ы п  с с к с  ұ с г а п ,  к и п с т и к а л ы қ  э н с р г и я и ы ц  ө р и е г і п  м ы -  

н а  т ү р д е  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

7 ’=
Р 2 

Ъп •
( 2 7 . 7 )

Д е н с г е  к а т ы с т ы  і с т е л е т і п  А '  ж ұ м ы с т р і ц  о н ы ц  к н н е т и -  

калық э і і с р п і я с ы п ы ц  Д 7 = 7 2 — 'Л ө с і м ш е с і н е  т с ң  б о л а т ы н

1 Бул өрчекті v - d v - c o s  а түріидс жазуга болманды, өііткспі, жал­
им аіітклсда, \ d x \ - / = d v .

m v 2
2 (27.5) тецдеуді интегралдау Т  —  —  — + const орпегіііе келті-

реді. Ллайда физикалиқ гіаііымдаулардаи v  —  П болгамда Т  кппстн- 
калмқ эиергияныц д а  полые тең болатындипл туеімікті, оеыдан кон- 
стантты полые кнеу керек екендігі ніыіады.
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f t x c  м я ц ы з д ы  ж а г д а й ы п  е с к с р т с  к е г е л і к .  О г ь т п ы  д о л е л д о у  

ү ш і н  з л е м е н т а р  ж у м ы с қ а  а р п а л г а і і  ө р п е к т і  ж а з а л ы қ :

d A ' — V v d i

( f ' — д о  I і с г е  қ а т ы с т ы  ж  у . м ы с  і с т е у г е  ж ұ м с а л г а п  к у ш ,  v - — 

д с и с и і ц  ж ы л д а м д ы г ы ) .  І д і д і  V d t  к ө б е п т і н д і с і п  [ ( 2 2 . 4 )  

ө р н е г і н  қ а р а ц ы з ] .  d p  =  m d \  а р к ы л ы  а у ы с т ы р ы п ,  н о т п ж е -  

с і н д о  м ы н а н ы  а л а м ы з :

d A '  =  V v d t  — m \ d \  — m v d i )  — d  (~~j~^ =-dT

Б ұ л  ө р п с к т і  і п і т е г р а л д а п ,  т ө м е н д е г і  ф о р м у л а п ы  а л у -  

г а  б о л а д ы :

А'=Т2- Т х. ( 2 7 . 8 )

( 2 7 . 8 )  ө р г і с к т е н ,  э н е р г я н ы ц  д а  ж у м ы с  с и я қ т ы  ө л -  

ш с м д і л і г і н і ц  б о л а т ы и ы н  к ө р е м і з .  Б ұ л  ж ұ м ы с т ы  ө л ш е у  

ү ш і н  қ а п д а й  б і р л і к т с р  п а й д а л а п ы л с а ,  с о н д а і і  б і р л і к т е р -  

м е н  э н с р г и я н ы  д а  ө л ш е у г е  м ү м к і н д і к  б е р с д і .

П о т е н ц и п л ы қ  энергия. К ү ш т е р д і ң  п о т е н ц и а л  ө р і с і н д е  

т ұ р ғ а н  ' д с н е н і  ( м а т е р и я л ы қ  н у к т е н і  а й т ы г і  о т ы р м ы з )  қ а -  

р а с т ы р а л ы қ .  Ө р і с т і ц  ә р б і р  н ү к т е с і н д с г і  (г р а д и у с - в е к -  

т о р м с н  с и п а т т а л а т ы н )  қ а н д а й  д а  б і р  U ( г )  ф у н к ц п я с ы -  

н ы ң  б е л г і л і  б і р  м о н і и  с а л г а с т ы р ы п ,  м ү н ы  т ө м е н д с г і ш е  

ж ү з е г е  а с ы р а й ы қ .  Қ а н д а й  д а  б і р  б а с т а п к ы  О  н ү к т е  ү ш г ч  

ф у н к ц и я і і ы ң  к е з  к е л г е н  U Q- г е  т с ц  м ә н і н  қ а б ы л д а й ы қ .  

Қ а н д а й  д а  б і р  /  п ү к т е д е г і  U і ф у і і к ц н я с ы п ы ң  м о и і н  а л у  

ү ш і н ,  Б ф - г с  д е н с н і ц  /  н ү к т е д с н  О  п у к т с с і п е  о р ы н  а у ы с -  

т ы р ғ а и  к е з д с г і  ө р і с  к ү ш і н і ц  і с т е г с п  Л,„  ж ү м ы с ы н  қ о -  

с а м ы з :

Б і  =  Б ф -р Л ю  (27 .9)

( о с ы л а й  а н ы қ т а л г а п  U  ф у п к ц м я с ы п ы ц  ө л ш с м д і л і г і  ж у -  

м ы с т ы ц  н е м с с е  э н е р г п я н ы ц  ө л ш е м д і л і г і п д с й  б о л а д ы )  

К ү ш т е р д і ц  п о т е н ц и а л  ө р і с і н д е г і  ж ұ м ы с ы  ж о л г а  т о у е л д і  

б о л м а г а н д ы қ т а н  д а  ( 2 6 - п а р а г р а ф т ы  қ а р а ц ы з )  о с ы п д а й  

т ә с і л м с н  т а б ы л г а н  U \ б і р  м ә н д і  б о л а д ы .

О с ы  с и я қ т ы  ө р і с т і ц  б а с қ а  п ү к т е л е р і  ү ш і н  U ( г )  м о и і  

а н ы қ т а л а д ы .  А т а п  а й т қ а н д а ,  2 п ү к т е д с г і  U (г)  м о и і  м ы -  

н а г а н  т е ц  б о л а д ы :

U  2 — U  Л ‘2\). ( 2 1 . 1 0 )

U2 а й ы р ы м ы п  с с е п т е й і к .  О л  ү ш і п  ( 2 7 . 9 )  ө р н е г і -  

и е п  ( 2 7 . 1 0 )  о р п с т і п  а л ы п  т а с т а п ,  /12о — -■  W  ( 2 ( > - п а р а -
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графты қарапыо) окопіи пайдалапамыз. IІотпжсеіндс 
мынаны аламыз:

U [ —  U2 — (  і Ч) +  A  I d )  —  (  Uu + Л'2II j  — Л і и  - -  Л  о 0  =  Л ю  "Һ ' 1 0 2 -

Бірақ v 11о~Ь/102 қосындысы О нүктссі арқылы өтетіи 
траектория бойыпіпа доііені / пүктодеп 2 пүктеге орын 
ауыстыргап кездегі оріс күштеріпіц істегеп жүмысьш бе- 
реді. Дламда дічіеиі / пүктетен 2 нүктсге баска ксз ксл- 
ген траекториямсн орып ауыстырган кеядегі жүмыс та 
дол осыпдап болады. (ДАүпда еиді траектория О иүктесі 
арқылы өтиспді.) Сондықтан /1ю + /12о қосындыны жой 
/412 түрінде жалуга бо.іады, қорытындысыида біз мыпа 
қатысқа кслсміл:

U l - U 2 =  A |2. (27.11)
Сөйтіп, U ( r )  функциясы арқылы қалауымызша алын- 
ған 1 нүктедеп басталып 2 нүктеде аяқталатын кез кел- 
ген жолда өріс күштерінің дснеге қатысты істсйтін жұ- 
мысын анықтауымызға болады. Бұл жұмыс / —2 жол- 
дағы U (г) функциясының кемуіне тсц болады. Соңгы 
жағдай U (г) физпкалық шаманы п о т е н ц п я л ы қ  
энергия деп аталатын механикалық энергияның бір түрі 
ретінде баяндауға негіз болады.

U о мәнін қалауымызша алатындықтан да, [(27.9) 
фор.муланы қараңыз] потенциялық энергия қандай да 
бір белгісіз аддитивтік түрактыға дейінгі дәлдікпен 
аиықталады екен. Алайда мұның ешқандай әсері жок, 
өйтксні барлық физнкалық қатысқа дененің екі түрлі 
жагдайындагы U мәнініц тек айырмасы гана енеді. Іс 
жүзінде дененің белгілі бір жагдайында б/-ды нольге 
тец дсп, ал баска жагдайындагы энергиями осы энсрпія- 
га катынасы арқылы алуга ксліселік.

U(г) функцнясының нақты түрі күш өрісініц сипаты- 
на тэуелді. Айталык, мысалы, жер бетіне жақын ауыр- 
лық күш өрісіндс массасы т дсненің потенцнялық энер- 
гнясы мына түрде болады:

U =  mgh, (27.12)
мүндағы h — U — 0 деп есептегендегі деңгейден алынған 
биіктік. Мүны тікелей, денені һ\ децгейден /і2 дсңгсйгс 
ауыстырғамдагы ауырлық күшінің жұмысын анықтайтын
(26.5) формуладан шығарып алуга болады.

Санақ бастамасы U-ды қалауымызша алатындықтап 
да потепцпялық энсргпяныц моні тсріс таңбалы болады.
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L;i'cp, мигали, Жор бстіндсгі депсніц потепипялик эпср- 
піясын ноль доп қабылдасақ, онда тсрецдігі һ' шүңқыр- 
дыц түоінде жатқан депснің потенциялиқ энергиясы 
U— nigh' шамасына тсц болады (63-сурст). Кннетика- 
лық энергпяныц теріс танбалы бола алмайтынын анық- 
талык.

Жогарыда қараетыргап мысалда б і ; V ^ m g h  потен- 
цпялык. энергиями ауырлық күш орісіндо түрган до него 
қатыеты алгап болатыпбиь Ддайда, пактылы нйтцапда.

потенцііялық энергиями бір-бірімоп өз ара әсерлосетіп 
денелер, спстомасына қатілсты алуга болады. Сопымсн, 
жан-жақты қарастыргаи жагдайда U = mgh Жор — депо 
снстемагыиыц энергиясы. Демолср снсто.масыныц потеп- 
циялық энергиясы олардыц бір-біріпс қатысты орпала- 
суыпа байланыеты.

Өз ара осорлосстін допелер системней гама омсс же- 
келеп алынгаи доформациялаигаи (мысалы, сыгыліап 
пемссе созылгап пружина) серпімді донспіц до потеп- 
циялық энергиясы болады. Бүл жагдайда потспцпялық 
энергия дсіісіііц жекс бөліктеріпіц өз ара орналасуына 
(мысалы, пружпнаныц көршілес орамдарыпыц ара қа- 
шықтыгына) байланыеты болады.

(24.5) -кс сойкес .пружпнаны х шамасына со іү үшін 
дс, сыққапдагыдай Л = '/2kx‘2 жұмыс жүмсау қажет. Бүл 
жұмыс пружипаныц потепцпялық энсргиясын арттыруга 
кетеді. Демек, пружпнаныц потонциялық энсргпясы 
(У-дыц х үзаруга тоуслділігі мыпа түргс кслоді:

Бүл тоуелділік бі-сурстте график түріпде корсотілген.

и

63-сурет 04-сурст.
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Денелер системасының толық мехамикалық энергия-
сы. Жалпы жагдайда депенің бір мезгілде кппетпкалык, 
энергиясы да лотенцпнлық энергиясы да болуы мумкін. 
Осы энергиялардыц қосындысы толық механикалык 
энсргияны жасаііды. Мысалы, Жср бетіпсн һ бпіктіктс 
тұрған М депс Жерге қатысты v жылдамдыкпен қозгал- 
са, төмендёгідей толық энергпяга пс болады:

Е  —  - j -  і  / u g h .  ( 2 7 . 1 4 )

Долірск аіітқаида, бул <->рпек Жср --депо спстемасы- 
НЫЦ толық энсргпясып берсді; t n g h  осы спстемапыц ө;і
ара ііотеііциялық энергиясы, ----А/ депеіііц кинетика*
лык эпергпясы, ал Жердің кппетпкалык. эпергнясы ка- 
расты[)ын отыргап сапак спстсмаеыпда полые той, му- 
ныц өзі (27.14) эпергпяеып АІ депепің эпергнясы спяқты 
айтуымызга нсгіз болады.

Потенциялық энергия мен кппетпкалык, энергия б ip - 
6 1 pi не айпала алады. Бастапқыда тыпыштыкта турган 
денсніц һ бпіктіктен еркін түеуін карастыраііық. Қула- 
ғанга депіи депенін кипегпкалық эпергнясы иольге тец 
(дсне тыныштықта тур), ал потепцпнлык энергия — 
mgh-na тец болады. Депо жерге тускеп кезде

v = V % J f i  ( 2 7 . 1 5 )

жылдамдыққа пс болады, демек, опыц кппетпкалык. 
энергиясы

~  mv~ т ( \ '  2gh)2 ,
Т =-- —  = ----- = ,п* һ’

бірақ оныц есесіне /і = 0 бпіктіктсгі потеицпялық энер­
гиясы нольге тец болады. Сонымсн, потепцпялық энер­
гия эквнвалентті мөлшсрде кинстикалық энергияга айна- 
ла ты.

Жер бетінсн г> жылдамдықпеп вертикаль жогары ка­
рай лақтырылгап дспе бастапкыда t n v 2[2 кппетпкалык. 
энергия га жопе полые тец потепцпнлык эпергияга не бо­
лады. Дене жылдамдыгын біртіндсп жогалта отырып, 
(27.15) қатыстагы бастапқы жылдамдықпён байланысты 
һ биіктікке көтсріле алады. һ бпіктікте дененіц жылдам- 
дыгы, демек, кппетпкалык эпергнясы молпге тец болады, 
ал оныц ссссіно потепцпялық энергиясы кинеіпкалык 
энергияныц бастапкы ко]>ыпа тец болады.



Екі жағдайда да (Жер бетіне жакын дснснің құлаи 
түсуі мен көтерілуі) денснің толық энергиясы өзгсріссіз 
қалады (деие қозғалысына болған ауаның кедергісін 
есепке алмаймыз)

Кез келген һ[ (0</г '</і) биіктік аралығында
mv'2

2 f- mgh'

(v' — һ' биіктіктегі жылдамдық) қосындысыпыц nigh 
нсмесе ;̂ у--гс тең болатынына көз жеткізу оцай1

Бұл нәтиже дененің потенциялық эпергнясыпыц бо­
лу ы м с н  қамтамасыз ететін күштіи әсерінде (mg күші 
Жер — дене системасыиа эсер ететін ішкі күш) ғана тұр- 
уынан алынды. Ал сыртқы куштер болғанда жагдай 
басқаша.Осы күштердіц системаны жасайтын дснслерге 
қатысты істейтін жүмысының есебінсн системапьш то- 
лык энергиясы өзгереді. Айталық, мысалы, бастапқы 
кезде Жер бетінде тыныштықта тұрған М дене mg ауыр- 
лық күшінен артық және вертикаль бойымен жоғары 
карай бағытталған f күштің әсерінде болсын делік (бүл 
күшті Жер — М дене систеМасына енбейтіп деиелердеи 
іздеп табуға болады). Сонда дене қандай да бір үдсу- 
мен көтеріле бастайды да осының салдарынан оның по- 
тенцпялық және кннетикалык энергнясы өсе бастайды, 
сонымен і^атар толык энергияның артуы ішкі / күшініц 
М денеге катысты істейтін жұмысына тек болады.

Араларында консерватпв куштср эсер стетін N дснс- 
лерден түратып системаиын толык энергиясы система- 
ның тұтастай алынған потенциялык энергиясы мен өз 
кезегінде систсманы құратын жеке деиелердіц кинстнка- 
лык энергпяларының косындысына тең:

п
E = U + T = U +  / , - g .  (27.16)

?—1
Энергииньщ сақталу зацы. Араларында тек копссрна- 

тпв күштср ғана эсер стетіп N дспелердсн түратым спс- 
тсманы қарастыралык (65-сурет). Қа.пауымызша аліан 
траекториямен 1 денс 1' қалыпка орын ауыстырды де.іік. 
Бұл жагдайда спстеманың барлык калган депелерініц 
1 депсге эсер стстіи күштсрі / депсніц орын ауыстырган-

1 Мүны жаттмгу ретіпде жасау усыиыладм.
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даты жолына тәуслсіз жұмыс істепді; ал бұл жұмыс, де- 
неніц барлық қалған денелерге қатысты, бастапқы жэне 
соңғы орнымен ғана анықталады. Осы сияқты барлық 
N  денелерді жаңа орынға 1
аүыстырған кезде осы дене­
лерге қатысты систем а да 
эсер ететін консерватив күш- 
тер жұмыс істейді, оның ша- 
масы денслердің бір-біріне 
қатысты тек бастагіқы және 
соңғы орындарына ғапа тә- \  
уелді болады. Демек, денс- 
лердің әрқайсысының өз ара 
ориаласуына (әрбір конфи- 
гурациясына) потенциялық 
энергия U -д ъ щ  белгілі бір 
мэнін және бір конфигурациядан екіншісіие өткендегі 
консерватив күштердің жұмысын, оны осы коифигура- 
цияларға сәйкес U  мәнініц айырмасы ретінде есептеп, 
жазуға болады:

A n = U { - U 2. (27.17)

65-сурет.

Спстемадағы денеге, ішкі консерватив күштердеи 
басқа сыртқы күштер де эсер етсін делік. Системаның
і-ші денесіне түсірілген барлық күштердің істейтін жұ- 
мысын ішкі күштердің істеген (Л12) , жұмысы мен беріл- 
ген денеге эсер ететін сыртқы күштердің істеген Лг жұ- 
мысының қосындысы ретінде көрсетуге болады. Біз 
білетіндей, толық жұмыс дененің кинетикйлық энергия- 
сының өсімшесіне беріледі [(27.8)-ді қараңыз]. Демек,

И і2) і +Л,  =  (Г2) ( — ( Г , ) (27.18)
(27.18) өрнекті системаның барлық денелері бойын- 

ша қосып, мынаны аламыз:

П и л , + = 2 ( п > ,  -  <27-19)
(27.19) өрнектегі қосындының біріншісі системапың 

бастапқы (бірінші) конфигурациядан соңғысына (екін- 
шісіне) өткен кезде консерватив күштердің денеге қа- 
тысты істеген жұмысын береді. (27.17) бойынша бұл жұ- 
мыс процсстіц басыидағы және соңындагы системаның 
потсміцпялық энсргиясының мәндсріпің айырмасы ретіп- 
де берілуі мүмкін:
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2 {A\2)i = U {- U 2.
(27.19) өрнектің сол бөлігіндсгі екінші қосынды сис- 

теманың денелерге қатысты сыртқы күштердің істеген 
толық жұмысын береді. Оны А' деп белгілейміз.

(27.19) -дың оң бөлігінің Т2— Ті шамасына, яғни бас- 
тапқы және соңғы күйлердеүі системанын, толық кинети- 
калық энергиясы мәндерінің айырмасына тең болатыны 
айқын.

Сөйтіп, (27.19) формуланы төмендегідей жазуға бо­
ла ды:

U \ — U 2 +  А' =Т  2— Т і.
Сәйкес мүшелерін топтай отырьш, мынаны аламыз: 

(72-Ь 7̂г) — (Ti +  Ui) = Л/
Ақырында, системаның толық энергиясының Е = 

— T+U  белгісін еыгізе отырып, біз мына қатысты 
аламыз:

АЕ = Е2- Е 1=А'  (27.20)
Сонымен, араларында конссрватпв күштер эсер сте- 

тін денелер системасының толық эиергиясыныц өсімше- 
сі система дснслеріне түсірілген сыртқы күштердің жү- 
мысына тең болады.

Егер система түйық, яғни сырткы күштер болмаса, 
онда (27.20)-ға сәйкес АЕ — 0 болады, осыдан

A = const. (27.21)
(27.20) және (27.21) формулаларында механиканыи 

негізгі зандарының бірі — э н е р г и я н ы ң с а қ т а л у 
з а ң ы н ы ң мәні көрсетілген. Механикада бұл заң бы- 
лай тұжырымдалады: араларында тек консерватив күиі- 
тер эсер ететін денелердің туйық системасының толық 
механикалық энергиясы тұрақты болып қалады.

Егер түііық систсмада, консерватив күштердсн басқа, 
консерватив емес күштер де, мысалы, үйкеліс күштері 
эсер ететіп болса, онда еистемапың толық механикалық 
энергиясы сақталмайды. Консерватив емүс к\штерді 
сыртқы күштер ретінде қарастыра отырып, былап жазу- 
ға болады:

Е 2 Е1 = Ак.б,
мүндагы /1 к. г> — конссрватпв емсс күштердің жүмысы. 
Үйксліс күштсрі, әдеттеғідсй, теріс тацбалы жүмыс

98



орындайды (88-беттегі сілтемені қараңыз). Сондықтан 
егер тұйык системада үйкеліс күші болса, уақыттың 
өтуімен оның толық механикалық энергиясы азаяды. Ал 
үйкеліс күштерінің әсері механикалық энергияны, энер- 
гияның басқа түріне, механикалық емес түріне айнал- 
дырады. Бұл жағдайда кез келген сыртқы әсерлерден 
изоляцияланған системада энергияның (механикалық 
смес энсргпяны қосқанда) барлық түрлерініц қосынды- 
сы тұрақты болыи қалады — сақталудың анағұрлым 
жалпы заңы орындалады.

§ 28. Потенцнялық энергия мен күш арасыидагы
баиланыс

Потенциалық өрістің әрбір нүктесінде, бір жағынан, 
денеге эсер стетін f күші векторының қандай да бір мәні, 
екінші жағынан, дененің U потенциялық энергиясының 
қандай да бір мәні сәй- 
кес келеді. Демек, күш 
пен потенциялық энер- 
гияның арасында бел- 
гілі бір байланыс болу- 
ға тиіс. Бүл байланыс- 
ты орнату үшін кеңіс- 
тікте қалауымызша 
таңдап алынған бағыт 
бойымен, оны s әрпімен 
белгілейміз, болатын дене мейлінше аз As орын ауыстыр- 
ған кезде өріс күштсрінің істеген элементар ДА жұмы- 
сын есептсйміз (66-сурет). Бұл жұмыс

A A = fsAs (28.1)
шамасына тең. Мұндағы f s — f күшінің s багытындағы 
проекциясы.

Берілген жағдайда жұмыс потенциялық энергияның 
қоры есебінен істелетіндіктен, ол s осініц As кесіндісін- 
дегі потенциялық энергияның AU кемуіне тең:

Д A = - A U  (28.2)
(28.1) мен (28.2)-ні салыстыра отырып, мынаны

аламыз:
f sA s = -A U .
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бұдан
(28.3)

(28.3) өрнегі /^-тің As кесіндідегі орташа мәнін бере- 
ді. f s - T \ n  берілген нүктедегі мәнін алу үшін шекке көшу 
керек:

/ ,= =  — limAs-*- 0
ш
As (28.4)

U  шамасы s осінің бойымен орын ауыстырған кездс 
ғана емес, басқа бағытпен орын ауыстырған кезде де 
өзгере алатындықтан, (28.4) формулалардағы шек 
£У-дың s бойынша алынған дербес туындысын көрсетеді:

/ . — %■ <28-5)
(28.5) қатыс кеңістіктегі кез келген бағыт үшін, атап 

айтқанда, декарт координаталарының х ,  у ,  z  осыері 
үшін орынды:

f x =  -

f y =  -

л = -

dU 
дх  ’

dU 
ду ’

dU
dz

(28.6)

(28.6) формулалар координаталар осіндегі күш век- 
торының проекциясын анықтайды. Егер осы проекция- 
лар белгілі болса, күш векторының өзі де анықталар еді.
(2.8) -мен сәйкес

f = - dU
д х І +

d U . d C /
dz (28.7)

Математикадағы вектор
да
дх І + да

~ду i + ^ - k ,

мұндағы а  — х , у ,  г-тің скаляр функциясы, оны осы с к а  
л я р д ы н ,  г р а д и е н т і  деп атайды жэне grada симво- 
лымен белгілейді. Демек, күш кері таңбамсн алынған 
потенциялык энергияның градиентіне тең:

f =  —grad U .  (28.8)
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М ы с а л ы. Мысал ретінде ауырлық күш өрісін 
алайық. 2 осін вертикаль бойымен жоғары қарай бағыт- 
таймыз Х67-сурет). Коорди- 
наталар осін осылай таңдап 
алган кезде потенциялық 
энергия мына түрде болады 
[ (27.12) -ні қараңыз].

U = mgz + const.
Күштің осьтегі проек- 

циялары (28.6)-ға сәйкес 
мынаған тең болады:

f  X ~  ' f  у  О» / z mg у

будан күштің mg-re тең бо- 
лып г бағытына қарама-қар- 
сы жаққа карай бағытталатындығы, ңғни вертикаль бо- 
йынша төмен карай бағытталатындығы шығады.

§ 29. Мехашікалық снстеманың тепе-теңдік шарты

Тұйык систем ада толык энергия тұракты болып ка- 
лады. Сондықтан кинетикалык энергия потенциялық 
энергияның азаю есебінен гана арта алады. Егер систе­
ма, барлық денелердің жылдамдыгы нольге тең болатын, 
осындай күйде болса, ал потенциялық энергияның мәні 
мннимал болса, онда сырткы эсер болмайынша система- 
дагы дене қозгалыска келе алмайды, ягни система тепе- 
тең күйде болады.

Сөйтіп, тепе-тең күйдегі тұйык система үшін систе- 
маның минимум потенциялык энергиясына сәйкес келе- 
тін денелер конфигурациялары гана жатады.

Система денелерінің өз ара орналасуы тек бір гана 
шамамен, мысалы х координатамен аныктала алатын 
жардайды карастыралық. Мысал ретінде Л^ер — шарша, 
қозғалтпай бекітілген имек сыммен үйкеліссіз сырғанай- 
тын, системасын алуға боЛады (68, а-сурет). Екінші мы- 
салга горизонталь багытпен сырганайтын пружинаның 
ұшына бекітілген шаршаны алуга болады (69, а-сурет). 
U (х) функциясының графиктері 68, б- және 69, б-сурет- 
терде көрсетілген. ^-дың минимумына х-тің х0-ге тең 
мәні сәйкес келеді (69-суретте х0 деформацияланбаган
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пружинаның ұзындығы). tZ-дың минимумыныц шарты 
мына түрде болады:

d l l — 0.
U

(29.1)

(29.2) 
(28.6)-

d x

f x  =  Q

болғандықтан, 
ға сәйкес (29.1) шарты 
тец мәндес (11—бір ра­
на айнымалы лхгің 
функциясы болғанда: 

д£_ _<Ш\ 
дх  ~~ d x  )'

Сонымен потенция- 
лық энергияның мини- 
мумына сәйкес келетін 
система конфигурация- 
сы систем а да ғы дене- 
лерге эсер ететін күш- 
тердіц нольге тең бола- 
т ы і і  қасиетіне ие. Бұл 
нәтиже U-дың бірнеше 
айнымалының функ­
циясы болатын жалпы 
жағдайда да дұрыс.

68-суретте көрсетілген жағдайда (29.1) және (29.2)'
г

шарттар х0 -ге тең х үшін де (яғни tZ-дыц максимумы 
үшін де) орындалады. х-тіц осы мәнімен анықталатын 
шаршаның орпы да тепс-тең күйде болады. Алайда бұл 
тепе-теңдіктің х = х0 болатындығы тепе-теңдіктен айыр- 
машылығы мұнда тепс-теңдік орыықсыз болады: шар- 
шаны осы қалыптан сәл ғана шығарса-ақ болды, шар- 
шаны хо қалпынан шығарып жіберетін күш пайда бо­
лады. Шаршаны орнықты (х = х0 үшін) тепе-теңдік 
қалпынан ығыстырғап кезде пайда болған күштер шар­
шаны тепе-теңдік қалыпқа қайта келтіруге тырысатын- 
дай бағытпен бағытталган.

Системаның потенцпялық эпсргиясы өрнектелетін 
функцияның түрін біле отырып, система қозғалысыныц 
сппаты туралы бір қатар қорытынды жасауға болады. 
Мұиы 68, б-суретте көрсетілген графикті пайдалана оты­
рып түсіндірелік. Егер снстеманың толық энергнясы
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графнктс жүргізілген горизонталь сызілққа сәйкес мәнде 
болса, онда система не лү-ден л'о-ге дейіпгі, не лг3-тен шек- 
сіздікке дейіпгі шектсгі қозғалысты орыпдай алады. 
Потеицпялық энергия толық энергнядан артық бола 
алмайтындықтан (осылай 
болган жағдайда кинети- у 
калық энергия теріс таң- 
балы болар еді), х < х . \  жә- 
не х 2 < х < Х г  облысына 
система ене алмайды.
Сөйтіп, х 2 < х < х 2 облысы 
потен циялық тосқауыл 
болып табылады, ол ар- 
қылы система толық 
энергііясынын. қоры бола 
тұрып өте алмайды.

68, б-сурет U графигі 
аркылы снстеманың бе- 
рілгсп х  мәніндсгі кине- 
тнкалық энергиясын ка-
лай апыктауға болатын- Ш’-сурит.
дығыи түсіндірсді.

ац = 1 1

§ 30. Шарлардың центрлік соқтыгуы

Дснелер бір-біріне соқтыгыскап кезде олар деформа- 
цияға ұшыраііды. Бұл кезде денеиің соктыгысу алдыпда 
ие болған кииетикалык энергиясы жартылай немесс то- 
лығынан дененің ішкі энергпясы деп аталатын серпімді 
деформацияныи потенциялық энсргпясына өтеді. Депе- 
лердің ішкі энергияларының артуы олардың температу- 
раларының жоғарылауымен қоса жүреді.

Соқтығудың абсолют серпімді жәпе абсолют серпім- 
сіз делінетін екі шекті түрі болады. Абсолют серпімді 
соқтығу деп денелердің мсханикалық энергиясы энергия- 
ның механикалық емес басқа түрлеріне өтпеген соқты- 
гуды айтады. Мұндай соқтығу кезінде кинетикалық 
энергия толыгынан немесе жартылай ссрпімді деформа- 
цияның потенциялық энергнясына өтеді. Осыдан кейін 
денелер бірін-бірі тебеді де бастапқы формасына қайта 
оралады. Нәтижесіиде серпімді деформацпянын иотен- 
циялық энергпясы қайіадан кпнстикалық энергняга өте- 
ді де, дене шамасы мен багыты толық энсргияныц сақ-
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талуы және дснелер системасының толык пмпульсыпыц 
сақталуы сияқты, екі шартпен анықталатын жылдам- 
дықпен ұшып кетеді.

Соқтығысқан кезде деформацияның потенцнялық 
энергиясы пайда болмаса, денелердің кинетикалык
энергиясы толығынан немесе жартылай.*ішкі эпергияға 
айналса, соқтығысқаннан кейін соқтығысқан денелер не 
бірдей жылдамдықпен қозғалатын болса, не тыныштық- 
та болса, соқтығу абсолют серпімсіз соқтығу болады. 
Абсолют серпімсіз соқтығу кезінде импульстың сақталу 
заңы ғана орындалып, ал механикалық энергияныи
сақталу заңы сақталмайды — механикалық және ішкі 
энергиясы сияқты энергияның әр түрлі түрлерінің санда­
лу заңының қосындысы орын алады.

Біз екі шардың центр- 
лік соқтығуымен шектеле 
тұралық. Егер шар соқты- 
гысқанға дейін олардыц 
центрлері арқылы өтетін 
түзудің бойымен қозғала- 
тын болса, соқтығу центр- 
лік деп аталады. Центр- 
лік соқтығу кезінде, соқ-

л)

6)

fPr
- е

V , V ~Ч------г~Т

Щ JX
: ~ Х

70-сурет.

тығысулар: 1) шарлар бір-біріне қарама-қарсы қозғал- 
ғанда (70, а-сурет) және 2) шарлардың біреуі екіншісін 
куып жеткен (70, б-сурет) жағдаііда болуы мүмкін.

Шарлар тұйық система жасайды немесе шарларға 
түсірілген сыртқы күштер бірін-бірі теңгереді деп жо- 
риық.'

Алдымен абсолют серпімсіз соқтығуды қарастыра- 
лық. Шарлардың массалары гп\ және т 2, ал соқтығыс- 
қанға дейінгі жылдамдықтары у!0 және v2o болсын делік. 
Сақталу заңы бойынша шарлардың соқтыгысқанынан 
кейінгі қосынды импульсы соқтығысқанға дейінгідей бо- 
луға тиіс:

miVio +  m2V2o =  WiV + m2v =  (30.1)
(v — соқтығысқаннан кейінгі шардыц екеуі үшін де бір- 
дей жылдамдық).

(30.1)-ден

екендігі шығады.

ШіУю +  тгУго
т х +  т 2 (30.2)
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Vjo және V20 векторлары бір түзудің бойымен бағыт- 
талатындықтан, v векторыныц бағыты да осы түзумен 
бағыттас болады.

70-суретте көрсетілген б) жағдайда ол vi0 және v2o 
векторлары қалай бағытталса, солай бағытталған. 
а) жағдайында v векторы Vi0 векторларының қайсысын- 
да т і v10 көбейтіндісі көп болса, соның бағытымен ба- 
ғытталады.

v векторыныц модулы төмендегідей формуламен ессп- 
трлуі мүмкін:

v = ЩУы ± m,v2о 
ТП\ + ГП'2 (30.3)

мұндағы Ию және v20— v10 және V20 векторларының мо- 
дульдары; «—» таңбасы а) жағдайына, ал « + » таңбасы 
б) жағдайына сәйкес келеді.

Енді абсолют серпімді соқтыгуды қарастыралық. 
Мұндай соқтығуда сақталудың екі заңы: импульстың 
сақталу заңы және механикалық энергияның сақталу 
заңы орындалады.

Шар массаларын т.\ және т 2 шарлардың соқтығыс- 
қанға дейінгі жылдамдықтарын vj0 және v2o, ал ақырын- 
да соқтығысқаннан кейінгі жылдамдықтарын Vi және 
v2 деп белгілейік. Импульс пен энергияның сақталу тең- 
деуін жазалық:

пг і v і о + m2v20 = m , v 1 +  m2\ 2, 
niiVio rn2v l 0 tn\v\ m2v \
—2 V ’ ~ 2  —  2  1 2

(30.4)

(30.5)

(30.4)-ті төмендегідей түрлендірейік:
wii(vio-vi) = m 2(v2 —v20). (30.6)

(А2— В2) =  (А—В) (А + В)-ны есксре отырып, (30.5)-ті 
мына түрге кслтіреміз:

mi (vj0 — Vi) (vio + v,) =m2(v2- v 20) (v2 + v20). (30.7) 
Симметрия туралы пайдалануымыздан соқтығысқан- 

нан кейін шарлардың жылдамдықтары соқтығысқанға 
дейінгі шар центрлері қозғалған түзудің бойымен бағыт- 
талады деп тұжырымдауымызға болады. Демек, (30.6) 
және (30.7) теңдеулердегі барлық векторлар коллинеар- 
лы болады. Мұныц өзі (30.6) мен (30.7)-ні салыстырудан

1 (24.7)-ні қараңыз.
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(30.8)V i o  +  V i  — V2 +  V 2 0 .

деп қорытынды жасауға мүмкіндік береді.
(30.8)-ді т 2-ге көбейтіп, шыққан нотижені (30.6)-дан 

айырып, сонан кейін (30.8)-ді т г ге көбейтіп, шыққан 
нәтпжсні (30.6)-мен қосып, шарлардың соқтығысқаннан 
кейінгі жылдамдықтарыныц покторларын аламыз:

Vl =

v2 =

2/»гУ2о+ Г,/;і ~ ̂ г)ую ]
ті + т2 ’ I

2 m 1V io + ( 'm 2- / n i ) v 2o

Щ  +  т2

(30.9)

Сандық есептеулер үшін (30.9)-ды Vi0 векторыныц 
бағытында проекциялаймыз:

+ 2т.2у2о +  {т\ — т2) vl0 
Щ + гп-2

2 т хУ\о +  ( т 2 —  т х) у 20 
т\ +  т2

Бүл формулаларда і>ю және v2o модульдар, ал v{ жәнс 
v2 сәйкес векторлардың проекциялары жоғарғы «—» тан- 
басы шарлардың бір-біріне қарама-қарсы қозғалғандағы 
жағдайға, ал төменгі « +  » таңбасы бірінші шар скінші 
шарды қуып жеткен жағдайға' сәйкес келеді.

Абсолют серпімді соктығысқаннан кейін шарлардың 
жылдамдықтарының бірдей болмайтындығын ескерте 
кетелік. Шынында да (30.9)-дегі Vi мен у2-иін өрнектерін 
бір-біріне теңестіре отырып, түрлендіру жүргізсек, мы- 
наны аламыз:

VI0 — V20.
Дсмек, соқтығысқаннан кейін шарлардың жылдам- 

дықтары бірдей болуы үшін, олар соқтығысқанға дейін 
де бірдей болуы қажст, бірақ бұл жағдайда соқтығысу 
болмайды. Осыдан соқтыгысқаннан кейін шарлардың 
жылдамдықтарының теңдік шартының'энергнянын сак- 
талу занымен үйлсспсйтіні шыгады. Сонымен, сериімсіз 
соқтығу кезінде механикалық энергия сақталмайды — 
ол жартылай соқтыгысқан дснелсрдің ішкі энсргиясыиа 
өтеді дс, оларды қыздырады.

Соктыгысатын шарлардын массалары т\ = т2 болған 
жағдайды қарастыралық. (30.9)-дап бұ.і шарі бойынша

V ) = V 2o, V2 =  Vio,
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яғіш соқтығысқан кезде шарлар жылдамдықтарымен 
алмасады, Атап айтқанда, массалары бірдей шарлардың 
бірсуі, мысалы, скіншісі соқтығысқанға дсйін тыныш- 
тықта тұрса, онда соқтығысқаннан кейін оның жылдам- 
дыгы бірінші шардың бастапқы жылдамдығы қандай 
болса, сондай болады; ал бірінші шар соқтығысқаннан 
кейін қозғалмайды екен.

(30.9) формуланың жәрдемімен қозғалмайтын немесе 
қозғалыстағы қабырғаға ( т 2 массасы шектеусіз үлкен 
және шектеусіз радиусты шар ретінде қарастыруға бо- 
латын) шардың серпімді соқтығуынан кейінгі жылдам- 
дығын анықтауға болады. (30.9) өрнектің алымы мен 
бөлімін т2-ге бөліп, m j m 2 көбейткіші бар мүшелерін 
ескермесек, мынаны аламыз:

V | = 2 V 2 0 - V io, 

v2 = v20.
Алынған нәтижелерден қабырға жылдамдығының 

өзгермей қалғаны байқалады. Ал шардың жылдамдығы, 
егер кабырға қозғалмас болса (v20 = 0), бағытын кара- 
ма-қарсы жаққа қарай өзгертеді; қозғалыстағы қабырға 
жағдайында шар жылдамдығының шамасы да өзгереді 
(егер қабырға шарға қарсы қозғалса, 2у20-ге артады, 
егер қабырға оны куып жеткен шардан «алыстап кетсе», 
2у2о-ге кемиді) -



IV Т А Р А У

ИНЕРЦИЯЛЫҚ ЕМЕС САНАҚ СНСТЕМАСЫ

§ 31. Инерция күші

Жоғарыда атап өтілгендей (13-параграфты қараң- 
дар), Ньютон заңдары тек инерциялық системада гана 
орындалады. Берілген дене барлық инерциялық снсте- 
маға қатысты бірдей vv үдеуіне ие болады. Кез келген 
инерциялық емес санақ системасы ішерциялық еанақ 
системасына қатысты біршама үдеумен қозғалатын бол-* 
ғандықтан, дененің *инерциялык емес системасындағы 
vv' үдеуі w үдеуінен өзгеше болады. Дененің ннерцнялық 
және инерциялық емес системасындағы үдеулерінің 
айырымын а символымен белгілейік:

w — vv' =  a. (31.1)

Егер инерциялық емес система инерциялық сист^маға 
қатысты ілгерілемелі қозгалыс жасаса, онда а инерция- 
лык емес санақ системасының үдбуіне дәл келеді. Ай- 
налмалы қозғалыс кезінде инерциялық емес системаның 
әр түрлі нүктелерінің үдеуі бірдей болмайды. Бул жағ- 
дайда а-ны инерциялық емес системаның инерциялық 
системаға қатысты қозғалысының үдеуі ретінде түсінді- 
руге болмайды.

Берілген денете баска дснелердіц эсер етуінен паііда 
болған барлык корыткы күштср f-ке тең болсын. Сонда 
Ньютоннын екінші заңына сәйкес

Инерциялык емес санақ системасына катысты удеуді 
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(31.1) формуласына сэйкес мынадай түрдс көрсетуге бо­
ла ды:

/ 1 f w = vv — a = —  і — a. m
Сонымен, сгер денсге түскен барлық қорытқы күш 

нольге тең болса да, дене инерциялық емес санақ систе- 
масына катысты — а үдеуімен, яғни осы денеге — гаа-ға 
тең күш эсер еткендей қозғалады.

Демек, қозғалысты инерциялық емес санақ система- 
ларында сипаттап баяндағанда тек инерциялық систе- 
ыаларда орындалатын динамика теңдеулерін пайдала- 
пуға болады, яғни бұл теңдеулерде денелердің бір-біріне 
эсер етуінен пайда болған күштермен катар и н е р ц и я  
к ү ш і деп аталатын күш те ескеріледі, ал инерция күші 
дененің массасы мен оның инерциялық және инерциялык 
емес санақ систсмаларына катысты кері таңбамен алын- 
ған үдеулері айырманың көбейтіндісіне тец деуге бо­
лады:

і 1п =  — m(w — w') — — /па. (31.2)
Сонда Ныотонның екінші заңының теңдеуі инерция­

лык емес санақ системасында мынадай түрде жазылады:
т \\' = \ + \ іп. (31.3)

и>
ч

Жоғарыда айтылғандарды мынадай мысалмен түсін- 
дірейік. Арбаға бекітілген кронштейнге жүк байлаған 
жіп ілінген (71-сурет). Арба тыныш тұрса немесе үдеусіз 
қозғалса, жіп тік орналасады да, Р ауырлық күші жіп-
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тің f r реакциясымен теңгерілсді. Енді арбаны үдеуі w0 
болатын ілгерілемелі қозғалысқа келтірейік. Сонда жіп, 
тік қалыптан Р және іүқорытқы күштері дененің w0-re 
тең үдеуш қамтамасыз ететіндей, бұрышқа бұрылады. 
Арбамен байланысты санақ системасына қатысты дене 
Р және Іг қорытқы күштерінің нольден өзгеше екендігіне 
қарамастан тыныш қалыпта тұрады. Бұл санақ систе­
масына қатысты дене үдеуінің болмауын, осы денете Р 
және fr күштерінен басқа

f ln = - m w 0 (31.4)
инерция күшінің әсерімен де түсіндіруге болады.

Инерция күшін енгізу дененің козғалысын кез келген 
(инерциялық, сондай-ақ инерциялық емес) санак снсте- 
масында бірдей қозғалыс теңдеулері аркылы сипаттап 
баяндауға мүмкіндік береді.

Инерция күшін серпімділік, гравитацпялық жәпе үй- 
келіс күштері сияқты күштермен, яғнп бір денете баска 
денелердің эсер етуінен пайда болған күштсрмен қатар 
қоюға болмайтындығын анық түсінген жөн. Инерция кү- 
ші механикалық құбылыстар карастырылатын санак 
системаларының қасиеттеріне байланысты пайда болған. 
Осы мағынада инерция күшін фиктив күш деп атауға 
болады.

Инерция күшін қарастыруды енгізу негізінде қажет. 
Шындығында, қандай да болмасын қозғалысты әрқа- 
шанда инерциялық санақ системасына қатысты қарас- 
тыруға болады. Алайда іс жүзінде дененің инерциялық 
емес санақ системасымен, мысалы, жер бетімен салыс- 
тырғандағы қозғалысының өзінс көңіл қоюға тура ке- 
•леді. Инерция күшін пайдалану осындай системаға ті- 
келей катысы бар мәселені шешуге мүмкіндік береді, 
мұның өзі көбінесе қозғалысты инерциялық системада 
қарастырғаннан гөрі едәуір оңайырақ болады.

§ 32. Центрден тепкіш инерция күші

со бұрыштық жылдамдықйсн z' осіне перпендикуляр 
айналатын дискіні қарастырайық (72-сурет) Дискімсн 
қоса шабаққа кигізіліп, дискініц центріне пружинамен 
бекітілген кішкентай шар да айналады. Диск айналған 
кезде шабақка бекітілген шар, пружпнаның керілу күші 
шар массасы мен центрге тартқыш to2R (R — шардың
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д и с к  ц е н т р а л е н  қ а ш ы қ т ы ғ ы )  ү д е у і н і ң  к ө б е й т і н д і с і н е  т е ң  

б о л а т ы н д а й  қ а л ы п т а  б о л а д ы . ,

Д и с к і м е н  б а й л а н ы с т ы  с а н а қ  с и с т е м а с ы н а  қ а т ы с т ы

ш а р  т ы н ы ш  т у р а д ы ,  ө й т к е н і  п р у ж и н а  ж а қ т а н  э с е р  е т е т і н  

к ү ш т с н  б а с қ а ,  ш а р г а  и н е р ц и я  к ү ш і  ж ұ м с а л ғ а н :

Ц „ = т с о 2 І*, ( 3 2 . 1 )

и н е р ц и я  к ү ш і  д и с к  ц е н т р і н е н  р а д и у с  б о й ы м е н  б а ғ ы т т а л -  

ғ а н .  А й н а л ы п  т ұ р ғ а н  ( н н е р ц и я л ы қ  с и с т е м а ғ а  қ а т ы с т ы )  

с а н а қ  с й с т е м а с ы н д а  п а й -  

д а  б о л а т ы н  ( 3 2 . 1 )  и н е р ­

ц и я  к ү ш і н  ц е н т р д е н  

т  е  п  к  і  ш  и  н  е  р  ц  и  я  к  ү -  

ш  і д е п  а т а й д ы .

А й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а н а қ  

с и с т е м а с ы н д а ғ ы  ә р  т ү р л і  

н ү к г е л е р  и н е р ц и я л ы қ  с и с -  

т е м а м е н  с а л ы с т ы р ғ а н д а  

ш а м а с ы  м е н  б а ғ ы т  б о й ы н -  

ш а  т ү р л і ш е  ү д е у г е  и е  б о ­

л а д ы .  О с ы ғ а н  с ә й к е с  

ц е н т р д е н  т е п к і ш  и н е р ц и я  

к ү ш і  а й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а - . а : '  

н а қ  с и с т е м а с ы н д а ғ ы  д е н е -  

н і ң  к а л п ы н а  б а й л а н ы с т ы  

б о л а д ы .

Ц е н т р д е н  т е п к і ш  и н е р ц и я  к ү ш і  а й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а -  

н а қ  с и с т е м а с ы н д а ғ ы  д е н е г е ,  о с ы  с и с т е м а д а  д е н е  т ы н ы ш  

т ұ р  м а  ( б і з д і ң  о с ы ғ а н  д е й і н г і  ұ й ғ а р у ы м ы з  б о й ы н ш а ) ,  

ж о қ  ә л д е ,  о ғ а н  қ а т ы с т ы  ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  қ о з ғ а л ы п  

к е л - е  ж а т ы р  м а ,  с о ғ а н  қ а р а м а с т а н  э с е р  е т е д і .

73-сурет.
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Д е н е н і ң  ж е р  б е т і м е н  с а л ы с т ы р г а н д а ғ ы  қ о з ғ а л ы с ы  

т у р а л ы  е с е п т і  д ә л  ш е ш к е н д с  т с о 2 ж Яж  c o s  с р - г е  т е ң  ц е н т р -  

д е н  т е п к і ш  и н е р ц и я  к у ш і н  е с к е р у  к е р е к ,  м ұ н д а ғ ы  т  —  

д е н е  м а с с а с ы ,  ы ж — Ж е р д і ң  ө з  о с і н е н  а й н а л ғ а н д а ғ ы  

б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы ,  Я ж  — ж е р  ш а р ы н ы ң  р а д и у с ы ,  

Ф  —  б е л г і л і  б і р  ж е р д і ң  е н д і г і  ( 1 8 5 - б е т т с ғ і  1 3 1 - с у р е т т і  

қ а р а ң ы з )

Ж а т т ы г у  Ц е н т р д е н  т с п к і ш  и н е р ц и я  к ү ш і н

т [ о ) [ г ' ,  с о ] J = m c o 2 R  ( 3 2 . 2 )

т ү р і н д е  к ө р с е т у г е  б о л а т ы н д ы ғ ы н  д ә л е л д е ң д е р ,  м ұ н д а ғ ы  

т  —  д е н е  м а с с а с ы ,  со —  а й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а н а қ  с и с т е м а -  

с ы н ы ң  б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы ,  г ' —  а й н а л у  о с і  н ү к т е л е -  

р і н і ң  б і р е у і м е н  д ә л  к е л е т і н ,  а й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а н а қ  

с и с т е м а с ы н ы ң  б а с т а м а с ы м е н  с а л ы с т ы р ғ а н д а  д е н е н і  і. р а ­

д и у с - в е к т о р ы ,  R  — r '  қ ұ р а у ш ы с ы н ы ң  а й п а л у  о с і н е  ж ү р г і -  

з і л г е н  п е р п е н д и к у л я р  ( 7 3 - с у р е т ) .

§  3 3 .  К о р и о л и с  к ү ш і

А й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а н а қ  с и с т е м а с ы н а  қ а т ы с т ы  д е н е н і ң

қ о з ғ а л ы с ы  к е з і и д е  ц е н т р д е н  

б а с қ а ,  К о р и о л и с  к  ү  ш  і

ш
і

т е п к ш і  и н е р ц и я  к ү ш і н е н  

н е м е с е  и  н  е  р  ц  и  я  л  ы  қ  

К о р и о л и с  к ү ш і  д е п  

а т а л ғ а н  т а ғ ы  б і р  к ү ш  

п а й д а  б о л а д ы .

К о р и о л и с  к ү ш і н і ң  п а й ­

д а  б о л а т ы н д ы ғ ы н  м ы н а  

м ы с а л д а н  а й қ ы н д а у ғ а  б о ­

л а д ы .  В е р т и к а л ь  о с ь т е н  

а й н а л а  а л а т ы н  г о р и з о н ­

т а л ь  о р н а л а с қ а н  д и с к  

а л а й ы қ .  Д и с к і г е  О Л  р а -  

д н а л ь  т ү з у і н  с ы з а й ы қ  

( 7 4 ,  а - с у р е т ) .  О - д а н  Л  б а -  

ғ ы т қ а  қ а р а й  v '  ж ы л д а м -  

д ы ғ ы м е н  m a p  ж і б е р е й і к .  

Е г е р  д и с к  а й н а л м а й  т ү р -  

с а ,  о н д а  ш а р  б і з д і ц  с ы з -  

ғ а н  т ү з у і м і з д і ң  б о й ы м е н  д о м а л а й т ы н  б о л а д ы .  Е г е р  д е  

д и с к і н і  с т р е л к а м е н  к ө р с е т і л г е н  б а ғ ы т т а  а й н а л ы с қ а  к е л -  

т і р с е к ,  о н д а  ш а р  п у н к т т е р м е н  к е с к і н  т е л  г е н  О В  т ү з у і н і ц  

б о й ы м е н  д о м а л а й д ы ,  с о н ы м е н  б і р г е  о н ы ң  д и с к і м е н  с а -  1
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л ы с т ы р ғ а н д а ғ ы  v '  ж ы л д а м д ы ғ ы  ө з і н і ң  б а ғ ы т ы н  ө з г е р т е -  

д і .  Д е м е к ,  а й п а л ы п  т ұ р ғ а н  с а н а қ  с и с т е м а с ы н а  қ а т ы с т ы  

ш а р  ө з і н е  v '  ж ы л д а м д ы ғ ы н а  п е р п е н д и к у л я р  Г /Ск ү ш і  э с е р  

е т к е н д е г і д е й  ж а ғ д а й д а  б о л а д ы .

75-сурет.

Ш а р д ы  а й н а л ы п  т ұ р ғ а н  д и с к і н і ң  ү с т і н д е  р а д и а л ь  

т ү з у  б о й ы м е н  д о м а л а т у ғ а  м ә ж б ү р  е т у  ү ш і н ,  м ы с а л ы ,  О А  
қ ы р ы  т ү р і н д е  б а ғ ы т т а у ш ы  ж а с а у  к е р е к  ( 7 4 ,  б - с у р е т ) .  

Ш а р  т е р б е л г е н  к е з д е  б а ғ ы т т а у ш ы  қ ы р  о ғ а н  б і р ш а м а  

f r к ү ш і м е н  э с е р  е т е д і .  А й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с и с т е м а ғ а  ( д и с к і -  

г е )  қ а т ы с т ы  ш а р  б а ғ ы т ы  б о й ы н ш а  т ұ р а қ т ы  ж ы л д а м д ы қ -  

п е н  қ о з ғ а л а д ы .  М ұ н ы  f r к ү ш і н і ң  ш а р ғ а  т ү с і р і л г е н  ә р і  

v '  ж ы л д а м д ы ғ ы н а  п е р п е н д и к у л я р  б о л а т ы н  f к  и н е р ц и я  

к ү ш і м е н  т е ң г е р і л е т і н д і г і м е н  т ү с і н д і р у г е  б о л а д ы .  І к  к ү -  

ш і  —  н н е р ц и я л ы қ  К о р и о л и с  к ү ш і .  О н ы  д е р б е с  ж а ғ д а й -  

л а р д ы  қ а р а с т ы р а  о т ы р ы п ,  ( 3 1 . 2 )  ф о р м у л  а с ы  б о й ы н ш а  

т а б а й ы қ .

1 ж  а  ғ  д  а  й .  Д е н е  р а д и а л ь  б а ғ ы т т а  а й н а л у  о с і н е  

п е р п е н д и к у л я р  б о л а т ы н  т ұ р а қ т ы  v  ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  қ о з -  

ғ а л а д ы  ( 7 5 - с у р е т ;  а й н а л у  о с і  с у р е т  ж а з ы қ т ы ғ ы н а  п е р ­

п е н д и к у л я р ) .  v '  т ұ р а қ т ы  б о л ғ а н д ы қ т а п ,  w '  ү д е у і  н о л ь г е  

т е н ,  и н е р ц и я  к ү ш і  —  m v v - r e  т е ң .  А й т а л ы қ  д е н е  t  у а қ ы т ы -  

н ы ң  қ а й с ы б і р  м е з е т і н д е  I қ а л п ы н д а  б о л с ы н .  О с ы  м е з е т -  

т е  v  ж ы л д а м д ы ғ ы  қ о з ғ а л м а й т ы н  с и с т е м а м е н  с а л ы с т ы р -  

ғ а н д а  е к і  қ ұ р а у ш ы д а н :  р а д и у с  б о й ы м е н  б а ғ ы т т а л ы п ,  д е -  

н е н і ң  v '  ж ы л д а м д ы ғ ы н а  т е ң  б о л а т ы н  v  ц қ ұ р а у ш ы д а н  

ж ә н е  р а д и у с қ а  п е р п е н д и к у л я р ,  м о д у л ы  б о й ы н ш а  о ) / ? - г е  

тең  ( м ұ н д а ғ ы  R  —  д е н е н і ң  а й н а л у  о с і н е н  қ а ш ы қ т ы ғ ы ,  

со —  а й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а н а қ  с и с т е м а с ы н ы ң  б ұ р ы ш т ы қ  

ж ы л д а м д ы ғ ы )  б о л а т ы н  v x к ұ р а у ш ы д а н  қ ұ р а л а д ы .

d t  у а қ ы т ы  і ш і н д е  ө н  б о й ы м е н  д е н е  қ о з ғ а л а т ы н  т ү з у  

d ^= ^(n d t  б ұ р ы ш ы н а  б ұ р ы л а д ы ,  а л  с о н д а  д е н е  о с ы  т ү з у
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бойымен dR = v'dt кесіндісіне жылжиды да, 2 қалпында 
болады. Осының нәтижесіпде v жылдамдығынын екі құ- 
раушысы да өздеріне перпендикуляр өсімшелер (dv Lі — 
— v'dq> және dvи —uRdy)  алып, dy  бұрышына бұрыла- 
ды. Мұнымен қатар v х құраушысының модулы dv± 2 — 
= (adR = o)v'dt шамасына артады. Мұның бұлай болган 
себсбі, 2 қалгіында ө'н бойымен дене қозғалатын радиус- 
қа перпендикуляр болатын v құрауіпысы to(R + dR) ша­
масына тең болады.

Сонымен, v жылдамдығының dt уақыты ішінде ала- 
тын d \  өсімшесін үш өсімшенің векторлық қосындысы 
ретінде көрсетуге болады (75-суретті қараңыз): dv ± 
dv 12 және dvn,  бұлардың алғашқы екеуі v' векторына

перпендикуляр, ал үшіншісі v '-нін. 
бағытын көрсететін түзудің бойы­
мен бағытталган (^ф-дің өте аз ша- 
ма екендігі есте болу керек)

dv-нің тиісті құраушыларын di­
re бөліп, біз w үдеуінің қозғалмай- 
тын системаға қатысты құраушыла- 
рын шығарып аламыз. w ,, құраушы- 
сы модулы бойынша мынаған тең:

dv ц „ da
W\\ =

i\

\ 4 t \
Ч.у'
V.;.

/<
/ V n  =<»Rd7 =  m7R-

/ Бул құраушы v '-қа тәуелді емсс; ол 
v' =  0 болған кезде де бола береді. 
Осы кұраушының m-ге көбсйтіндісі 
бізге бұрыннап белгілі центрден 
тепкіш инерция күшін береді. 
қосындысына тең dv : күраушысы 

dt-ге бөлгеннен кейін w үдеуінің w. кұраушысын береді, 
оныц модулы мыпаған тец:

76-сурет.

dv L\ және dv х 2

dv
w xl

dt +
dv

dt v' dy
~ d f + to dR

dt u'(0 (оо' =  2ош'

vv x векторы (келешекте біз оны vvK деп белгілейміз) 
v' мен со-ға перпендикуляр болады да, мынадай тур те 
жазылады:

w k =2[(ov/] (33.1)
(о векторы 75-суретте чертеж жазықтығына перпенди­
куляр және бізге қарай бағытталган) (33.1) үдеуі Ко
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р и о л и с у д е у i деп аталады. Опы т-ге көбейтіп әрі 
кері таңбаға өзгертіп, инерциялық Кориолис күшін та- 
бамыз:

f K =  2m[v'co]. (33.2)
2 ж а гд ай. Айналып тұрған санақ системасымен 

салыстырғанда дене айналу осіне перпендикуляр жазық- 
тықта жатқан шецбер бойымен қозғалады, еонымен ка­
тар шецбердің центрі де осы осьте жатады (76-сурет) 
Айналып тұрған системасына қатысты дене центрге 
тартқыш үдеуге ие болады, ол мынаған тец:

W' =  ^ n ,  (33.3)

мұндағы п — v-ға перпендикуляр болатын әрі центрінс 
бағытталған бірлік вектор.

Қозғалмайтын санақ системасына қатысты дененің 
жылдамдығы R радиусыпа перпендикуляр болатын v' 
жәис о/? екі құраушыдан құралады: жылдамдығыныц 
бағытыпа және системаныц айпалу бағытыиа қарай бұл 
күраушылардың бағыты пе бірдей, не қарама-қарсы 
болады. v жылдамдығының модулы мынаған тең:

v =  I v' ± mR I, (33.4)
мұндағьг «-f» v' және a>R жылдамдықтарының бірдей, 
ал «—» олардың карама-қарсы бағыттарына сәйкес ке- 
леді.

Сондай-ак, қозғалмайтын системаға қатысты дене 
шеңбер бойымен бір қалыпты қозғалатын болады, сон- 
дықтан w үдеуді, мынадай түрде жазуға болады:

w — —р  и = -----^ -----п — -^-п + о)2А)п±  2 и oj n.

Бірінші қосылғыш айналып тұрған системаға қатыс- 
ты (o' үдеуі болып табылады [(33.3) формуласын қара- 
ңыз]. Демек,

а = w —vv/ = (o2/?n±2u'con.
Осы өрнекке сәйкес инерция күші екі құраушыдан тура- 
тын болып шығады:

\ 1п = - ш а =  —maP-RnT-Zmv'bin. (33.5)
Осы күштердің біріншісі — центрден тепкіш инерция 

күші, екіншісі — Кориолис күші.
f К күші v' және со векторларына перпендикуляр әрі 

мынадай бағыттары болады: a) erep v' және coR жыл-

115



дамдықтары бағыты бойынша дәл келсе [(33.5) форму- 
ласындағы жоғарғы таңба], центрден тысқа қарай және 
б) егер v' және wR жылдамдықтары қарама-қарсы жақ- 
қа бағытталса (төменгі таңба), центрге қарай бағытта- 
лады. Сірә, осы екі жағдайды мынадай өрнекпен бірік- 
тіруге болатын шығар:

Тк =  2m[v'co]. (33.6)
Осыдан шыққан өрнек (33.2) формуласымен дәл ке-

Айналып тұрған сапак систе- 
масында козғалатьтн дененің 
екі дербес жағдайын қарасты- 
ра келіп, енді дененің еркін 
козғалатын жағдайына назар 
аударайық, әрі барлық жағ- 
дайда бірдсй болу үшін инер- 
циялы емес К' координаталар 
системасы козғалмайтып
(инерциялы) К системаға қа- 

тысты тек айналып қана қой- 
май, сонымен катар ілгерілеме- 
лі қозғалыс жасайды деп ұй- 
ғарайық. Алайда ең алдымен 
бізге жалпы жағдайды қарас- 
тырғанда қажет болатын бір 
маңызды катысты шығарып 
алайық.

Коордннаталардыц қозғалмайтын және айналып түр- 
ғап системаларындағы вектор өсімшелерімің арасымда- 
ғы қатыс. Бірі (оны К' деп белгілейік) екіншісіне (К) 
қатысты to бұрыштық жылдамдықпен айналатын екі 
координаталар системасын алайық. Бұл системаларды 
z және г' осьтері айналу осімен, яғни ш векторымен дәл 
келетіндей тандап алайық (77-сурет)

Басы О нүктесіне — К' систомасының басына — ор- 
наласатын кейбір А векторын қарастырайық. А векторы 
қалайда уақытқа байланысты өзгеретін болсын. Вектор- 
дың dt уақыты ішінде К координата снстемасындағы 
байқалатып өсімшесін dA арқылы, ал осы уақыт ііпіидс 
/(' системасында байқалатыи өсімшепі d'/\ арқылы бел- 
гілейік. dA және d'A өсімшелердің әр түрлі скендігіп 
байқау қиынға түспейді. Егер А векторы К' системасына

£}Z(

77-сурет.
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қатысты тұрақты деп ұйғарсақ (бұл жағдай 77-суретте 
көрсетілген), онда әлгі өсімшелердіц айырмашылығы 
көрнекі түрде айқындалады, демек, осы системадағы 
оның d'A өсімшесі нольгс тец болады. Алайда К систе- 
маға қатысты А векторы со жылдамдығымен бұрылатын 
болады. Суреттен көрініп тұрғандай, К' системасының 
dcp =  cod(p бұрышына бұрылатын dt уақыты ішінде А век­
торы dA өсімше алады, муны сАр мен А-ның векторлық 
көбейтіндісі түрінде көрсетуге болады: dA = [сАр, А]. Шы- 
нында да, dA модулы A sin ос dcp-re тең, ал dА векторы 
dcp жэне А векторлары. жатқан жазықтыққа перпенди­
куляр бағытталған, сонымен қатар afcp-ден А-ға бұрылу 
бұранданың оң dA бағытында орын ауыстыруына себеп- 
ші болар еді. Басы координата басында емес, кез келген 
бір нүктеде орналасқан вектор үшін де осындай нәтиже 
шығатындығын ескерте кетейік. Егер А векторының ко­
ордината осьтеріне қатысты қалай орналасқандығына 
қарамастан, А векторы жатқан әрі z' осіне параллель 
жазықтық К' системасы болатындай dtp бұрышына бұ- 
рылатындығын ескерсек, алдыңғы жағдайды түсінуге 
болады.

Жалпы жағдайда, К' системасындағы dA өсімшесі 
нольден өзгеше болған кезде, К системасындағы өсімше 
мынадай формуламен анықталады:

dA =  d'A +  [ fl?cp, A ]. (33.7)
Бұл — дене қозға- 

лысын жалпы жағдай- 
да қарастырғанда бізге 
қажет болатын катыс- 
тың дәл өзі. Осы жағ- 
дайды қарастыруға кі- 
рісейік.

Инерциялы емес са- 
нақ системадағы дене 
қозғалысыныц жалпы 
жағданы. Екі К және 
К! санақ системасын 
алайық (78-сурет), 
оның бірі — /( инерция­
лы система, ал екіншісі 
К' системасы, бұл К системасына қатысты ілгерілемелі 
қозғалыс жасайды, сонымен бірге.г' осінен бір қалыпты

78-сурет.
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а й н а л а д ы ;  г  о с і н с  ә р у а қ ы т т а  п а р а л л е л ь  б о л ы п  к а л а  б е -  

р е д і  ( о  в е к т о р ы  ш а м а с ы  м е н  б а ғ ы т ы  б о й ы н ш а  т ұ р а қ т ы  

к е л е д і ) .  М а т е р и я л ы қ  т  н ү к т е с і н і ң  / (  с и с т е м а с ы н а  к а т ы с -  

т ы  қ а л п ы  г  р а д и у с - в е к т о р ы м е н ,  а л  с и с т е м а с ы н а  к а т ы с т ы  

К а л п ы  г '  р а д и у с - в е к т о р ы м е н  а н ы к т а л а д ы .  О с ы  в е к т о р л а р  

м е н  К  к о о р д и н а т а  с и с т е м а с ы н ы ң  б а с ы н а н  К '  с и с т е м а с ы -  

н ы ң  б а с ы н а  д с й і н  ж ү р г і з і л г е н  г 0 р а д и у с - в е к т о р ы н ы ң  

а р а с ы н д а  м ы н а д а й  к а т ы с  б а р ы  а й қ ы н :

г  =  г 0 +  г '  ( 3 3 . 8 )

К  с и с т е м а с ы н а  к а т ы с т ы  г а  н ү к т е с і н і ң  ж ы л д а м д ы ғ ы -  

а н ы қ т а м а  б о й ы н ш а  м ы н а ғ а н  т е ң :

v ~ S - .  <3 3 ' 9 >

а л  К '  с и с т е м а с ы н а  қ а т ы с т ы  ж ы л д а м д ы ғ ы

v ' - T T  <3 3 і 0 >

б о л а д ы ,  м ү н д а ғ ы  d ' r '  а р к ы л ы  г '  р а д и у с - в е к т о р ы н ы ң  К '  
с и с т е м а с ы н а  к а т ы с т ы  ө с і м ш е с і  б е л г і л е н г е н .

( 3 3 . 8 )  қ а т ы с ы н а  с ә й к е с  г  р а д и у с - в е к т о р ы н ы ң  / (  с и -  

с т е м а с ы н д а  б а й к а л а т ы н  ө с і м ш е с і  м ы н а ғ а н  т е ң :

d r  =  d r 0 +  d r '  ( 3 3 . 1 1 )

м ұ н д а ғ ы  d r '  —  К  с и с т е м а с ы н д а ғ ы  г '  р а д и у с - в е к т о р ы н ы ң  

ө с і м ш е с і , - о л  ж о ғ а р ы д а  а н ы к т а л ғ а н ы н д а й  [ ( 3 3 . 7 )  ф о р -  

м у л а н ы  қ а р а ң ы з ] ,  К '  с и с т е м а с ы н д а  б а й к а л а т ы н  d ' r '  
ө с і м ш е с і н е н  ж ә н е  [с?<р, г ' ]  == [ t o r ' j f l f /  в е к т о р ы н а н  к у р а -  

л а д ы :

d r '  =  d ' r ' + [ a r ' ] d t .  ( 3 3 . 1 2 )

С о ң ғ ы  к а т ы с т ы  ( 3 3 . 1 1 )  ф о р м у л а с ы н а  қ о й ы п ,  м ы н а ­

д а й  ө р н е к  ш ы ғ а р ы п  а л а м ы з :

d r =  = d r Q +  d ' r '  + [ ( d r ' ] d t .
Б ұ л  ө р н е к т і  d t - г е  б ө л і п  ә р і  ( 3 3 . 9 )  ж ә н е  3 3 . 1 0 )  ф о р м у л а -  

л а р ы н  е с к е р е  о т ы р ы п ,

v  =  v 0 +  v ' +  [ c o r ' ]  ( 3 3 . 1 3 )

ф о р м у л а с ы н  ш ы ғ а р ы п  а л а м ы з ,  м ұ и д а ғ ы  v 0 =  — К '

с и с т е м а с ы н а  к а т ы с т ы  К  с и с т е м а с ы н ы ц  і л г е р і л е м е л і  к о з -  

ғ а л ы с ы н ы ц  ж ы л д а м д ы ғ ы .  Е г е р  / ( '  с п с т с м а с ы  і л г е р і л е м е -  

л і  ғ а н а  к о з ғ а л с а ,  о н д а  о> =  0  б о л а д ы  д а ,  ( 3 3 . 1 3 )  ф о р м у -  

л а с ы  б і з г е  б ү р ы н н а н  б е л ғ і л і  ( 1 7 . 3 )  ф о р м у л а с ы н а  

а й н а л а д ы .  v 0 ж э н е  v r ж ы л д а м д ы к т а р ы  н о л ь г е  т е ц  б о л -

118



ған жағдайда (33.13) формуласынан (11.4) формуласы 
шығады.

Енді /( системасында байқалатын әрі (33.13) өрнегі- 
мен анықталатын v векторының өсімшесін табайық. 
(0 =  const екенін ескере отырып, мынаны аламыз:

dv = dv0 + dv' + [to, dr'].
Бұл формуладағы <іг'-ді оның (33.12) мәнімен, ал d\'-m  
осыған ұқсас (33.12) өрнегімен алмастырайық: 

dv, =  rf'v/ +[rf«p, v'] =  d V  +  [cov']cf/
(dv'i— /( системасында байқалатын v' векторының өсім- 
шесі, ал d 'Y  — ./(' системасында v' векторының өсімшесі 
екендігін ескертейік). Алмастырулар жүргізе отырып, 
мынадай өрнек шығарып аламыз:

dv = dv0 + d'v' + [(3}V']dt+ [со, (d'r'+ [wr']dt) ].
Векторлық көбейтіндінің днстрибутивтілігіп пайда- 

лана отырып, осы өрнектің соңғы қосылғышын 
[to, d'r'] +  [со, ( [сог'] с?̂ ) ] түрінде көрсетуге болады. 
Демек,

dv = d\ro+d'v'+[(av']dt+[(i), d'r'] +  [to, [cor']]d/
(біз соңғы қосылғыштағы dt скаляр көбейткішін вектор- 
лык көбейтінді таңбасының сыртына шығардық). 

Табылған өрнекті dt-ге бөліп, мынаны аламыз:
d  v d  v0 
~dt ~~ ~ d T +  + [ wv' ] +  [ “ .

d ' v '
dt +  [со, [ to r ']  ] .

d'r'
d t туындысы v'-ға тец болғандықтан, алғашқы екі

векторлық көоеитінді оір-оіріне дәл келеді және оларды 
бір 2[(ov'] қосылғышына біріктіруге болады. ~  туын­
дысы анықтама бойынша, К системасындағы т нүкте-

d ' v 'сінің w үдеуі, осыған ұқсас j j -  туындысы — /(' систе-
масындағы т нүктесінің w' үдеуі. Сонымен, 

w =  w0 +  w' +  2[cov/] +  [to, [tor']]. (33.14)
мұндағы w0 — К системасының координата басының 
үдеуі (/(' системасының «ілгерілемелі» үдеуі)

31-параграфта a = w — vv' векторын га-ге көбейтіп жә- 
не таңбасын кері өзгертіп, инерция күшін тауып аламыз 
деп көрсетілген. Соған сәйкес (33.14) формуласын былай 
жазамыз:
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Д е м е к ,

a =  w — w' =  w0 +  2[c1)v'] +  [o)[co, г']].

h n  =  -m w 0-b2m[v'a)] +m[co, [r'co]] (33.15)
( с о ң ғ ы  е к і  қ о с ы л ғ ы ш т а ғ ы  т а ң б а с ы н ы ң  ө з г е р у і  к ө б е й т -  

к і ш т е р д і  а л м а с т ы р у  а р қ ы л ы  ж ү з е г е  а с ы р ы л ғ а н ) .

( 3 3 . 1 5 )  ф о р м у л а с ы н д а  и н е р ц и я  к ү ш і н і ц  б а р л ы қ  т у р -  

л е р !  б о л а д ы .  М ә с е л е н ,  е г е р  К '  с и с т е м  а с ы  К  с и с т е м а с ы н а  

қ а т ы с т ы  т е к  і л г е р і л е м е л і  қ о з ғ а л ы с  ж а с а с а  ( б і р а қ  а й -  

н а л м а й т ы н  б о л с а ) ,  о н д а  и н е р ц и я  к ү ш і  м ы н а ғ а н  т с ң :  

\ іп =  — m w 0 [ ( 3 1 . 4 )  ф о р м у л а н ы  қ а р а ң ы з ] .  А л  а й н а л ғ а н  

к е з д е  қ о с ы м ш а  f n  = 2 m [ v ' ( d ]  К о р и о л и с  к ү ш і  [ ( 3 3 . 2 )  ф о р ­

м у л а н ы  қ а р а ң ы з ]  ж ә н е  f u .Ten =  /т г [со [r'co] ] ц е н т р д е н  т е п -  

к і ш  и н е р ц и я  к ү ш і  п а й д а  б о л а д ы ,  с о ң ғ ы с ы н  f u .Ten = m o ) 2 R  

т ү р і н д е  [ ( 3 2 . 2 )  ф о р м у л а н ы  қ а р а ң ы з ]  к ө р с е т у г е  б о л а д ы .

Д е п е  ө з  қ а л п ы н  а й н а л ы п  т ұ р ғ а н  с а н а қ  с и с т е м а с ы н а  

қ а т ы с т ы  ө з г е р т к е н  ж а г д а й д а  г а н а  К о р и о л и с  к ү ш і  п а й д а  

б о л а т ы н д ы ғ ы н  е с к е  с а л а й ы қ  ( v ' ^ 0  б о л ғ а н д а  К о р и о л и с  

к ү ш і н  к ө р с е т е т і н  ө р н е к  н о л ь г е  а й н а л а д ы ) .  С о н д а й - а қ  

К о р и о л и с  к ү ш і  ә р қ а ш а н д а  а й н а л у  о с і н е  п е р п е н д и к у л я р  

ж а з ы қ т ы қ т а  ж а т а т ы н д ы ғ ы н  д а  е с к е р т е й і к .

Инерциялы Кориолис күші пайда болатын қозғалыс 
массалары. Д е н е н і ң  ж е р  б е т і н е  қ а т ы с т ы  қ о з ғ а л ы с ы н а  

б а й л а н ы с т ы  қ ұ б ы л ы с т а р д ы  т ү с і н д і р у  к е з і н д е ,  б і р с ь т п ы р а

ж а ғ д а й л а р д а  К о р и о л и с  к ү п і і п і ц  т и г і з е т і н  о с е р і н  с с к е р у  

қ а ж е т .  М ы с а л ы ,  д с и е л с р д і ц  е р к і н  т ү с у і  к е з і н д е  о л а р ғ а

79-сурет. 80-сурот.
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тік сызықтаи шыгысқа қараіі ауытқуыиа себенші бола- 
тын Кориолис күші эсер етеді (79-сурет) Бұл күш эква- 
торда ец көп мәніне жетеді және полюстердс нольге ай- 
налады.

Сондай-ақ, ұшып бара жатқан снаряд та инерциялы 
Кориолис күшінің әсерінен ауытқуға ұшырайды (80-су- 
рет). Зеңбіректен солтүстікке бағыт- 
тап атқанда снаряд солтүстік жарты 
шарда шығысқа қарай, ал оңтүстік 
жарты шарда батысқа қарай ауытқи- 
тын болады. Меридиан бойымен оц- 
түстікке қарай атқанда ауытқу бағы- 
ты оған қарама-қарсы болады. Эква­
тор бойымен атқанда, егер зеңбірек 
батысқа қарай атылса, Кориолис күші 
снарядты жерге қысады, ал егер зең- 
бірек шығысқа қарай атылса, ол күш 

■ снарядты жоғары көтерсді. Меридиан 
бойымен кез келгеп бағытта (солтүс- 
тікке немесе оцтүстікке) козғалатын 
денете эсер ететін Кориолис күші қоз- 
ғалыс .бағытымен салыстырғанда сол- 
түстік жарты шарда оңға қарай жәпе 
оңтүстік жарты шарда солға қарай 
бағытталатындығына оқушылардың 
көзін жеткіземіз. Бұл жағдай өзендер- 
дің солтүстік жарты шарда әрқашан- 
да оң жағасынын, ал оңтүстік жарты 
шарда әрқашанда сол жағасының ке- 
міріліп шайылатындығына әкеп соқтырады. Қос темір 
жолмен поезд жүрген кезде рельстердің бірдей тозбай- 
тындығы да осы себептермен түсіндіріледі.

Кориолис күші маятниктің ырғалысы кезінде де пай- 
да болады. 81-суретте маятник жүгінің траекторпясы 
көрсетілген (оңайырақ болу үшін маятник полюете тұр 
деп үйғарылған). Солтүстік полюете Кориолис күші ма- 
ягниктін жүрісі бойынша барлық уақытта да оңға қарай, 
ал оңтүстік полюете солға қарай багытталған. Осынын 
нәтижесінде траекторияның түрі розетка сияқты болады.

Суреттен көрініп тұрғапындай, маятниктің тербелу 
жазықтыгы Жермен салыстырганда сагат тілініц бағы- 
тыпа қарай бұрылады, сопымсп қатар күн тәулігінде ол 
бір апналым жасаііды. Гелиоцснтрлік санақ системасы-

'ЛМІШг
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на қатысты маятнпктің тербелу жазыктығы өзгерісеіз 
қалады, ал Жер огаи катысты бурылып, күн тәулігінде 
бір айналым жасайды.

Ф ендігінде маятниктіц тербелу жазыктығы күн тәу- 
лігінде 2л sin ф бүрышқа бұрылатындығьш дәлелдеуге 
болады.

Сонымеп, маятниктіц тербелу жазықтыгының аіша- 
луын бақылау (осы мақсатқа арналған маятннктер Фу­
ко маятниктері деп аталады) Жердің өз оеін айналатын- 
дығының тікелей дәлелдсмесі болады.



V Т А Р А У

ҚАТТЫ ДЕНЕ МЕХАНИКАСЫ 

§ 34. Қатты дене қозғалысы1

Біз кіріспеде қатты дене козғалысыныц иегізгі екі тү- 
рімен — ілгерілемелі және айналмалы қозғалысымен — 
таныстық.

Ілгерілемслі қозғалыс кезінде дененің барлық нүкте- 
лсрі бірдей уакыт аралығында шамасы мен бағыты бо- 
йынша бірдей орын ауыстырады, осыныц салдарынан 
барлық нүктелердің жылдамдығы мен үдеуі уақыттыц 
орбір мезетіндс бірдей болыгт отырады. Сондықтам дсне- 
пің барлық қозгалысын түгелдей сипаттау үшін дене 
нүктелеріиіц ішінен оиың біреуінің (мьгсалы, оның инер­
ция центрінің-) қозғалысын аиықтаудың өзі жеткілікті.

Айналмалы қогалыс кезінде қатты дененің барлық 
нүктслері шсңбер бойымен қозғалады, олардыц центр- 
лер! айналу осі деп аталатыи бір түзудің бойында жата- 
ды. Айналмалы қозғалысты снпаттаи баяидау үшін ке- 
цістіктегі айналу осініц қалпын және әрбір уақыт мезе- 
тіндегі дененің бұрыштық жылдамдығын білу ксрек.

Байқасақ, қатты дсненіц кез келген қозғалысын жо- 
гарыда айтылган қозғалыстың негізгі екі түріиіц қабат- 
тасуы ретінде көрсетуге болады екен. Мұны ж а з ы қ 
қозғалыс, яғнн деиенің барлық нүктслсрі параллель жа- 
зықтықтарда орын ауыстыратын қозғалыс жағдайы 
үшін көрсетейік.. Цилиндрдің жазықтық бойынша тербе- 
луі жазық қозғалысқа мысал бола алады (82-сурет).

Қатты дененің / қалпынан 2 қалпына еркін орын

1 Осы тараудың 'барлық жсрінде, 45-параграфты қоспағанда, аб­
солют қатты дене қарастырылады.
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а у ы с т ы р у ы н  ( 8 3 - с у р е т )  е к і  о р ы н  а у ы с т ы р у д ы ң  —  1 к а -  

л ы г і ы н а н  1' н с м е с е  / "  қ а л п ы н а  і л г е р і л е м е л і  о р ы п  а у ы с -  

т ы р у д ы ц  ж ә н е  О '  о с і н е н  н е м е с е  О "  о с і н е н  б у р ы л у д ы ц  —  

қ о с ы н д ы с ы  р е т і н д е  к ө р с е т у г е  б о л а д ы .  С і р ә ,  о р ы н

а у ы с т ы р у д ы  о с ы н д а и  е т і п  

і л г с р і л с м е л і  ж ән с  а й н а л -  

м а л ы  қ о з г а л ы с қ а  а ж ы р а -  

т ы п  б ө л у д і  с а и с ы з  к ө п  т ә -  

с і л д е р м е н  ж ү з е г е  а с ы р у г а  

б о л с а  к е р е к ,  а л а й д а  қ а н -  

д а й  ж а ғ д а й  б о л с а  д а  б і р -  

а қ  ф  б ұ р ы ш ы н а  б у р ы -  

л а д ы .
Ж о ғ а р ы д а  а й т ы л ғ а н ғ а  

с ә й к е с  д е н е н і ң  қ а н д а й  д а  б о л с ы и  б і р  н ү к т е с і н і ң  d s  э л с -  

м е н т а р  о р ы н  а у ы с т ы р у ы н  е к і  —  « і л г е р і л е м е л і »  d s u }Kdm  
« а й н а л м а л ы »  d s aii —  о р ы н  а у ы с т ы р у ғ а  ж і к т е у г е  б о л а д ы :

d s  =  d s u  + d s aa,
м ұ н д а  d s u  б а р л ы қ  н ү к т е  ү ш і н  б і р д е й  б о л а д ы .

d s  о р ы н  а у ы с т ы р у ы н  о с ы н д а й  е т і п  ж і к т е у д і ,  б і з д і ң  

ж о г а р ы д а  к ө р г е н і м і з д с й ,  ә р  т ү р л і  ә д і с т е р м с н  ж ү з с г с  а с ы -

®3-сурет.
р у г а  б о л а д ы  ж ә н е  ә р б і р  ж а ғ д а й д а  d s ati а й н а л м а л ы  о р ы н  

а у ы с т ы р ы л у ы  д е н е н і ң  б і р  б ұ р ы ш ы н а  ( б і р а қ  ә р  т ү р л і  

о с ь т е р г е  қ а т ы с т ы )  б ұ р ы л у ы  а р қ ы л ы  ж ү з с г е  а с ы р ы л а д ы ,  

а л  о с ы  у а қ ы т т а  d s u '>KDHc d s aa м о и д с р і  o p  т ү р л і  б о л ы п  

ш ы ғ а д ы .

d s - т і  т и і с т і  d t  у а қ ы т  а р а л ы ғ ы п а  б ө л і п ,  н ү к т с н і ц  \' 

ж ы л д а м д ы г ы н  ш ы ғ а р ы п  а л а м ы з :

v  =
ds
I t

d  s іл 
dt +

^saA
dt =  v 0 + v '
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м ұ н д а ғ ы  v 0 —  д е н е н і ц  б а р л ы қ  н ү к т е л е р і  ү ш і н  б і р д е й  б о -  

л а т ы н  і л г е р і л е м е л і  к о з ғ а л ы с т ь ш  ж ы л д а м д ы ғ ы  ж ә н е  \ ' —  

д е н е н і ң  ә р  н ү к т е л с р і  ү ш і н  ә р  т ү р л і  б о л а т ы н  а й н а л м а л ы  

қ о з ғ а л ь і с т а н  п а й д а  б о л а т ы н  ж ы л д а м д ы қ .

С о н ы м е н ,  қ а т т ы  д е н е н і ң  ж а з ы қ  қ о з ғ а л ы с ы н  е к і  —  v0 
ж ы л д а м д ы қ г і с н  қ о з ғ а л а т ы н  і л г е р і л е м е л і  ж ә н е  со б ұ р ы ш -  

т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  ( 8 2 - с у р е т т е  со в е к т о р ы  ч е р т е ж д і ц  

а р г ы  ж а г ы н д а  ч е р т е ж  ж а з ы қ т ы ғ ы н а  п е р п е н д и к у л я р  б а -  

ғ ы т т а л ғ а н )  а й н а л а т ы н  а й н а л м а л ы  қ о з ғ а л ы с т ы ң  қ о с ы н -  

д ы с ы  р е т і н д е  к ө р с е т у г е  б о л а д ы .  К ү р д е л і  қ о з ғ а л ы с т ы п  

о с ы н д а й  т ү с і н і г і н  v0 ж ә н е  v' м ә н д е р і м е н  а ж ы р а т ы л а т ы н ,  

б і р а қ  б і р  ғ а н а  со б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л -  

д а м д ы ғ ы н а  с ә й к е с  к е л е т і н  т о л ы п  

ж а т қ а н  т ә с і л д е р м е н  ж ү з е г е  а с ы -  

р у ғ а  б о л а д ы .  М ы с а л ы ,  ж а з ы қ т ы қ  

ү с т і м е н  с ы р ғ ы м а й  д о м а л а й т ы н  

ц и л и н д р д і ң  қ о з ғ а л ы с ы н  ( 8 2 - с у -  

р е т )  Vo  ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  қ о з ғ а л а -  

т ы н  і л г е р і л е м е л і  ж ә н е  с о н ы м е н  

б і р  у а қ ы т т а  О о с і н е н  со б ұ р ы ш -  

т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  а й н а л а т ы н  

а й н а л м а л ы  қ о з ғ а л ы с  р е т і н д е ,  н е -  

м е с е  vo =  2v0 ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  

қ о з ғ а л а т ы н  і л г е р і л е м е л і  ж ә н е  О "  о с і н е н  с о л  со б ұ р ы ш -  

т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  а й н а л а т ы н  а й н а л м а л ы  қ о з ғ а л ы с  

р е т і н д е ,  н е м е с е ,  е ң  а қ ы р ы н д а ,  О '  о с і н е н  т а ғ ы  д а  с о л  со 
б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  а й н а л а т ы н  б і р  ғ а н а  а й н а л ­

м а л ы  қ о з ғ а л ы с  р е т і н д е  к ө р с е т у г е  б о л а д ы .

Қ а т т ы  д е н е н і ң  к ү р д е л і  қ о з ғ а л ы с ы м е н  с а л ы с т ы р ы л ы п  

қ а р а с т ы р ы л а т ы н  с а н а қ  с и с т е м а с ы н  қ о з ғ а л м а й д ы  д е п  

а т а п ,  д е н е  қ о з ғ а л ы с ы н  қ о з ғ а л м а й т ы н  с и с т е м а м е н  с а л ы с -  

т ы р ғ а н д а  v0 ж ы л д а м д ы ғ ы м е н  і л г е р і л е м е л і  қ о з ғ а л ы с  ж а -  

с а й т ы н  с а н а қ  с и с т е м а с ы н д а  со б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы қ п е н  

а й н а л а т ы н  а й н а л м а л ы  қ о з ғ а л ы с  р е т і н д е  к ө р с е т у г е  б о ­

л а д ы .

Қ а т т ы  д е н е н і н  а й н а л у ы н а н  п а й д а  б о л а т ы н  г р а д и у с -  

в е к т о р ы  б а р  н ү к т е н і ң  с ы з ы қ т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы  ( 8 4 - с у -  

р е т )  м ы н а ғ а н  т е ң :

v '=  [сог].
Д е м е к ,  к ү р д е л і  қ о з ғ а л ы с  к е з і н д е г і  о с ы  н ү к т е н і ң  ж ы л -  

д а м д ы ғ ы н  м ы н а  т ү р д е  к ө р с е т у г е  б о л а д ы :

v = v0+  [сог]. (34.1)

со
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Екі қозғалысқа да — ілгерілемелі және айналмалы — 
қозғалысқа қатыса отырып, қозғалмайтын күйінде ка- 
латын нүктелер (олар дене шегінде немесе онан тыс жа- 
туы мүмкін) болады. Шындығында да, берілген v0 мсн 
со-да (34.1) формуласы нольге тең болатын г мәнін әр- 
қашанда табуға болады. Ілгерілемелі қозғалыс жасай- 
тын санақ системасының берілген моменттегі жылдам- 
дыгы v0 болсын (85-сурет) Бүл снстсмада дене стрелка- 
мен көрсетілген бағытта со бұрыштык, жылдамдығымен 
айналады. Айналудан пайда болған жылдамдығының 
әр түрлі нүктелер үшін суретте көрсетілгендей мәндері 
болады. О' нүктесі үшін v0 және жылдамдықтары ша- 
масы бойынша тең, ал бағыты бойынша қарама-қарсы 
болады. Демек, осы нүктенің қозғалмайтып санақ систе- 
масына қатысты жылдамдыгы нольге тең.

Сонымен қатар, егер ец болмаганда бір г векторы 
болып, оны со-мен векторлық көбейткенде vo-re тец век­
тор шығатын болса, онда со-мен векторлық көбейтксн 
кезде осындай нәтижс шығатын тағы да бірқатар век- 
торлар бар болады; со-ның 86-суретте көрсетілгсн кез 
келген г векторымен векторлық көбентіндісініц шамасы 
мен бағыты бірдей болады. Осы радиус-вскторлармен 
анықталатын нүктелер қарастырылып отырғаи уақы? 
мезетінде қозғалмаіітын нүктелер болады. Суреттен кө- 
рініп түрғаныпдаіі, бул нүктелср бір түзудің бойында 
жатады әрі лездік а і і н а л у  ос і  деп аталатындьт жа- 
сайды. Қозғалмайтын санақ спстемасына жоне дспеніц 
өзіне қатысты лездік айналу осініц қалпы, жа.іпы а.іғаи-
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д а ,  у а қ ы т қ а  б а й л а н ы с т ы  ө з ғ е р е д і .  Д о м а л а й т ы н  ц и л и н д р  

ж а ғ д а й ы н д а  ( 8 2 - с у р е т )  О '  л с з д і к  о с і  ц и л и н д р  м е н  ж а -  

з ы қ т ы қ т ы ң  ж а н а с у  с ы з ы ғ ы м е н  д ә л  к е л е д і .  Ц и л и н д р  

ы р ғ а л ғ а н  к е з д е  л е з д і к  о с ь  ж а з ы қ т ы қ  б о й ы н ш а  д а  ( я ғ н и  

қ о з ғ а л м а н т ы н  с а н а қ  с и с т е м а с ы н а  қ а т ы с т ы ) ,  с о н д а й - а қ  

ц и л и н д р  б е т і  б о й ы н ш а  д а  о р ы н  а у ы с т ы р а д ы .

У а қ ы т т ы ц  ә р б і р  м е з е т і  ү ш і н  д е н е н і ң  б а р л ы қ  н ү к т е л е -  

р і н і ң  ж ы л д а м д ы ғ ы н  т и і с т і  л е з д і к  о с ь т е н  а й н а л у д а н  

п а й д а  б о л ғ а н  д е п  е с е п т е у г е  б о л а д ы .  Д е м е к ,  қ а т т ы  д е н е -  

н і ц  ж а з ы қ  қ о з ғ а л ы с ы н  л е з д і к  о с ь т е н  а й н а л а т ы н  т і з б е к -  

т е л г е н  э л е м е н т а р л ы қ  а й н а л ы с т а р д ы ң  к а т а р ы  р е т і н д е  

қ а р а с т ы р у ғ а  б о л а д ы .

Ж а л п ы  ж а ғ д а й д а  қ о з ғ а л ы с т ы  ( ж а з ы қ  е м е с )  л е з д і к  

о с ь т е н  а й н а л а т ы н  а й н а л ы с  р е т і н д е  ж ә н е  о н ы м е н  б і р г е  

о с ы  о с ь т і ң  б о й ы м е и  і л г е р і л е м е л і  о р ы н  а у ы с т ы р а т ы н  қ о з -  

ғ а л ы с  р е т і н д е  қ а р а с т ы р у ғ а  б о л а д ы .

§ 35. Қатты дененіц инерция центрінің қозғалысы

Д е н е и і  Am-t э л с м е н т а р  м а с с а ғ а  б ө л і п ,  о н ы  ө з  а р а  о р -  

н а л а с у ы  ө з г е р і с с і з  қ а л а т ы н  м а т е р и я л ы қ  н ү к т е л е р  с и с т е -  

м а с ы  р е т і н д е  қ а р а с т ы р у ғ а  б о л а д ы .  О с ы  э л е м е н т а р  м а с -  

с а л а р д ы ң  к е з  к е л г е н і  қ а р а с т ы р ы л а т ы н  д е н е н і ң  б а с қ а  

э л е м е н т а р  м а с с а л а р ы н ы ц  о ғ а н  э с е р  е т у і н е н  п а й д а  

б о л ғ а н  і ш к і  к ү ш т е р д і ң  д е ,  с о н д а й - а қ  с ы р т қ ы  к ү ш т е р д і ң  

д е  ә с е р і н д е  б о л а д ы .  М ы с а л ы ,  е г е р  д е н е  Ж е р д і ң  т а р т ы -  

л ы с  к ү ш і н і ң  ө р і с і н д е  б о л с а ,  д е н е н і ң  ә р б і р  A m t э л е м е н ­

т а р  м а с с а с ы н а  A m i g -те т е ң  с ы р т қ ы  к ү ш  э с е р  е т е т і н  б о ­

л а д ы .
Ә р б і р  э л е м е н т а р  м а с с а  ү ш і н  Н ы о т о Н н ы ц  е к і н ш і  з а -  

ң ы н ы ң  т е ң д е у і н  ж а з а й ы қ :

А /72  ̂лV  ̂ =  f  і - р Ь , - ,  ( 3 5 . 1 )

м ұ н д а ғ ы  f і —  б а р л ы қ  і ш к і  к ү ш т е р д і ң  қ о р ы т қ ы  к ү ш і ,  а л  

Ғ * — б е р і л г е н  э л е м е н т а р  м а с с а ғ а  т ү с і р і л г е н  б а р л ы қ  

с ы р т қ ы  к ү ш т е р д і ң  қ о р ы т қ ы  к ү ш і .  Б а р л ы қ  э л е м е н т а р  

м а с с а л а р  ү ш і н  ж а з ы л ғ а н  ( 3 5 . 1 )  т е ц д е у д і  қ о с қ а н д а ,  м ы -  

н а у  ш ы ғ а д ы :

ZArrii  \V /  =  S f £ + 2 F Z. ( 3 5 , 2 )

А л а й д а  с и с т е м а д а  э с е р  е т е т і н  б а р л ы қ  і ш к і  к ү ш т е р д щ  

қ о с ы н д ы с ы  н о л ь г е  т е ц .  С о н д ы қ т а н  ( 3 5 . 2 )  т е ң д е у і  м ы н а -  

д а й  т ү р д е  ы қ ш а м д а л а д ы :

2 Д т / w ,  =  2 F ^  ( 3 5 . 3 )
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мұның оң жағыидағысы — денегс эсер ететін барлық 
сыртқы күштердің қорытқы күші. (35.3) теңдеуініц сол 
жағында тұрған қосындысы дененіц т массасының оныи 
инерция центрінің w k үдеуіне көбейтіндісімен алмасты- 
руға болады. Шындығында, инерция центрінің радиус- 
векторы анықтама бойынша [(23.1) формуласын қара- 
ңыздар] мынаған тең:

rt
* т  '

Осы қатысты уақыт бонынша екі рст дифференцналдап 
жәие rK = w K, ал 1̂  =  лу£ екендігін есксре отырып, былай 
жазамыз:

mw K-'ZAtni Wj. (35.4)
Демек,

(35.5)
осыдан мынадай қорытынды шығады: массасы дсненің 
массасына тең матсриялық нүкте дснсгс түсірілгсп б а р -  
лык, күиітердің ықпалымеп қалай қозғалса, ңатты дсне- 
нің инерция центрі де дәл солай қозгалады.

Егер дененің массасы және оған эсер ететін күштср 
белгілі болса, онда (35.5) тецдеуі қатты депсніц инерция 
центрініц қозгалысын анықтауға мүмкіндік береді. !лге- 
рілемелі қозғалыс жағдайында бұл теидеу тек инерция 
центрінің үдеуін ғана емес, еонымен катар дененіц кез 
келгеи басқа нүктесінің үдеуін де аныктайтын болады.

§ 36. Қатты дененің айналысы. Күш моменті
Дененің қозғалмантын осьтен айналу снпатының не­

мей анықталатындығын анқындау үшін келесі тәжірибе- 
ні қарастырайық. Жеңіл крестовина түріндегі денені

алайық, оның ұштары- 
на тең шомбал m жүк- 
тері бекітілген (87-су- 
рет). Крестовинаныц 
цснтріне сатылы шкив 
бекітейік. Крсстовина- 
ны шкивпсп коса оське 
кигізейік, мүнда оеьтен 
айпалған кездс панда 
бол аты 11 ү й ке л і с ті ц
елемейтіндей аз болу 
жағыи карастырайық.
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Шкив сатыларының біреуіне жіптің бір ушын бекі- 
тіп. оны шкнвті айналдыра орайық та, жіптің екінші бос 
ұшьтн блок арқылы асыра салып, оған Р жұгін ілейік. 
Егер Р жүгін төмен түсірсек, онда ш бұрыштық жылдам- 
дыгы барған сайын артып отыратын крестовина айнала 
бастайды, сонымен қатар бүл айналыс бір қалыпты үд^- 
мелі айналыс болады.

Р жүгінін шамасын, шкивтіц I радиусын, жүктердіц 
т массасын және олардың айналу осінен R қашықтығын 
құбылта отырып, осы факторлардың (5 бұрыштық үдеуі- 
піц шамасыпа қалай эсер ететіндігін зерттсйік. Осыған 
ұқсас зерттеулердің нәтнжелері р бүрыштық үдеуініц

1) жіптің f керілуіне және шкивтің / радиусына тура 
пропорционал;

2) жүктердің т массасына және олардыц айналу осі- 
пен / қашықтыгыныц квадратына кері пропорционал 
екендігін көрсетеді.

Демек, айналмалы қозғалыстыц үдеуі тек денеге эсер 
ететін f күшінің шамасына гана е.мес, сонымен қатар 
айналу осінен өн бойымен күш эсер ететін сызықка дс- 
йінгі I қашықтығына да тәуелді екен. fl көбейтіндісі ан- 
налу осіне қатысты к ү ш  м о м е н т і  деп аталатын ша­
маны береді.

Осы қарастырылған тәжірибеден 
бүрыштық үдеудіц шамасына тек аіі- 
палып тұрған дененің массасы ғана 
емес, сонымен катар оған массаның 
айналу осіне қатысты таралуы да эсер 
етеді деген қорытынды шығады.
Осы екі жағдай да есепке алынатын 
шама денснің айналу осіне катысты 
и н е р ц и я  м о м е н т і ден аталады.

Сонымен, айналмалы қозғалысты 
зерттеу үшін екі жаңа физикалық ша­
маны — күш моментін және инерция 
моментін — қарастыруға енгізу қажет. 88-сурст.

Күш моменті ұгымын айқындаудан бастайык. Ал 
инерция момснті келесі параграфтарда қарастырылады.

Күштіц нүктелерге қатысты моменті. Кейбір О нүкте- 
сіі-ге қатысты f күш моменті деп,

m=[rf] (36.1)
өрнегімсп апықталатып і\\ векторлық шаманы айтады,
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мұндағы г — О пүктесінен күш түсірілетін нүктеге жүр- 
гізілген радиус-вектор. Осы анықтаманы түсіндіретін 
88-сурет өзіне қатысты инерция моменті алынатын О 
нүктесі және f векторы сурет жазықтығында жатады де­
ген ұйғарыммен орындалған. Сонда г векторы да осы 
жазықтықта орналасады, ал /v\. векторы сурет жазық- 
тығына перпендикуляр және бізден әрі қарай бағыттал- 
ған. г.\ векторы іштей сызылған кресі бар дөңгелектеп 
кесінделген.1

(36.1) анықтамасынан М векторының аксиаль вектор 
екендігі шығады. Оның бағыты, күш бағытында О ыүкте- 
сінен айпалатын айналыс пен М векторы оц бұрандалы 
система кұрайтындай етіп, тацдап алынған.

М векторыпыц модулы мынаған тең:
M = rf sin a = lf, (36.2)

О
-.fr

мұпдағы a  — г және 1 векторлары бағытыныц арасында- 
ғы бұрыш, ал / = r s i n a  — нүктесінен өн бойымен күш 
эсер ететін түзуге түсірілгеп перпендикулярдың ұзынды-

ғы (88-суретті қараңыздар). Бұл 
ұзындық к ү ш т і ң О н ү к т е 
с і н е қ а т ы с т ы и і н і деп ата- 

ч* лады.
Күш моменті мен опыц моду- 

лына арналған (36.1) және (36.2) 
формулаларына басқаша гүр бе- 
руге болады. Бұл үшін f күш век- 

89-сурет. торын екі құраушыға: г-мен кол-
линеарлы і г қүраушысына және 

r -ге перпендикуляр Іүқұраушысына жіктейік (89-су{^т). 
Егер центрі О нүктесінде болатып г радиусты пк-цбсрді 
көзге елестетсек, онда Б қүраушысы жанама бойымен

\
\

/

' t -

шеңберге бағытталған болады. (36.1) формуласыидағы 
1 векторын f r +  fT қосындысымен алмастырып, вскторлық

1 Будаи бұлай сурет жазықтығына пергіондикулчр век горды, стер 
вектор біздеи әрі карам багытталса, крссі бар дөцге.юкиен ;кане стар 
вектор бізге қарай бағытталса, центріиде пүктесі бар дөцгелекпен, 
кескіндейтін боламыз. Көрмекі болу үшін векторды конус тәрізді ушы 
жэне соньшда крест торізді таянышы бар жебе түріпде кезге олес- 
тетуге болады. Соида, егер вектор бізге карам багытіалса (жебебіі- 
ге карам үшып келе жатса), біч мүктсеі ба]> доңгелскті. ал егор век­
тор біздеп эрі карам блгьп галса (жебе біздем эрі карам үпіып бара 
жатса), біч кресі ба|) доңг<‘Л(’кті кмреміз.
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көбейтіндінің дистрнбутивтілік қасистіп пайдалаиайык: 
гЛ= [rf] =  [r, (fr +  fT ) ] =  [г, іг ] + [г, I  ].

Біздіц осыдап шыгарып алкан өрпеғіміздіц бірінші 
қосылғышы нольге тсң, өйткені г және векторлары 
коллинеарлы векторлар. Дсмек, күштіц пүктсгс қатысты 
момснтіп мынадай түрдс көрсетугс болады:

М=[г, fT J. (36.3)
г және fx векторлары өз ара перпендикуляр болған- 

дықтан, in векторыныц модулы мынаған тең:
M = rfx (36.4)

Векторлық көбейтіндінің дистрибутивтілігіпеп мына­
дай қорытынды шығады: күш түсетіп ортақ нүктесі бо- 
латын қосынды күштердің моменті қосылғыш күш мо- 
менттерінің қосындысына тең:

/іі= [rf] =  [r (f і +f '2 +  . ••)] =  [rfj] +  [гГг] + . . .=
=  г,\ 1 +  F1V2 +... (36.5)

1(0с күштіц моменті. Қос күш дсп, шамасы бойыпша 
бір-біріне тец, қарама-қарсы бағытталган, бір түзудіц

ftі

һл.
1  ‘ -і 
! \ !0<~ — --------

с2 і
1
<2

90-сурет.

ft

бойымен эсер етпейтін екі күшті айтады (90-сурет). Өн 
бойымен күштер эсер ететін түзулердің / — ара қашық- 
тыгы. кос күштің иіні деп аталады. Қос күштің кез кел- 
ген нүктеге қатысгы моменті біреу-ақ болатындыгын 
көрсетейік. Мұны ец әуелі күш эсер ететін жазықтыкта 
жатқан нүкте үшін дәлелдейік (90-суреттІ қараңдар). 
f, және f2 күштердің бірдей модулын / әрпі.мен белгі- 
лейік. f] күш моменті / / і-ге тец және ол бізге қарай ба-

7* 131



ғ ы т т а л ғ а н ,  а л  f 2 к ү ш  м о м е н т і  f l 2- г е  т е ң  ж ә н е  о л  ч е р т е ж -  

д е н  ә р і  қ а р а й  б а ғ ы т т а л ғ а н ,  Қ о р ы т қ ы  м о м е н т  ч е р т е ж д е н  

ә р і  қ а р а й  б а ғ ы т т а л ғ а н  ж ә н е  о л  м ь і н а ғ а н  т е ң :

О с ы д а н  ш ы қ қ а н  ө р л е к  қ о с  к ү ш  ж а т -  

қ а и  ж а з ы қ т ы қ т а ғ ы  О  н ү к т е с і н і ң  о р н ы -  

н а  т ә у е л д і  е м е с .

Е н д і  О  н ү к т е с і н  қ а л а у ы м ы з ш а  т а ң -  

д а п  а л а й ы қ  ( 9 1 - с у р е т ) .  О с ы  н ү к т е д е н  

f i  ж ә н е  f 2 к ү ш т е р і  т ү с е т і н  н ү к т е г е  д е й і и  

Г і  ж ә н е  г 2 р а д и у с - в е к т о р л а р ы н  ж ү р г і -  

з е й і к .  f i  к ү ш і  т ү с е т і н  н ү к т е д е н  f 2 к ү ш і  

т ү с е т і н  н ү к т е г е  д е й і н  Г і 2 в е к т о р ы н  ж ү р -  

г і з е й і к .  О с ы д а н  м ы н а у  а й қ ы н :

f
Г 2 =  Г !  +  Г і 2 . ( 3 6 . 6 )

f i  ж ә н е  f 2 к ү ш т е р д і ң  қ о с ы и д ы  м о ­

м е н т !  м ы и а г а н  т е ц :

М =  [ r , f , J  -f- [ r 2f 2 ] • 

г 2- н і  ( 3 ( ) . 6 )  ф о р м у л а ғ а  с ә й к е с  а л м а с т ы р ы п  ж ә н е  в е к -  

т о р л ы қ  ' к ө б е й т і н д і н і ң  д п с т р и б у т и в т і л і г і н  п а й д а л а н ы п ,  

м ы п а н ы  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

92-сур(-г.

№ — [ n f i ]  +  [ ( Г і  Ң - г і 2 ) f 2] == [ r j f i ]  +  [ r , f 2 J +  [ f i 2 f 2 ] .

A

f i  =  —  f 2 б о л ғ а н д ы қ т а н ,  а л д ы ц ғ ы  е к і  

қ о с ы л ғ ы ш т а р  ө з  а р а  ж о й ы л ы п  к е т е д і  

д е ,  а қ ы р ы н д а  м ы н а у  ш ы ғ а д ы :

Д І =  [ r 12f 2 ]

С о н ы м е н ,  қ о с  к ү ш т і ң  м о м е н т і  к ү ш  

ж а т қ а н  ж а з ы қ т ы қ қ а  п е р п е н д и к у л я р  

( 9 2 - с у р е т )  ж ә г і е  с а н  ж а ғ ы н а н  к ү ш -  

т е р д і ц  к е з  к е л г е н і н і ң  м о д у л ы  м е н  к ү ш  

и і н і н і ң  к ө б е й т і н д і с і н е  т е ц .

К ү ш т і ң  о с ь к е  қ а т ы с т ы  м о м е н т і .

Е г е р  д е н е  О  н ү к т е с і н е  қ а т ы с т ы  е р к і н -  

ш е  а й н а л а т ы н  б о л с а ,  о н д а  д е н е  f  к ү ш і -  

н і ң  ә с е р і м е н  о с ь т е н  б ұ р ы л а д ы ,  а л  б ү л  

о с ь  к ү ш  п е н  О  н ү к т е с і  ж а т к а н  ж а з ы қ -  

т ы к к а  п е р п е н д и к у л я р ,  я ғ і і и  о л  б  е  р  і л  г  е  н  

қ а т ы с т ы  к ү ш  м о м е н т і н і ц  б а г ы т ы м е н  с ә й к е с  к е л е д і .  

М о м с н т т і ң  ш а м а с ы  к ү ш т і ң  д е н е н і  о с ы  о с ь т е н  а й н а л д ы р а  

а л а т ы н  қ а б і л е т т і л і г і н  с и п а т т а й д ы .

Е г е р  д е н е  т е к  к е й б і р  б е л г і л е и г е н  о с ь т е н  г а н а  а п н а л а

93-суічм. 

н  ү  к  т  е  г  е
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а л а т ы и  б о л с а ,  о п д а  д е н е н і  о с ы  о с ь т с п  а й п а л д ы р а  а л а т ы н  

к ү ш т і ц  қ а б і л е т т і л і г і  к  ү  ш  т  і ң  о  с  ь  к  е  қ  а  т  ы  с  т  ы  

м  о  м  е  н  т  і д е п  а т а л а т ы п  ш а м а м е н  с и п а т т а л а д ы .

О с ь к с  қ а т ы с т ы  f к ү ш  м о м е н т і н і ц  н о  е к е н д і г і н  а н ы қ -  

т а у  ү ш і н ,  О  н ү к т е с і н е  қ а т ы с т ы  f м о м е н т і п  т а у ы п ,  О  н ү к -  

т е с і н е н  о с ы  м о м е н т т і ц  М  в е к т о р ы и  с а л а м ы з  ( 9 3 - с у р с т ;  

f, г ж ә п е  М в е к т о р л а р ы  с у р с т  ж а з ы қ т ы г ы н д а  ж а т п а й д ы  

д е п  ү й г а р ы л а д ы ) .  О  н ү к т е с і  а р қ ы л ы  z  о с і  д е п  а т а л а т ы н  

о с ь  ж ү р г і з і п ,  М  в е к т о р ы н  е к і  қ ұ р а у ш ы ғ а ;  о с ь к е  п а р а л ­

л е л ь 1 іх\ z қ ұ р а у ш ы ғ а  ж ә н е  о с ь к е  

п е р п е н д и к у л я р  і \ \±  қ ұ р а у ш ы ғ а  ж і к -  

т е й і к .

О  н ү к т е с і н е  қ а т ы с т ы  ( о с ь т е  ж а т -  

қ а н )  к ү ш  м о м с н т і н і ң  z  о с і н е  п а р а л ­

л е л ь  қ ұ р а у ш ы с ы  к  ү  ш  т  і ң  о с ь к е  

қ  а  т  ы  с  т  ы  м  о  м  е  н  т  і д е п  а т а л а -  

д ы .  К ү ш т і ц  о с ь к е  қ а т ы с т ы  м о м е п т і н  

іҮ і , с п м в о л ы м е н  б е л г і л е п ,  м ы н а н ы  

ж а з у ғ а  б о л а д ы :

M , =  [ r f L .  ( 3 6 . 7 )

М  б е р і л г е н  к е з д е  іх\г в е к т о р ы н ы ң  

ш а м а с ы  м е н  б а ғ ы т ы  z  о с і н  т а ң д а п  

а л у ғ а  т ә у е л д і  б о л а д ы .  Е г е р  z  о с і  М  94 -еурет .  

в е к т о р ы н ы ц  б а г ы т ы м е н  д о л  к е л с с ,

о н д а  М г  в е к т о р ы  М  в е к т о р ы н а  т е ң ,  c r e p  z  о с і  М  в е к т о -  

р ы н а  п е р п е н д и к у л я р  б о л с а ,  о н д а  М г  =  0  б о л а д ы .

ix\z в е к т о р ы  ү ш і н  ж а з ы л ғ а н  ( 3 6 . 7 )  ө р н е г і н  ө т е  к ө р -  

н е к і  е т і н  к ө р с е т у г е  б б л а д ы .  ' Б ұ л  ү ш і н  г р а д и у с - в е к т о р ы н  

е к і  қ ұ р а у ш ы н ы ң :  о с ь к е  п а р а л л е л ь  г г  қ ұ р а у ш ы с ы  м е п  

о с ь к е  п е р п е н д и к у л я р  R  қ ұ р а у ш ы с ы п ы ц  қ о с ы н д ы с ь т  т ү -  

р і н д е  к ө р с е т у г е  б о л а д ы  ( 9 4 - с у р е т )  С о и д а  z  о с і н е  қ а т ы с -  

т ы  к ү ш  м о м е н т і н  м ы н а д а й  т ү р д е  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

= [rf], = [ (Г2 + II), f], = [Г„ (] г + [Rf]
А л а й д а  [r,f] в е к т о р ы  z  о с і н е  п е р п е н д и к у л я р ;  д е м е к ,  

о н ы ң  о с ы  о с ь  б о й ы н ш а  қ ұ р а у ш ы с ь ;  н о л ь г е  т е ң .  С о н д ы қ -  

т а н  б і з  м ы н а д а й  ф о р м у л а ғ а  к е л е м і з :

1 М г  құраушысын М г  символымен бел- .іепетііі М пекторы- 
ітнц проекциясынан айыра білу керек. Мг — вектор, — ска- 
іяр алгебралық шама; олардың арасында жай байланыс болады: 

M z , мұндагы e z— z  осінің б і р л і к  векторы (орты). [Бул ортты 
k cBMBO.iuMCH де белгілейді; (2.8) формуланы қарацдар.]
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M*=[Rf]*. (36.8)
Ііпді f күш вокторып: fn — 2 осіне параллель, Ц> — R 

векторына коллинеарлы, ец ақырында, fT — 2 осі жопе 
R векторы арқылы өтетіп, жазықтыққа перпендикуляр 
үш құраушының қосындысы түрінде көрсетейік. Соңгы 
құрауіиы 94-сурстте кресі бар дөңгелекпен кескіпделген. 
Егер цептрі 2 осінде болатып радиусы R шеңбер түріиде 
көрсетсек, онда fx құраушы осы, шеңберге жанама бо- 
йымен бағытталған болады. (36.8) өрнегіндегі f векто- 
рын жоғарыда аталған құраушылардың қосындысымен 
алмастырайық:

3=[R.(fj +f« +f-)L= [ R, f і һ +  [R.OL + [R.f.L- 
Үш қосылғыштардың әрқайсысын жеке-жеке қарас- 

тырайық. [R, f ;| ] векторы z осіне перпендикуляр, сон- 
дықтап опыц ось бойынша құраушысы нольге тең. 
[R, ] векторы өзінеп-өзі нольге тең, өйткені оны
жасайтын құраушы көбейткіштері коллшіеар болады. 
Демек, алғашқы скі қосылғыштар нольге тең. [R, f x ] 
векторы 2 осіпе параллель (оның көбейткіштерініц екі 
қүраушысы да 2 осіне перпендикуляр), сондықтап ось 
бойыпдагы оның қүраушысы өзіпе тең: [R, fT]z =[R , fx ]z 
Соиымсп, біз мыпа формулага ксліп тірелсміз:

M*=[R, fx ). (36.9)
R жопе fx вскторлары өз ара перпендикуляр. Сондық- 

тап М, векторыныц модулы мынаган теп:
\i\\z \= R i\  1 (36.10)

R ша.масы 2 осіие қатысты f- күшініц иіні деп ата- 
лады.

(36.9) өрнегіпеи /V\z момеиті дспегс күш түсіріп, сол 
дснспі 2 осіпен бүра алатын f күшінің қабілеттілігін еи- 
паттайтындыгын оңай байқауга болады. Шындыгында, 
fi,l жопе ід құраушылары 2 осіиен айналысты тудыра 
алмайды. Демек, біз қарастырып отырған бұрылысты тек 
fT құраушысы ғана тудыруы мүмкін, сонымен қатар бүл 
қүраушының R піпі неғүрлым үлкен болса, ол бүрылыс- 
ты согұрлым ойдагыдай жүзеге асыра алады.

Сопдай-ак, оське қатысты момент үшін де (36.5) қа-
1 \ \ z  вскторынын ыодулын A J  z  символы арқмлы белгілсуге бол- 

манды, әйткені соцгы символ М пекторыныц г  осіис түсірілті цроек- 
циясын белгілеііді, п.п бүл проекциянын. шамасы он да, соил;п'і-ақ 
тepic те болуы мүмкін. Вектор модулы орқашан дл оц інама. Соч- 
дықтап мыпадаіі катыс дурыс болады: | b t\z  | — |А1г |.
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Т Ы С Ы  д о л  о о л а д ы ,  я г н і і  қ о р ы т қ ы  м о м е н т  е о л  о с ь к е  к а т ы с -  

т ы  қ о с ы л г ы ш  к ү ш т е р  м о м с н т і н і ц  қ о с ы п д ы с ы н а  т е ц :

iV\ 2 =  /VlZ( —А Л - f - (Зб.  I I ) 
І ш к і  к ү ш т е р д і ц  қ о с ь ш д ы  м о м е н -  

т І .  Қ а н д а й  д а  б о л е ы н  е к і  э л е м с н т а р  

м а с с а н ы ң  б і р - б і р і н е  э с е р  е т е т і н  |

к ү ш т е р і  б і р  т ү з ү д і ң  б о й ы н д а  ж а т ы р  (У г

( 9 5 - с у р е т ) .  О л а р д ы ң  е р к і н ш е  а л ы н -  |

ғ а н  О  н ү к т е с і н е  қ а т ы с т ы  м о м е н т т е -  О -------------- -------------1
рі шамасы жағынан тсң, бағыт- |
тары бойынша қарама-қарсы бола- |
ды. Сондыктан ішкі күштердіц мо- »f,
менттері қос-қостан бірін-бірі те- 
цестірсді, әрі материялық нүктелср- 
дің кез келгеи жүйесі үшін, атап 
айтқанда, қатты дсне үшін барлык ‘)5-су|пч.
ішкі күштер моменттсрініц қосын-
д ы с ы  ә р қ а ш а н д а  н о л ь г е  т е ң .  Б ұ л  п і к і р  к е з  к е л г е п  н ү к т е -  

г е  қ а т ы с т ы  а л ы н ғ а н  б а р л ы қ  і ш к і  к ү ш т е р д і ц  қ о е ы п д ы  

м о м е н т і  ү ш і н  д е ,  с о н д а й - а қ  к е з  к е л г е п  о с ь к е  қ а т ы с т ы  

а л ы н ғ а н  о с ы  к ү ш т е р д і ң  қ о с ы н д ы  м о м с н т і  ү ш і н  д е  о р ы н -  

д ы  б о л а д ы .

§ 37. Материялық нүкте импульсыныц момемті.
Импульс іуіоментіиің сақталу заңы

М а т е р н я л ы қ  п ү к т е и і ц  и м п у л ь с  м о м е п т і  ( қ о з ғ а л ы с  

м ө л ш е р і н і н  м о м е н т і )  к ү ш  м о м е п т і  с п я қ т ы  а й ы қ т а л а д ы .

О нүктесіне катысты 'нм пульс мо­
мент! мынаған тең:

L = [ r p ] = m [ r v ] ,  (37.1)
м ұ и д а ғ ы  г —  н ү к т с с і п с п  м а т е р п я л ы қ  

н ү к т е  о р н а л а с қ а н  к е ц і с т і к  н ү к т е с і -  

н е  ж ү р г і з і л г с н  р а д и у с - в е к т о р  ( 9 6 -  

с у р е т ;  f  в е к т о р ы  б ұ д а и  б ы л а й  қ а ж с т  

б о л а д ы ) ,  р =  п і ү  — н ү к т е  и м п у л ь с ы  

[ ( 3 6 . 1 )  ф о р м у л а с ы м с н  с а л ы с т ы р ы ц -  

д а р ] .

/ = г s i n  а  и і п і п  с н г і з і п ,  и м п у л ь с  

в е к т о р ы н ы ц  м о д у л ы и  м ы п а д а й  т ү р -  

96-сурет. д е  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

L  = tp s i n  а =  Ip. ( 7 ;7 .2 )

z  o c i n e  к а т ы с т ы  и м п у л ь с  м о м с н т і  д с п ,  о е ь т е  ж а т қ а н  О

II
т̂ г

л' j г* > ■

____
L'-ri'-xcz

г>
ti

• т
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н ү к т е с і н е  қ а т ы с т ы  а л ы н ғ а н  L  и м п у л ь с  г . і о м е н т і н і ң  о с ы  

о с ь  б о й ы н д а ғ ы  L z қ ү р а у ш ы с ы н  а й т а д ы  ( 9 7 - с у р с т ) :

'  Ь г = [ г р ] 2 . ( 3 7 . 3 )

Б і з д і  ( 3 6 . 9 )  ф о р м у л а с ы н а  к е л т і р г е н  п і к і р д і  қ а й т а л а п ,  

м ы н а н ы  т а б а м ы з :

L , =  [ R ,  р х  ] = т [ R ,  v T J ,  ( 3 7  4 )

м ұ н д а ғ ы  R  —  z  о с і н е  п е р п е н д и к у л я р  г  р а д н у с - в е к т о р ы -  

н ы ң  к ұ р а у ш ы с ы ,  а л  р т —  z  о с і  м е н  т  н ү к т е с і  а р қ ы л ы

ө т е т і н  ж а з ы к т ы қ қ а  п е р п е н д и к у -  

! z  л я р  р  в е к т о р ы н ы ң  қ ү р а у ш ы с ы .

! И м п у л ь с  м о м е н т і н і н  у а қ ы т қ а

б а й л а н ы с т ы  ө з г е р і с і н і ң  п е м е н  

а н ы қ т а л а т ы н д ы ғ ы н  д о л е л д е й і к .  

Б ұ л  ү ш і н  ( 3 7 . 1 )  ф о р м у л а с ы н  t 
у а қ ы т ы  б о й ы н ш а  д и ф ф е р е н ц и а л -  

д а й ы қ  ж ә н с  к ө б е й т і н д і и і  д и ф ф е -  

р е н ц и а л д а у  е р е ж с с і н  п а й д а л а -  

н а й ы қ :  

d  L

dt
d

dt

+

[ г р ]
d r

d t

d p

~ d t

+

( 3 7 . 5 )

ө и т к е н і  о л  о а ғ ы т т а р ы

Б і р і н ш і  қ о с ы л ғ ы ш  н о л ь г е  Т е Н ,  

б і р д е й  в е к т о р л а р д ы ц  в с к т о р л ы қ
dr

к ө б е й т і н д і с і  б о л ы п  т а б ы л а д ы .  Ш ы н д ы ғ ы н д а  д а d t
в е к ­

т о р ы  v  ж ы л д а м д ы қ  в е к т о р ы н а  т е ц ,  д е м е к ,  б а ғ ы т ы  б о й ы н -

ш а  р  — т \  в е к т о р ы м е н  д ә л  к е л с д і .  -jj - в е к т о р ы  Н ы о -

т о п н ы ц  е к і и ш і  з а д ы  б о й ы н ш а  д е н е т е  э с е р  с т е т і н  f  к ү ш і н с  

т е ң  [ ( 2 2 . 3 )  т е ң д е у і п  қ а р а ң ы з ] .  Д е м е к ,  ( 3 7 . 5 )  ө р н с г і н  б ы -  

л а й  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

- g j-  =  [ r f  I =  М ,  ( 3 7 . 6 )

м ү н д а ғ ы  п і  —  и м п у л ь с  м о м е п т і  қ а н д а й  н ү к т е г е  қ а т ы с т ы  

а л ы н с а ,  с о н д а й  О  н ү к т е с і н е  қ а т ы с т ы  а л ы н ғ а н  к ү ш г е р д і ң  

м а т е р и я л ы қ  п ү к т е ғ е  т ү с і р ғ с н  м о м е н т і .

( 3 7 . 6 )  қ а т ы с ы н а н  м ы н а у  ш ы ғ а д ы :  қ а н д а й  д а  б о л с ы н  

О  н ү к т е с і п е  қ а т ы с т ы  к ү ш т с р д і ц  м а т е р и я л ы қ  и ү к т е г е  э с е р  

е т е т і н  қ о р ы т қ ы  м о м е н т і  н о л ь г е  т е ц  б о л с а ,  о н д а  с о л  О 
н ү к т е с і н е  қ а т ы с т ы  а л ы н ғ а н  м а т е р и я л ы қ  п ү к т е п і ң  и м ­

п у л ь с  м о м е н т і  т у р а қ т ы  б о л ы п  қ а л а  б е р е д і -
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(37.6) формуласына сигсп векторлардың г осі бойын- 
ша құраушысын алып, мынадай өрнек табамыз1:

4 г = (37-7)
(37.6) формуласы (22.3) формуласына уқсас. Осы 

формулаларды салыстырудан мынау шыгады: пмпульс- 
тен уақыт бойынша алынғап туынды матернялық нүк- 
теге эсер ететін күшке тең денеге ұқсас, импулнс момен- 
тіпен уақыт бойынша алынган туынды да күш момептінс 
тсң болады.

Бірнеше мысалдар қарастырайық.
1 м ы с а л. Материялық нүктс 96-сурсттегі пунктир 

сызықтыц бойымен қозғалсын дейік. Қозғалыс түзу сы- 
зықты болғандықтан, материялық нүктсніц импульсы 
тек модулы бойынша ғана өзгсреді, дсмек,

dP _  f  
d t  J

мұндағы / — күш модулы [осы қарастырылып отырған 
жағдайда р векторыныц бағыты қандай болса, f векто- 
рыныц да бағыты сопдай болады (96-суретті қараңыз-
дар), сопдықтап^ >0].

/ иіні өзгсріссіз қалады. Дсмск,
1 ( 2 . 1 1 )  ф  о р м у л а с ы и а  fOilKOC.

d  L

d t и 11Z

d—  /
d t Z I

I d L\  d  L
мүидагы [ ~r~  I — —  іісктормпыц z  осіпе түсірілгсн проекциясы, ал

' d t  /пр  z d t
Lz— L пскюрыпыц г  осіпс гусірілген проекциясы. Осы тецдіктің екі 
ж  п r u n  д а  z  осіиің e z  ортына кобеіітіи жопе е г -тіц t-ra  тэуелді емес 
екепдігіи есксре отырыи, е^-ті оц. ж а қ  болігіидегі туыиды тацбасы- 
іп,ің асты-иа ешһсі і ік .  Осыпың нотижесіндс мыпаиы а.іамьп:

Л
l i t (^ z^z).

Біфақ £г пси г осіндсгі пскгор проекциясыныц көбейтіндісі осы век- 
тордыц 2 осіпдегі қураушып,пі  бореді (132-бсттегі сілтсмсні қарац-  
дар) .  Демек,

мүндп

(dL_\ d 
[  d t  ) z T t  L "

JL
d t

пекторыиың z осімдегі қүраушысы.
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d_
dt L =

бұл (37.6) формуласымен үГілеседі (бүл жағдайда L тек 
модулы бойынша гана өзгереді әрі түседі, сондықтан 

d L

2 м ы с а л. Массасы т болатын материялық нүкте 
У? радиусты шсцбер бойымсн қозгалады (98-сурет) Шсц-

бердің О центріие қатысты материялық 
нүктеніц импульс моменті модулы бойын­
ша мынаған тең:

L = tnvR. (37.8)
L гзекторы шсңбер жазықтыгына пер­

пендикуляр, сонымен бірге пүкте қозга- 
лысыпыц бағыты меп L векторы оң бу- 
рандалы система жасайды.

R -ге тең иін тұрақты болып қалатын- 
дықтан, импульс моменті тек жылдам- 
дық моментінің өзгеру есесінсн ғана 

о дере алады. Материялық нүктенің шеңбер бойымен бір 
қалыпты қозгалған кезінде импульс моменті шамасы 
бомыпша да және бағыты бойынша да тұрақты болып 
қалады. Бүл жағдайда материялық нүктеге эсер ететіп 
күш момситінің нольге тец екендігін ұғыну қиын емес.

3 м ы с. а л. Күштің центрлік өрісіндегі (26-пара- 
графты қараңыздар) матерпялық пүктеиің қозгалысын 
қарастырайық. (37.6) формуласына сәйкес күш центріне 
қатысты алынғап материялық иүктенің импульс моменті 
шамасы мои бағыты бойыпша тұрақты болып қалуга тиіс 
(цептрге қатысты центрлік момент нольге тең). Күш 
ңентрінен т нүктссіне жүргізілғен г радиус-вектор мен L 
векторы бір-біріне перпендикуляр. Сондықтаи г векторы 
L багытыпа перпендикуляр бір жазықтықта қала береді. 
Демек, күштіц орталық өрісіндегі материялық иүктеніц 
қозгалысы күш центрі арқылы өтетіп жазықтықта жат- 
қап кисык сызық бойында болады.

Күш цептрлерінің таңбасына (ягпп олардың тарты- 
лыс күші псмесе тебу күші болатыиына), сондай-ақ бае- 
тапқы шартқа қарай траектория гипербола, парабол;! 
иемесс эллипс (соныц ішінде шеңбер) болады. Л\ысалы, 
Жер эллипсіік орбита бойымен қозғалады, оныц фокус- 
тарыиыц біреуіиде Күп орпаласады.
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Импульс моментініц сақталу зацы. N матерпялык 
нүктеден тұратын снстеманы қарастырайық. 23-пара- 
графтағыдай, нүктеге эсер стстін күштерді ішкі жәис 
сыртқы күштсрге ажыратып бөлейік. і-інші матерпялык, 
нүктегс эсер ететін ішкі күштердіц қорытқы моментім 
г»\і символымеп, ал сол нүктегс эсер ететіп сыртқы күш- 
тердіи қорытқы момептіп i\\t спмволымеп белгілейік. 
Сонда (37.6) тецдеуі і-ініііі матсриялық нүкте үшіи ми­
на дай түрде болады:

Д-Ь; = М/ + М,. (і-1,2....N ) .

Бұл өрнек бір-бірінен і пндексініц мәнімен ғапа айырма- 
шылығы болатын N теңдеулердің жнпағы болып табы- 
лады. Оеы тецдеулсрді қосып, мынаны шыгарып аламыз:

d  N  N N

ж 7  L‘ = 7 ' м і +  AM/• (37.9)
7=і 'і= 1 i 1

N  /V

L =  2 L ,  =  2 [ r „ p , )  (37.10)
/=1 /— 1

шамасы м а т е р и я л ы қ н ү к т е л е р с и с т е м а  
с ы н ы ц и м п у л ь с  м о м с н т і деп аталады.

Ішкі күш момснттерініц қосындысы [(37.9) формула- 
сының оң жақ бөлігіндегі қосындысыиыц біріншісі], 
36-параграфтың соңында көрсстілгендей, польге гең. 
Демек, ішкі күштердің қосынды момептіп М символымен 
белгілеп, былай жазамыз:

dL N
- З Г “ ^  =  М (37.11)

і=і
[(37 6) формуласындағы символдарга қарағапда осы 
формуладағы L және m символдарына басқаша мән бс- 
рілген].

Матерпялық нүктелсрдің түйық спстемасы үшіп 
М —0, осының салдарынан L импульсыпыц қосыиды мо­
мент! уақытқа тәуелді болмайды. Сопымен, біз н м 
п у л ь с  м о м е н т і н і ң с а қ т а л у з а ц ы п а келіп 
тірелдік: латериялық нуктелердің туйық системасының 
импульс моменті турақты болып қалпды.

Систсмадагы денеге эсер ететіи сыртқы күінтсрдіи 
косынды моменті нольге тең болғап жагдапда, сыртқы



әсерге ұшырайтын система үшін дс импульс моменті те­
ракты болып қала беретіндігін ескерте кетейік.

(37- 11) теңдеуінің сол және оң жақ бөліктерінде тур- 
тан вскторлардан олардың z осінің бойына жүргізілген 
құраушыларын алыгт, мынадай қатысқа келеміз:

d l z
- З Г = у , М г/==М2. (37.12)

/= 1
О нүктесіне қатысты сыртқы күштсрдің қорытқы мо­

мент! нольдсн өзгеше (М ^О ). алайда М векторыныи 
қайсыбір z бағыты бойынша алынған М2 қүраушысы 
нольге тең жағдайдың болуы да мүмкін. Сонда (37.12) 
қатысына сәйкес, z осі бойынша системаның импульс 
моментінің Lz құраушысы сақталып кала бсреді.

§ 38. Айналмалы қозғалыс дннамикасыныц 
иегізгі теңдеуі

Әрбір нүктесі ортақ z ос! арқылы өтетін жазықтық- 
тардың бірінде сақталып қала отырып, қалайда орын 

ауыстыра алатын материялық нүктелер 
системасын қарастырайық (99-сурет). 
Барлық жазықтықтар осы осьтен бірдей 
со бұрыштық жылдамдығымси айнала 
алады.

(11.5) формуласыпа сэйкес г-інші нүк- 
те жылдамдығыныц тангепциал қүрау- 
шысы мынадай түрде көрс.стіл\і мүмкіп:

vTt =  [ы, R* J,
мұндағы Rj — гі радиус-векторыныц z 
осіпе перпендикуляр кұраушысы [оның 
Ri модулы нүктенің z осінсн кашыктығын 
береді]. Осы х -,• мәнін (37.4) формула- 
сына қопып, z осіне катысты нүктенің 
импульс моментінің өрнегін шыгарып 
аламыз:

L zi =  tni [Rt,  [ыМі ] ]

[біз мұнда (11.3) қатысын пайдаландык; Rt жопе w век- 
торлары әз ара перпендикуляр].

Бұл ернекті барлык нүкте бойынша қосыпдылап жоне 
ортақ о) көбепткішті қосынды тацбасыныц сыртына шы-

і-
1<д
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г а р ы п ,  2  о с і н е  қ а т ы с т ы  с и с т е м а с ы н ы ц  и м п у л ь с  м о м е н т і  

ү ш і н  м ы н а д а й  ө р н е к т і  т а б а м ы з :

IV

L z  =  ю 2 т / / Й  ( 3 8 . 1 )

М а т е р н я л ы қ  н ү к т е  м а с с а л а р ы  о л а р д ы ң  z о с і н е н  а р а  

қ а ш ы қ т ы ғ ы п ы ң  к в а д р а т ы  к ө б е й т і н д і л е р і н і ң  қ о с ы н д ы с ы -  

н а  т е ң :
N

І г = ' 2 т Д )  ( 3 8 . 2 )
і - 1

ф и з и к а л ы қ  ш а м а  z о с і н е  қ а т ы с т ы  м а т е р и я л ы қ  с и с т е м а -  

с ы н ы ң  и н е р ц и я  м о м е н т і  д е п  а т а л а д ы  ( ж е к е  а л ы н -  

ғ а н  т і / ^ қ о с ы л ғ ы ш ы  z  о с і н е  қ а т ы с т ы  і - і н ш і  м а т е р и я л ы қ  

н ү к т е н і ң  и н е р ц и я  м о м е н т і  б о л ы п  т а б ы л а д ы ) .

( 3 8 . 2 )  ө р н е к т і  е с к е р г е н д е  ( 3 8 . 1 )  ө р н е г і  м ы н а д а й  т ү р -  

г е  к е л е д і :

Lz =  Іг ю .  ( 3 8 . 3 )

О с ы  ө р н е к т і  ( 3 7 . 1 2 )  қ а т ы с ы н д а ғ ы  L z -t 1h  о р н ы н а  қ о й ы п ,  

м ы н а д а й  т е ц д е у г е  к е л е м і з :

4 і  ( ' / » )  =  К , ( 3 8 . 4 )

б ұ л  —  а й н а л м а л ы  қ о з ғ а л ы с  д и н а м и к а с ы н ы ц  п е г і з г і  т с ц -  

д е у і . ,  Ф о р м а с ы  б о й ы и ш а  о л  Н ы о т о н н ы ң  е к і н ш і  з а ң ы н ы ц :

ж  <m v > = 1

т е ң д е у і н е  ұ қ с а с .

А б с о л ю т  қ а т т ы  д е н е н і  а р а  қ а ш ы қ т ы қ т а р ы  ө з г е р і с с і з  

қ а л а т ы н  м а т е р и я л ы қ  н ү к т е л е р  с и с т е м а с ы  р е т і н д е  қ а р а с -  

т ы р у ғ а  б о л а т ы н д ы ғ ы н  б і з  3 5 - п а р а г р а ф т а  а т а г і  ө т к е н б і з .  

О с ы н д а й  с и с т е м а  ү ш і н  б е л г і л е н г е н  z  о с і н е  қ а т ы с т ы  1 2 
и н е р ц и я  м о м е н т і  т ұ р а қ т ы  ш а м а  б о л а д ы .  Д е м е к ,  а б с о л ю т  

қ а т т ы  д е н е  ү ш і н  ( 3 8 . 4 )  т е ң д е у і  м ы н а  т е ң д е у г е  а у ы с а д ы :

l * P  =  M z ‘ ( 3 8 . 5 )

м ұ н д а ғ ы  p  =  w  —  д е н е и і ц  б ұ р ы ш т ы қ  ү д с у і ,  M z — д е н е т е  

о с е р  е т е т і н  с ы р т қ ы  к ү ш т е р д і ң  қ о р ы т қ ы  м о м е н т і .

( 3 8 . 5 )  т е ң д е у і  ф о р м а с ы  б о й ы и ш а  м ы н а  т е ц д е у г е  

ұ қ с а с :

т ( й ~ \ .
А й н а л м а л ы  қ о з г а л ы с  д и н а м и к а с ы н ы ц  т е ң д е у і н  і л г е -
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рілемелі қозгалыс динамикасыиың тецдеуімен салысты- 
ра отырып, айналмалы қозғалыс кезінде күштін, ролін 
күш момонті, массаның ролін инерция моменті т. с. с. 
атқаратындығын байқау қиын емес (2-таблица)

2 - т а б л и ц а

Ілгерілемсл! қозгалыс Аіш алм алы  козіалы с

//(VV =  f
р =  rnv L z  =  /г о)
d p d  L
— --------- = Л \
d t d t

f —  к ү ш М  и е м е с е  М  2 —  к ү ш  м о м е я т і
т  —  м а с с а / z  —  и н е р ц и я  м о м е н т і
v  —  с ы з ы қ т ы к  ж ы л д а м д ы қ to —  б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы қ
w  —  С Ы З Ы К .ГЫ Қ  ү д е у р —  б ұ . р ы ш т ы қ  ү д е у
р —  и м п у л ь с L  —  и м п у л ь с  м о м е п т і

Күш моменті мен инерция моменті ұғымдарын біз 
қатты дененіц айналуын қарастыру негізінде енгіздік. 
Алайда бұл шамалардың аймалмалы қозғалысқа қаты- 
сынсыз-ақ бола беретіндігі есте болу керек. Мысалы, кез 
келген деие, оныц айналғанына пемесе тыныш тұрғаны- 
па қарамастан, кез келген оське қатысты белгілі бір 
инерция моментіне пе болады, бұл дененің, өзінің коз- 
ғалысынын күйіпе қарамастан, масса га ие болатынды- 
ғына ұқсас. Сопдай-ақ күш моменті де дененің осыеи 
(момент осы оське қатысты алынады) айналғандығына 
немесе тыныш тұргандығына қарамастан бола Оереді. 
Сонғы жағдайда қарастырылып отырған күштіц момен- 
ті денеге эсер ететін басқа күштсрдіц моменттерімен те- 
ңестірілетіні айқын.

(38.5) тецдеуінен мыпау шығады: барлық сыртқы 
күштердіц қорытқы моменті нольге тсц болғап кезде дс- 
пе түрақты бұрыштық жылдамдықпен айналады. Ғ.гер 
дененіц инерция моменті осы дененіц жске бөліктерінің 
өз ара орналасуьшыц өзгеру салдарынан өзгере алатын 
болса, онда м 2 =  0 болғап жағдайда і ло көбейтіндісі 
[(38.4) тсңдеуін қарацыздар)] тұрақты болып қалады, 
әрі I - инерция момептіпіц өзгсруі өзіпе сэйкес to бурыш- 
тык жылдамдықтыц өнсруін тугызады. Одетте көрсеті- 
летіи мыпадай қүбылыстың монісі осы жагдаймен түсін- 
діріледі: айналмалы отырғышта түрған адам қолын жан-



ж а г ы н а  с о з с а ,  ж а й л а п  а й н а л а  б а с т а й д ы ,  а л  қ о л ы н  д е н е -  

с і и с  қ ы с ы п  т ұ р с а ,  т е з і р е к  а й н а л а  б а с т а й д ы .

О р т а к  а і і н а л у  о с і  б а р  с к і  д п с к і д е н  қ у р ы л г а п  с и с т е м а -  

і і ы  қ а р а с т ы р а і і ы қ  ( 1 0 0 - с у р е т )  Д п с к і л с р д і ц  ө с к і н д с р і н і ц  

а р а с ы п а  қ ы с ы л ғ а н  п р у ж и н а н ы  о р н а л а с т ы р а й ы қ  ә р і  о с ы  

ө с к і н д е р д і  ж і п п с н  б а й л а п  қ о я й ы қ .  Е г е р  ж і п т і  ж а г ы п  ж і -  

б е р с е к ,  о и д а  т а р қ а т ы л ғ а н  п р у -  

ж и н а н ы ң  ә с е р і м е н  е к і  д и с к і  д е  

қ а р а м а - қ а р с ы  б а ғ ы т т а  а й н а л а  

б а с т а й д ы .  С о н д а  д и с к і л е р  и е  

б о л ғ а н  и м п у л ь с  м о м е н т т е р і  

ш а м а с ы  б о й ы н ш а  т е ң  ж ә н е  б а -  

ғ ы т ы  б о й ы н ш а  қ а р а м а - қ а р с ы  

б о л а д ы :

/і(Оі =  — / 2С02, 100-сурет.

с о н д ы қ т а н  с и с т е м а  и м п у л ь с ы н ы ң  қ о р ы т қ ы  м о м е н т і  б у -  

р ы н ғ ы с ы н ш а  н о л ь г е  т е ң  б о л ы п  қ а л а  б е р е д і .

1 0 1 - с у р е т т е  к е с і н д е л г е н  с и с т е м а  ж а ғ д а й ы  д а  а л д ы ң -  

г ы ғ а  ұ қ с а с  б о л а д ы ,  б ұ л  с и с т е м а  р а м а ғ а  б е к і т і л г е н ,  б і р -

б і р і н е  с ә й к е с  к е л м е й т і н  о с ь т е р і  

б а р  е к і  д и с к і д е н  т ұ р а д ы ,  с и с т е -  

м а н ы ң  с и м м е т р и я  о с і н е н  е р к і н  

а й н а л а  а л а д ы .  Е г с р  а р а с ы н а  

қ ы с ы л г а н  п р у ж и н а с ы  б а р  д и -  

с к і л е р д і ң  ө с к і н д е р і н  т а р т ы п  

т ұ р а т ы н  ж і п т і  ж а ғ ы п  ж і б е р -  

с е к ,  д и с к і л е р  б і р  б а г ы т т а  а й и а -  

л а  б а с т а й д ы .  М ұ п ы м е и  қ а т а р  

р а м а  д а  с и с т е м а  и м п у л ь с ы н ы ц  

т о л ы қ  м о м е н т і  т ұ т а с  а л г а н д а  

п о л ь г с  т е ң  б о л ы п  қ а л а т ы и д а й  о ғ а н  қ а р а м а - қ а р с ы  ж а қ қ а  

к а р а й  а й н а л а  б а с т а й д ы .

Ж о г а р ы д а  қ а р а с т ы р ы л ғ а и  м ы с а л д ы ң  е к с у і н д е  д е  

с и с т е м а н ы ң  ж ә н е  б ө л і к т е р д і ң  а й п а л у ы  і ш к і  к ү ш т е р д і ң  

ә с е р і м е н  п а і і д а  б о л д ы .  Д е м е к ,  с и с т е м а  д е н с л е р і н і ц  а р а -  

с ы н д а  э с е р  е т е т і н  і ш к і  к ү ш т е р  с н с т е м а и ы ц  ж с к е  

б ө л і к т е р і и і ң  и м п у л ь с  м о м е н т т е р і н і ң  ө з г е р і с і н  т у д ы р а  

а л а д ы .  А л а й д а  б у л  ө з г е р і с т е р  т у т а с  а л г а н д а  с и с т е м а  

и . л п у л ь с ы н і і ң  қ о с ы н д ы  м о м е н т т е р і  ә р қ а ш а н д а  ө з ғ е р і с с і з  

қ а л а т ы и д а й  ж а ғ д а й д а  б о л а д ы .  С и с т е м а  и м п у л ь с ы н ы ң  

т о л ы қ  м о м е н т і  т е к  с ы р т к ы  к ү ш т е р д і ң  э с е р і м е н  г а н а  ө з г е -  

р е а л а д ы .
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§ 39. Инерция момепті

Алдыцғы параграфта инерция момеиті элементар 
массалар мен олардыц осьтен алынган ара қашықтығы- 
ның квадраты көбейтіндісінің қосындысы ретінде анык- 
талған [(38.2) теңдеуін қараңыздар]. Осы анықтамадан 
инерция моменті аддитивтік шама деген қорытынды шы- 
ғады. Бұл — дененің инерция моменті оның жеке бөлік- 
терінің инерция моменттерінің қосындысына тең де­
ген сөз.

Массаның дене шегінде таралуын тығыздық деп ата- 
латын шама арқылы сипаттауға болады. Егер дене бір 
текті, яғни опыц барлық нүктелердегі қасиеті бірдей бол- 
са, онда

Р = Ч Г  (39.1)

шамасы тығыздық деп аталады, мундағы т — дене мас- 
сасы, ал V — оның көлеіуіі. Сонымен, бір тектес денелер 
жағдайында тығыздық дегеніміз дененің бірлік көлемін- 
дегі масса болады.

Массасы бір қалыпты таралмаған дене үшін (39.1) 
өрнегі орташа тыгыздықты береді. Берілген нүктедегі 
тығыздық бұл жағдайда былай анықталады:

,. Am dm  p =  lim ---- = ----- .
дғ^о AV d V

(39.2)

Бұл өрнекгегі Am — AV көлемінде болатын масса, бұл 
көлем шегіне ауысқанда тығыздық анықталатын нүктеге 
жинақталады.

(39.2) өрнегіндегі шектік ауысуды AV дәл нүктеге 
жинақталады деп ұғынуға болмайды. Осылай ұғынған 
кезде бірі атом ядросына, екіншісі ядролар арасындағы 
аралыққа тиісті болатын әрі іс жүзінде бір-біріне дәл 
келетін екі нүкте үшін бір-бірінен ерекше айырмашылы- 
ғы бар нәтиже шыққан болар еді (бірінші нүкте үшін өте 
зор шама, екіншісі үшін ноль нәтиже). Сопдықтан АЕ-ні 
физика тұрғысына шексіз аз колем алынғаиға дейін гана 
кішірейтуге болады; шексіз аз колем дсп, бір жағынан, 
оның шегіндегі макроскопиялық (яғнп атомдардыц көп 
жиынтығына тән) қасиеттерін бірдей деп есептеуге бо­
латын мейлінше аз, екінші жағынан заттың дискреттілігі 
(үздіктілігі) байқалмас үшін мейлінше зор көлемді 
үғамыз.

144



( 3 9 . 2 )  ө р н е г і н е  с ә й к е с  Д т ( э л е м е н т а р  м а с с а  б е р і л г е н  

п ү к т е д с г і  д е п е н і ц  |>і т ы ғ ы з д ы ғ ы н  с о ғ а н  с ә й к с с  к с л с т і н  

э л е м е н т а р  A V г к о л е м г е  к ө б е й т к е н г е  т с ц :

Р і  A V Y

Д е м с к ,  и н е р ц и я  м о м е и т і и  м ы н а  т ү р д е  к ө р с е т у ғ е  б о -  

л а д ы :

/  =  2  р ^ Д І Д  ( 3 9 . 3 )

[ б і з  ( 3 8 . 2 )  ф о р м у л а с ы н д а ғ ы  / ? г - д і  г г г е  а л м а с т ы р д ы қ ] .

Е г е р  д е н е  т ы ғ ы з д ы ғ ы  т ұ р а қ т ы  б о л с а ,  о н ы  қ о с ы н д ы  

т а ң б а с ы н ы ц  с ы р т ы н а  ш ы ғ а р у ғ а  б о л а д ы :

/  =  p S r / 2 A V t . ( 3 9 . 4 )

( 3 9 . 3 )  ж о н с  ( 3 9 . 4 )  қ а т ы с т а р ы  —  ж у ы қ  қ а т ы с т а р ,  с о -  

п ы м е н  б і р г с  э л е м е н т а р  AV-t к о л е м  ж ә н е  с о ғ а п  с ә й к е с  к е -  

л е т і п  э л е м е н т а р  A m t м а с с а  н е ғ ұ р л ы м  а з  б о л с а ,  б ұ л  қ а -  

т ы с т а р  с о ғ ұ р л ы м  д ә л і р е к  б о л а д ы .  q •
Д е м е к ,  и н е р ц и я  м о м е н т т е р і н  т а б у  і 

е с е б і  о л а р д ы  и н т е г р а л д а у ғ а  к е -  

л і п  т і р е л е д і :

I =  jr 2 dm =  jpr2 dV  (39.5)

0
1

( 3 9 . 5 )  ф о р м у л а с ы н д а ғ ы  и н т е -  

г р а л д а р  д е н е н і ң  б а р л ы қ  к ө л е м і  

б о й ы н ш а  а л ы н а д ы .  О с ы  и н т е г р а л -  

д а р д а ғ ы  р  ж ә н е  г  ш а м а л а р ы  н ү к -  

т е  ф у н к ц п я л а р ы ,  я ғ н и ,  м ы с а л ы ,  х,  
у  ж ә н е  2  д е к а р т  к о о р д и н а т а л а -  

р ы н ы ң  ф у н к ц и я л а р ы  б о л ы п  т а б ы л а д ы .

М ы с а л  р е т і н д е  д и с к  ж а з ы қ т ы ғ ы н а  

ж ә н е  о н ы ң  ц е н т р і  а р қ ы л ы  ө т е т і н  о с ь к е  қ а т ы с т ы  б і р т е к -  

т і  д и с к і н і ң  и н е р ц и я  м о м е н т і н  т а б а й ы қ  ( 1 0 2 - с у р е т ) .  Д и С '  

к і н і  қ а л ы ң д ы ғ ы  d r  б о л а т ы н  с а қ и н а л ы  қ а б а т т а р ғ а  б ө -  

л е й і к .  Б і р  қ а б а т т ы ң  б а р л ы қ  н ү к т е л е р і  о с ь т е н  r - г е  т е ң  

б і р д ё й  қ а ш ы қ т ы қ т а  б о л а д ы .  О с ы н д а й  қ а б а т т ы ц  к ө л е м і  

м ы н а ғ а н  т е ң :

п е р п е н д и к у л я р

d V  — b l n r  d r  у

м ұ н д а ғ ы  b —  д и с к і н і ц  қ а л ы ң д ы ғ ы .

Д и с к  б і р т е к т і  б о л ғ а н д ы қ т а н ,  о н ы ң  т ы ғ ы з д ы ғ ы  б а р -  

л ы к  н ү к т е д е  б і р д е й  б о л а д ы  ж ә н е  ( 3 9 . 5 )  ф о р м у л а с ы н д а -  

ғ ы  р - н ы  и н т е г р а л  т а ң б а с ы н ы ң  с ы р т ы н а  ш ы ғ а р у ғ а  б о ­

л а д ы :
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R

I =  p I*r2d V  — p I* r2b 2~r dr

мүндаіы R — диск радиусы. 2лb тұрақты көбейткішті 
интеграл таңбасыныц сыртына шығарайық:

R

I — 2т с&р j* r'Ad r  —  2 л & р  =  

о
Ең ақырында, р тығыздығын bnR2 диск көлсміне көбепт- 
кенге тең т диск массасын енгізіп, мынаны аламыз:

TtlfR /ог> с\—  ■ (39.6)/

Қарастырылып отырған мысалда инерция момептіп 
табу, дене біртекті әрі симметрияльт болғандықтан, ал 
.инерция моментін біз симметрия осіпе қатысты іздегені- 
мізден, сдәуір жецілденді. Егер де біз инерция моментін, 
мысалы, дискіге перпендикуляр және оның жиегі арқы- 
лы өтетін O'O' осіне қатысты (102-суретті караңыздар) 
тапқымыз келсе, онда, сірә, оны есептеп шығару 
әлдеқайда күрделі болып шығар еді. Осыған ұқсас жағ- 
дайларда, егер Ш т е й н е р  т е о р е м а с ы н  пайдалан- 
сақ, онда. инерция моментін табу едәуір жеңілденеді, ал 
бұл теорема былай тұжырымдалады: кез пелген осы:е 
қатысты 1 инерция моменті — берілген оське параллель 
және денө инерциясының центрі арқылы өтетін оське қа- 
тысты /о инерция моменті мен дененің пг массасының 
осьтер арасындағы а ара қашықтығының квадратына кө- 
бейтіндісінің қосындысына тең:

І = І0 + та9- (39.7)
Штейнер теоремасына сәйкес ОуО' осіне қатысты 

инерция моменті диск центрі арқылы өтетін полюсі tnR2 
оське қатысты (39.6) біздің тапқан инерция моментіміз- 
ге тец болады (O'O' және 0 0  осьтерінің арасындагы 
қашықтық диск радиусына тец).

'  =  ^ Г -  +  mR~ =  - Т  2
Сонымен, Штейнер теоремасы, кез келген оське қа- 

тысты инерция моментін есептсп шыгарү, шын мәнісіпдс, 
дене тинерциясыныц центрі арқылы өтетін сиське қатысты 
инерция моментін есептеп шығаруға келіп тіреледі.

Штейнер теоремасын дәлелдеу үіиін формасы оркін-
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ше ллынған денені қарастырайық (103-сурст) Бір-біріне 
параллель болатын екі 0 0  және O'O' осьтерін алайык, 
олардың біреуі (0 0  осі) дененің инерция центрі арқылы 
өтеді. Осы осьтермен хуг және x'y'z' координата осьтерін 
байланыстырайық; координата осьтерін z осі 0 0  осімен,

ал г' осі O'O' осімен дәл келетіндсй етіп таңдап аламыз 
(103-суретте осы осьтер чертеж жазықтығына перпенди­
куляр). Сонымен катар х және х' осьтерін, бір-біріне дәл 
келетіндей және дененің инерция центрі арқылы өтетін- 
дей етіп калап аламыз. Сонда Д/n,- элементар массалары 
координаталарының арасында келесі қатыстар орын 
алады:

x' = a + x t \ уі —уь
ыұндағы a — осьтердің ара қашықтығы.

Am-t элементар массасының 0 0  осьтен қашықтығы- 
нын квадраты мынаған тең:

Г2 = .*1+У?, (39.8)
ал О'О' осьтен қашықтығының квадраты мынаған тең:

О =  Хі ~т у і — (xt -f- cCf" -f- у i (39.9)
(39.8) қатысты есепке алғанда, 0 0  осіне қатысты 

дененіц инерция моменті мынадай өрнекпен анықталады:
h  — Z f  \Ami — Z(x]  + y?)&rni, (39.10)

ал О'О' осіне катысты инерция моменті [ (39.9) қатыеты 
есепке алғанда] мынаган тец болады:

/ = Z j ’,2iAm і = Z l  (a +  А'/)2 +  y 2i] Am t. (39.11) 
Жай жақшапыц ішінде тұрған өрнекті квадрат дәре-
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жеге шығарып, сәйкес қосылғыштарды өз ара топтасты- 
рып, (39.11) өрнегін мынадай түрге келтіруге болады:

f — j \ { x 2i + y 2i) АШі + а 22 ік т і + 2а2:х і& пі. (39.12)
(39.12) өрнегіндегі бірінші қосынды (39.10) өрнегі- 

мен тсңбе-тең, яғни /0 болып есептеледі; екінші қосынды 
та2 шамасын береді; ал үшінші қосындының нольге тең 
екендігін байқау қиын емес. Шынында да, z осі дененің' 
инерция центрі арқылы өтетіндіктен инерция центрініц 
х с координатасы нольге тец. Онымен қатар анықтама
бойыншахс == бұдан Д т г-діц де полые
тең екені шығады.

0 Сонымен, (39.12) өрнегі
1 мынадай түрге келеді:

___________!---------------, - і А І = І0 + та2,
_____ і __1________ 1 дәлелдеу кереп де осы еді

I [(39.7) формуланы кара-
0 ңыздар].
104-сурс г. Қорытындысында кейбір

денелердің инерция момент- 
терініц мәніп келтірейік (дене біртекті деп ұйғарылады, 
m — дере массасы)

1. Депе қимасы ор түрлі формадағы жіцішке ұзып 
стержень болып келгеп. Стерженыііц сц үлкен көлденец 
b қимасы стерженыіің I ұзыпдығынап көп ссс кіші бо-

I-—  с— I

— о

105-сурет. 106-сурет.
лады (6<С/)- Стерженьге перпендикуляр және оныц қақ 
орт^ы  арқылы өтстін оське қатысты инерция моменті 
(/і#1-сурет) мынаған тец:

/  == 1 9-w/2

2. /?-діц /-ге кез келген қатынасында дискі нсмесе 
цилиндр үшіп (105-сурет) цилпндрдіц геометрнялық оеі- 
мен дәл келетін оське қатысты инерция момепті мына- 
ған тең:
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3. Дене — жұқа диск. Дискініц қалыцдығы b дискінің 
R радиусынан бірнеше есе кіші болады: (6<С7?) Дискі- 
ніц днамстріие дәл ке.іетін оське қатысты инерция мо­
мент! (106-сурет) мынаган тсң:

/  =  4 -  mR2.
4. Радиусы R болатын шардыц инерция моменті, 

оның цептрі арқылы өтетіп оське қатысты, мынаған тец:
/  =  А „ г/?2.

/ =  ~  1

§ 40. Қатты денеиіц ішнетикалмқ эиергиясы

Денеиіц қозғалмайтыи осьтен аймалысы. Дене z осі 
деп аталатын қозғалмайтын осьтен айналсын дейік. Amt 
элементар массапыц сызықтық жылдамдығын мынадай 
турде көрсетуге болады:

vt со,
мундағы R t — А т г діц 2 осінен қашықтығы. Демек, і-in- 
mi элементар массаның кинетикалык энергиясы мыиа- 
ған тец:

Д 7’
Srntv-

-9- д тДіт-
Деиеніц кинетикалық энергиясы опыц жеке бөлікте- 

рініц кинетикалық эиергиясынан қуралады:
Т  =  2 д  Г, = -і- м-ДД/и(да

Осы қатыстыц оц жақ бөлігіндегі косынды айналу осіне 
қатысты дененіц инерция моменті / г болады. Сонымен, 
қозғалмайтын осьтен айналатын дененіц кинетикалық 
энергиясы мынаған төц:

Т = Ь ~ .  (40.1)

Осыдан шыққаи өрнек ілгерілсмелі қозғалатын дене-
нщ Т — — кинетикалык, эпергияеына ұқсас келеді. Аи-
налмалы қозгалыс кезінде массапың ролін инерция мас- 
сасы, ал сызықтық жылдамдық роліп бұрыштық жыл- 
дамдық атқарады.
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Қ а т т ы  д е п е и і ц  а й и а л ы с ы  к е з і н д е г і  с ы р т қ ы  к ү ш т е р д і ң

ж у м ы с ы .  Д е н е  к о з г а л м а й т ы н  z  о с ь т е н  а й н а л ғ а н  к е з д е  

с ы р т қ ы  к ү ш т е р д і ң  і е т е г е н  ж ұ м ы с ы н  т а б а й ы қ .  A m t э л е -  

м е н т а р  м а с с а г а  т ү с і р і л г е н  с ы р т қ ы  к ү ш т і  f f а р к ы л ы  б с л -

г і л е й і к .  d t  у а қ ы т ы  і ш і п д е  t'- і н ш і  э л е -  

м е н т а р  м а с с а  м ы н а д а й  ж о л  ж ү р е д і  

( 1 0 7 - с у р е т ) :

d s  t d q ,
м ұ н д а ғ ы  d q  —  д е н е н і ң  d t  у а қ ы т  

і ш і н д е  б ү р ы л а т ы н  б ұ р ы п і ы .

О с ы н д а й  ж о л  б о й ы н д а ғ ы  f j  к ү ш і -  

и і ң  ж ұ м ы с ы  к ү ш т і ң  о р ы н  а у ы с т ы р у  

б а ғ ы т ы н д а ғ ы  п р о е к ц и я с ы м е н  а н ы қ -  

т а л а д ы ,  о л  п р о е к ц и я н ы  Е /  с и м в о -  

л ы м е н  б е л г і л е у г е  б о л а д ы  ( т - і н ш і  

э л е м е н т а р  м а с с а  қ о з ғ а л а т ы н  ш е ц -  

б е р г е  ж ү р г і з і л г е н  ж а н а м а н ы ң  б і р л і к  

в е к т о р ы ;  о с ы  в е к т о р д ы ц  б а ғ ы т ы  б е -  

р і л г с н  м о м е н т т е  о р ы н  а у ы с т ы р у  б а ғ ы т ы м е н  д ә л  к с л е д і ) .  

С о п ы м е н ,

d A i =  f i id s i =  f u R id y .
Б і р а қ  fxcR i  ш а м а с ы  z  о с і н е  қ а т ы с т ы  / ү  к ү ш  м о м е н т і н і ң  

м о д у л ы ы а  т е ц ,  я ғ н и ,  е г е р  f T / о ц  б о л с а ,  «  + »  т а ң б а с ы м е н ,  

а л  /  -л т е р і с  б о л с а  « — »  т а ң б а с ы м е н  а л ы н ғ а н  | ғ о  zi | м о -  

д у л ы н а  т е п  б о л а д ы  [ ( 3 6 . 1 0 )  ф о р м у л а с ы н  қ а р а ң ы з д а р ;  

б ү л  ф о р м у л а д а ғ ы  f t  п р о е к ц и я  е м е с ,  о л  f x к ү ш і н і ң  м о д у ­

л ы ] .  Д е м е к ,

d A t — ±  I j . i  zl I d q .  ( 4 0 . 2 )

Б ү р ы л ы с т ы ң  э л е м е н т а р  б ү р ы ш ы н  а к с н а л ь  в е к т о р  р с -  

т і п д е  қ а р а с т ы р у ғ а  б о л а д ы :

d q  — tadt.
Е г е р  m zl в е к т о р ы н ы ң  б а ғ ы т ы  d q  б а ғ ы т ы н д а й  б о л с а ,  d A t 
ж ұ м ы с ы  о ц ,  а л  rAzl ж ә н е  d q  в е к т о р л а р ы н ы ң  б а г ы т ы  қ а -  

р а м а - қ а р с ы  б о л с а ,  d A ,  ж ұ м ы с ы  т с р і с .  т а ц б а л ы  б о л а т ы н -  

д ы ғ ы н  ұ ғ ы н у  к и ы н  с м е с .  С о н д ы қ т а н  ( 4 0 . 2 )  ф о р м у л а с ы  

м ы п а д а й  т ү р г с  к с л е д і :

d A j  =  in  гі d q .

Д е н е г е  т ү с і р і л г с п  б а р л ь т қ  к ү ш т е р д і ц  ж ү м ы с ы  ж е к с  

к ү ш т е р д і ц  і с т е й т і и  ж ү м ы с ы н ы ц  қ о с ы н д ы с ь ш а  т с ц :

d A =  ' / i d A ,  =  / i ) \ zi d v  =  ( ' /  M , (.) </©.
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Жақшада турғаи қосынды денеге түсірілген барлық 
сыртқы күштсрдіц айналу осіне қатысіы ІЛг қорытқы 
моментін береді. Демок,

сІЛ — А\ zd(p 1 (40.3)
Бүл өрнек ілгерілемелі қозғалыс кезінде істелстін жу- 
мысқа арналған өрнекке ұқсас: dA = \ds. Осыларды са- 
лыстырудан мынау шығады: айналыс жагдайыида күш 
ролін күш момепті, ал ds — vdt сызықтық орын ауысты- 
рудың ролін dtp = aidI бұрыштық орын ауыстыру атқа- 
рады.

Жұмысты іс жүзінде есептеп шығару үшін мынадай 
өрнек пайдаланады:

d A —M,„ drp =  AI0> соdt, (40.4)
мұнда AL деп сыртқы күштердіц to векторы багытыида 
денеге түсірілген қорытқы моменттерінің проекциясын 
ұғамыз. Шектеулі уақыт аралығындағы жұмыс (40.4) 
өрнегін интегралдау арқылы табылады:

9 /
А =  j c / A = j M m d? =  [уИ,„ со dt. (40.5)

о 6
Егер ы бағытындагы күштің қорытқы моментіпің про- 

екциясы түрақты болып қалса, онда оны интеграл тац- 
басыныц сыртына шығаруга болады:

■ғ
А = М Ш §d 'f= M m ? (40.6)

0
(fj — денеиің / уақыты ішінде бұрылатын бұрышы)

Жазық қозгалпстагы дененіц кинетнкалілқ энергші-
еы. Біздің 34-параграфта баяндағанымыздай, дененіц 
жазық қозғалысын екі қозғалыстың — біршама v0 жыл- 
дамдығымен қозгалатып ілгерілемелі қозгалыс пен тиіс- 
ті осьтен айналатын айналмалы қозғалыстың — қабатта- 
суы ретінде көрсетуге болады. Координата системасын 1

1 Элементар массаларға түсірілген Е ішкі күштері туралы піічір- 
ді қайталай отырып, біз мынадай формулага токтаГіық:

dA = Mz d(p,
мұндағы М г — барлык ішкі күштердіц корыткы момопті. Пул мо- 
менттің полые тең екендігін біз бұрыннан білеміз (Зб-лараграфтьщ 
соңгы абзацып қараңыздар). Демек, дененің айналу кезіпдегі ішкі 
куштердіц қосынды жүмысы полые тец боллды скеи.
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денемен байланыстырайық та, осы систсманыц z' осін 
депс айналысының бұрыштық жылдамдығыиыц со векто- 
рымсн бағыттайық. (33.13) формуласына сәйксс дененің 
і-інші элементар массасыныц жылдамдығып қозгалмай- 
тын К координата снстемасында мынадай түрде көрсету- 
ге болады:

V L = V 0+  [со, п  J,
мұндағы v0— /(' жүйесініц О' координата басыныц жыл- 
дамдығы, г і — О' нүктесіне қатысты элемсптар масса- 
сының орнын анықтайтын радиус-вектор.

мнші элементар массаның кинетикалык энергиясы 
мынаған тең1:

А т ы ?  1
ЬТ, - - =  - Г  д ' " <  I v '* +  I ю - г « ]  Р -

Квадрат дәрежеге шығаруды орындап, мынаны аламыз:

=  К  +  2v о К  К\ +  I ю . г 1-]1 2 } -  (40.7)
со-ның гд-ғе векторлық көбейтіндісін, біздің бұрынғы бі- 
летініміздсй, со-ныц Rf -ге векторлық көбейтіндісімс-н —

г

т і радиус-вектордын. z r осіне перпендикуляр қүраушысы- 
на алмастыруға болады [(11.4) формуланы және онан 
кейінгі тексті қараңыздар]. Осы векторлық кобейтінді- 
нің модулы o)Rt -re тең (со мен R4 өз ара перпендикуляр) 
Демек, [го, г ; ] 2 =  со2/?,- Осы мәнді (40.7) өрнегіне қоя 
отырып, A T j-ді барлық элементар масса бойынша қо- 
сындылайық. Осыпың пәтижесіиде дененіц кппетпкалык. 
энергиясын шыгарып аламыз:

Т =  +  / л  vo К  л,"/г/ 1 +  4 /
Барлық жердегі тұрақты көбсйткіштерді косындыныц 
сыртына шыгарайық:

Т~= 2
2 'Vo у д/Н/ +  V0 to, /  Amp. 0)J / Am

(тецдіктіц он жақ бөлігіндегі екінші қосылғышты түр- 
лендіргеи кезде біз векторлық жопе скаляр.іық көбейтін- 
дініц дистрнбутивтілігін пайдаландық).

Элементарлық массаныц қосыпдысы — денеиіц
1 Вектордың квадраты опың модулыпыц кпадрптыка тен скоиін

ескдло кетейік: v  ̂=  d , .
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т  м а с с а с ы .  Д І А / л  y r, ө р н е г і  д е н с  м а с с а с ы  м е н  / ( '  с и с т е -
г

м а с ы и д а ғ ы  д е п е и і ң  и н е р ц и я  ц е н т р і н і ц  г  с  р а д н у с - в е к т о -  

р ы н ы ц  к ө б е й т і н д і с і н е  т с ң  [ ( 2 3 . 1 )  ф о р м у л а н ы  қ а р а ц ы з -  

д а р ] .  Е ц  а қ ы р ы н д а ,  _ \ Д т ; R ]  ө р н е г і  z '  а й н а л у  о с і н е  қ а -  

т ы с т ы  д е н е н і ц  /  г  и н е р ц и я  м о м е н т і п  б е р е д і .  С о н д ы қ т а н  

м ы н а н ы  ж а з у ғ а  б о л а д ы :

пт- і ,„2
Т =  - ү -  + v 0 [ft), m r  ,.] -j- —  ( 4 0 . 8 )

Б ұ л  ө р н е к т і  О '  н ү к т е с і  р е т і н д е  С  д е и е с і и і ц  и н е р ц и я  

ц е н т р і н  а л ы п ,  я ғ н н  К '  к о о р д и н а т а  с и с т е м а с ы н ы ң  б а с ы н  

С  н ү к т е с і н е  о р н а л а с т ы р ы п ,  о ң а й л а т у ғ а  б о л а д ы .  Б ү л  ж а ғ -  

д а і і д а  г с = 0 ,  д е м е к ,  е к і н ш і  қ о с ы л ғ ы ш  ж о й ы л ы г і  к е т е д і .  

С о н д ы қ т а н ,  и н е р ц и я  ц е н т р і п і ң  о р т а л ы г ы н  \ д ;  а р қ ы л ы ,  а л  

С  н ү к т с с і  а р қ ы л ы  ө т е т і н  а й н а л у  о с і н о  қ а т ы с т ы  д е п с н і ц  

и н е р ц и я  м о м е н т і п  І с  а р қ ы л ы  б е л г і л е п ,  д е н е н і ц  к и н е т и -  

к а л ы к  э н е р г и я с ы н ы ң  ф о р м у л а с ы н  ш ы г а р ы н  а л а м ы з :

Т =
2 і оmv г  !,■ ш2

~ 2 ~   ̂ ~2 '
( 4 0 . 9 )

С о н ы м е н ,  ж а з ы қ  қ о з ғ а л ы с т а ғ ы  д е н е н і ц  к н н е т и к а л ы қ  

э н е р г и я с ы  ж ы л д а м д ы ғ ы  и н е р ц и я  ц е н т р і п і ң  ж ы л д а м д ы -  

ғ ы н а  т е ц  і л г е р і л с м е л і  қ о з ғ а л ы с т ы ң  э н е р г и я с ы н а н  ж ә н е  

д е н е н і ц  и н е р ц и я  ц е н т р і  а р қ ы л ы  ө т е т і н  о с ь т е н  а й н а л а т ы н  

а й н а л ы с  э н е р г и я с ы н а н  қ ү р а л а д ы .

§41.  Қатты депе динамнкасының зацдарын қолдаиу

А л д ы ц г ы  п а р а г р а ф т а р д а  д ә л е л д е п г е н д е й ,  қ а т т ы  д е -  

н е н і н  қ о з г а л ы с ы  м ы н а  е к і  т е ң д е у г е  с ә й к е с  к е л е д і  [ ( 3 5 . 5 )  

ж ә н е  ( 3 8 . 5 )  і е н д е у л е р д і  қ а р а ң ы з д а р ] :

m \ v c  =  y , f i t  ( 4 1 . 1 )

=  ( 4 1 . 2 )

Д е м е к ,  д с н е н і ц  қ о з ғ а л ы с ы  д е и е г е  э с е р  е т е т і н  с ы р т қ ы  

к ү ш т е р і м е н  ж ә н е  о с ы  к ү ш т е р д і ц  М і  м о м е н т т е р і м е н  а н ы қ -  

т а л а д ы .  К \ ш  м о м е н т т е р і н  к е з  к е л г е н - қ о з ғ а л м а й т ы н  о с ь -  

к е  н е м е с е  ү д е у с і з  қ о з ғ а л а т ы н  о с ь к е  қ а т ы с т ы  а л у ғ а  

б о л а д ы  ( I  и н е р ц и я  м о м е н т і  д е  с о л  о с ь к е  қ а т ы с т ы  а л ы н а -  

д ы ) .  Ү д е у м е п  і ^ о з ғ а л а т ы н  о с ь к е  қ а т ы с т ы  с ы р т қ ы  к ү ш т е р -  

д і ң  м о м е н т т е р і н  а л с а қ ,  б і з  ш ы н  м ә н і с і н д е ,  и и е р ц и я л ы  

е м е с  с а н а қ  с н с т е м а с ы н д а г ы  ( 4 1 . 2 )  т е ц д е у і н  ж а з ғ а н  б о -
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лар едік. Бұл жағдайда денеге түсірілген сыртқы күш- 
терден басқа, сондай-ақ инерция күштері мен олардың 
моменттерін де ескеру керек.

Денеге эсер ететін Гү күші түсірілген нүктені олар 
эсер етстін сызықтыц бойымен көшіруге болады, өйткеиі 
бұл жағдайда^ІД қосыидысы да, т г моменті де өзгер- 
мейді (күшті оныц эсер ететін сызығының бойымеп та- 
сымалдағанда оның иіні кез келген нүктеге қатысты 
өзгермейді) Осындай тасымалдауды жүзеге асыра оты-

рып, бірнеше күштерді оларға 
дене қозғалысына ықпал ету 
жөнінде эквивалент болатын 
бір күшпен алмастыруға бола­
ды. Мысалы, бір жазықтықта 
жататын екі Б және f2 күшін 
(108-сурет) оларға эквивалент 
болатын f күшімен алмасты- 
руға болады, сондай-ақ f күші- 
нің түсу нүктесін осы күш эсер 
ететін бағыттың бойында ер- 
кінше таңдап алуға болады. 

Денеге эсер ететін парал­
лель күштердің жиынтығыи барлық күштердің қосынды- 
сына тең, моменті жеке күш моменттерінің қосындысыиа 
тең болатындай дене нүктесіне түсірілген тец әсерлі куш- 
пен алмастыруға болады.

Ауырлық күштің тең әсерлі күшін табайык. Ауырлык 
күші қатты дененің барлық элементтеріне түседі, соны- 
мен қатар Aт1 элементар массаға эсер ететін күш Am i g- 
ге тец. Бұл күштердің қосыидысы p = mg-re тең. Коз кел­
ген О нүктесіне катысты ауырлық күшінің қосыиды 
момснті мынаган тсң:

м  =  2 ( г / , ( Д а д ) ] ,
мұндағы г£— О нүктесіне қатысты Am г дің орнын анық- 
тайтын радиус-вектор. A скаляр көбейткішін скінші 
көбейткіштен біріншіге көшіріп және g ортақ көбсйткі- 
шін қосынды таңбасының сыртына шығарып, мынаны 
табамыз:

М =
Бірақ жай жақшаның ішінде түрған қосынды т дене 
массасыныц С инерция цеитрінің гс рачмус-пектпрьша 
көбейтіидісіие тец. Сондықтап
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109-су.рет.

М = [ (тгс) . g] =  [re. (mg)] =  [rc , P], (41.3)
яғни кез кслгеи нуктеге қатысты ауырлық к\шінің қ о  
сынды моменті С нүктесіне түсірілғен mg күшініи момен- 
тіне дәл келеді.

Сонымен, ауырлық күшінің тең әсерлі күші p = /ng-re 
тсц жэне ол денеңіц инерция центріне түсірілген.

(41.3) формуласынан инерция центріпе қатысты 
ауырлық күшінің моменті нольге тең екендігі шығады 
(бүл жагдайда г с =0).  Өзіне қатыс- 
ты ауырльіқ күш моменті нольге 
тең болатын нүкте дененің ауырлық 
центрі деп аталады. 23-параграфта 
атап көрсеткеніміздей, ауырлық 
центрі дененің инерция центріне дәл 
келеді. Шындығында, мұндай пікір, 
ауырлық күшінің өрісі берілген 
дененің шегінде біртекті деп есеп- 
теуге болатын, яғни әр түрлі эле- 
ментар массаларға түсірілген күш- 
тердің бағыттары бірдей әрі масса- 
ға пропорционал болатын жағдайда 
ғана дұрыс болады. Бұл шарт өл-
шемдері жер шарыныц өлшемдеріпен әлдеқайда кіші де- 
нелер үшін орындалады. Егер өлшемі Жер елшемімен 
салыстырылатын болса, шынын айтқанда, ауырлық цен­
тр! инерция центріне дәл келмейді. Мұны жай мысалмен 
түсіндірейік. Біртекті ұзын стержень Жер маңында тұр 
делік (109-сурет). Стерженьді суретте көрсетілген қа- 
лыпта орналастырғанда оның әр түрлі элементтеріне 
түсірілген ауырлық күштері шамамен параллель бола­
ды. Ал теңдес элементтерге түсірілген күш шамасы Жер- 
деи қашықтығына қарай 1 /г2 заңы бойынша өзгереді 
(г — олементтің Жер центрінен қашықтығы). Бұл жаг­
дайда ауырлық центрінің инерция центріне қатыеты 
стерженьнің Жергс жақынырақ ұшына қарай ыгысатын- 
дығы сөзсіз.

Инерциялы системаға қатысты ілгерілемей қозғалыс 
жасайтын инерциялы емес санақ системасындағы дене 
қозғалысын қарастырған кезде енгізілетін цнерция күші 
де ауырлық күшіндегідей қасиетке (біртекті өрісі жағ- 
дайында) ие болады. Шынында, элементар массаға тү- 
сірілген инерция күші — w0 шамасына тең, яғни 
бағыты бірдей және маесаға пропорционал болады (іл-
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герілемелі қозгалыс жасайтыи инерциялы емсс система- 
ның барлық нүктелері үшін w0 бірдей болады) Бізді
(41,3) формулаға келтірген гіікірді қайталай отілрып, 
инерцняның қорытқы күші — mw0 (т — дене массасы) 
шамасына тец жәнс ол күштіц ннерцпялы иентріне түсі- 
рілгепдігін көрсетуге болады.

Ілгерілемелі- қозгалыс жасайтын инерциялы емсс са- 
нақ системасымен байланысқан және дененің инерция 
центрі арқылы өтетін оське (яғни инерциялы системада 
ілгерілемелі қозғалыс жасайтын оське) қатысты инерция 
күшініц моменті нольге тең (бұл жағдайда, біздің жоға- 
рыда көргенімЪдей, пнерцияның қорытқы күші инерция 
центріне түсірілген). Сондықтан (41.2) тецдсуін, инерция 
күліін ескермей-ақ, осындай оське қатысты жазуға бола­
ды. Инерция центрі арқылы өтетін және инерциялы са- 
нақ системасына қатысты өз бағытын өзгсртітейтін 
(бүрылмайтын) ось жөніпде ғана осылай істеуге бола- 
тындығын тағы да ескерте кетсйік. Жазық қозғалыс ке- 
зіндегі осындай ось инерция центрі арқылы өтетін және 
қозғалысы болатын жазықтыққа перпендикуляр ось 
болады.

Қатты дененіц тепе-теңдік шарты. Егер ілгерілемелі 
қозғалысты немесе айналысты тудыратын себеп болма- 
са, онда мұндай жағдайда дене тыныштық күйде қала 
береді. Бұл үшін (41.1) және (41.2) теңдеулсріне сойкес 
мынадай.екі шарттың:

1) денеге түсірілген барлық сыртқы күштердіц қо- 
сындысы нольге тең болуға тиіс:

2 f /  =  0, (41.4)
2) кез келген қозғалмайтын оське қатысты сыртқы 

күштердің қорытқы моменті нольге тец Оолуға тиіс:
2 М {= 0  (41.5)

деген шарттардың орындалуы қажет және жеткілікті бо­
лады.

Практика жүзінде (41.5) шартыныц бір жазыктықта 
жатпайтын және қозғалмайтын ксз келгеп үш ось үшін 
(мысалы, х, у және г координата осьтері үшін) орында­
луы жеткілікті екен. -Со_нда ол шарт кез келгсп басіча 
осьтер үшін де орындалатын болады.

(41.4) және (41.5) қатыстары қатгы дспеміц тепе-тец- 
дік шарттары болып табылады.
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Қ а т т ы д е н е м е х а н и к а с ы н ы н з а н д а р ы н 
қ о л д а II у г а а р к а л ғ а н м ы с а л д а р

1- мысал. Екі тіректе жатқан біртекті балка бсрілген 
(110-су ре г) Тірсктің fi жэие f2 рсакцияларілн апықтау 
керск.

Ауырлық күшіиің тең әсерлі күші Р-ге тсц жәнс ол 
инерция центріне түсірілген.
Сонда балка қозғалмайды.
Сондықтан (41.4) қатысына 
сәйкес Р fj және f2 күштері- 
иің қосындысы нольге тсц 
болуга тиіс. Осыдан мынау 
шығады:

Р = І\ + /2,
мүидағы Р f і және /2— өз- 
деріне сәйкес күштсрдіц мо­
дул ьдары.

Сондай-ақ, кез келгеи оське қатысты күштердің бал- 
кага эсер стетін барлық қорытқы моменттері де иольге 
тең болуға тиіс [(41.5) қатысты қараңыздар]. Дербес 
жагдайда, тіректің сол жақтағы нүктесіне қатысты мо­
мент нольге тең болуға тиіс, сонда:

р { т  ~
Сонымен, біз /і жэне /2 күш модульдары белгісіз екі 

тендеу таптық. Оларды шешіп, мынаыы табамыз:
f  р  1- 21' •

J l  2 / - (А -М г ) ’
f  р  I  ~  2/і
J - 2 / - ( / ,  + /,)■

2- мысал. Радиусы R және массасы m біртекті цилиндр 
көлбеу жазықтықтан сырғымай домалайды. Жазықтьіқ- 
тын көлбеу бұрышы ср-ге тең (11-сурет). ал биіктігі 
һ (h^>R) Цилиндрдің бастапқы жылдамдығы польге 
тец. Цилиндр айналысының инерция центрініц жылдам- 
дығын жәие бұрыштық жылдамдығының цилиндрдіц 
горизонталь учаскеге шыққан мезетінде табу керек.

Оны шешудің екі варнантын қарастырайық.
Ш е ш у і і и 1 т ә с і л і. Цилиндр үш күиітіц әсері- 

мен қозғалады: Р =mg. f r,-,— үйкеліс күші және көлбеу

б
L _____ -

2 1
і  — ----------н

. _________п

ь Н

---------- A

Л ‘ !

10-сурот.
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жазықтыктын fr рсакцнясы. \ г реакцпясы, Ныотонның 
үшішпі заңына сәйкес, шамасы mg cos ф болатын Р кү- 
шініц нормаль күраушысыныи модулына тең.

Цилиндр мен көлбеу жазықтықтыц арасындағы үнке- 
ліс олардың жанасу нүктелерінде пайда болады. Ци- 
лпндрдің осы нүктелері (олар айналыстың лездік осііі 
түзеді) уақыттыц әрбір моментінде қозғалмайтнн бол- 
ғандыцтан, біздің сөз етіп отырған үйкеліс күшіміз ты- 
ныштық үйкеліс күші болады. 19-параграфта белгілі бол- 
ганындай, тыныштық үйкеліс күшініц шамасы нольден 
fо мәнінің максимумына дейінгі аралықта болады, ал

/'о-дің мәці үйкеліс коэффицнентінің бір-біріне жанаса- 
тын дсислерді қысып тұратын нормаль қысым күшіне 
көбейтіндісімеп анықталады (fo — kmg  cos ф). Бұл жағ- 
дайда үйкеліс күші сырғапау болмайтындай мағынада 
ғ^абылданады. Жанасу нүктелерінің сызықтық ікылдам- 
дығы нольге тец болған жағдайда және өз кезегінде 
инерция центрінің ис жылдамдығы уақыттың әрбір мс- 
зетінде цилиндр айпалысыныц о бүрыштық жылдамды- 
ғы мсн цилиндрдің R радиусыныц көбейтіндісіне

vc — со R (11.6)
тец болатын шарт орындалған жағдайда, цилиндрдіц 
жазықтық бойымен тербелуі кезінде сырганау пайда бол- 
майды.

Алдыцғыға сәйкес инерция центрініц ;еч; үдеүі р бү- 
рыштық жылдамдықты R-ге көбеііткснге тец-

to c = [)R. (41.7)
Еғер осы шарттарды с іқтауға қажетгі / v, үйкеліс і,ү- 

ші fo = kmg  cos ф-діц максимум мәніпен артып кетпесе,
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онда цилиндр сырғанамай домалайтын болады. Олай 
болмаған жағдайда сырғанамай домалау мүмкін емес.

Сырғанамаған кезде1 қозғалу бағыты проекцинлан- 
ған (41.1) тецдеуінің түрі мынадай болады:

mivc =mg  sin (p —f Yn. (41.8)
Цилиндр осіне қатысты жазылған (41.2) тецдеуінде 

тек; үйкеліс күшінің моменті ғана нольден өзгеше бола­
ды. Ал басқа күштер, оныц ішінде инерцияныц қорытқы 
күшінің цилиндр осі арқылы өтетін бағыттары болады, 
осының салдарынан олардың осы оське қатысты момент- 
тері нольге тец. Сонымен, (40.2) теңдеуі былай жазы- 
лады:

/ Р  =  Л /  ү й ( 4 1 . 9 )

мүпдағы I — цилиіідрдіи өз осіне қатысты инерция мо­
менту ол түтас біртскті цилиндр үшін-^-Ап/?2 шамасына 
тец болады.

(41.8) және (41.9) теңдеулерінде үш белгісіз шама 
б а р : / Үй, ржәнеі^с- Бірақ соңғы екі шаманың арасында 
сырғанаудыц жоқтығынан шығатын (41.7) байланысы 
болады. (41.7) және (41.9) тецдеулерді бірге шешіп
(I = —  mR2 екенін ескере отырып), мынаны табамыз:

=  4 - ^ sln(P. (41.10)

=  4 " ^ sincp» (41.11)'

М - Г Х 8111?- (41.12)
Енді, біз цилипдрдіц сырғанамай домалайтыпдығьш 

қамтамасыз ететін (41.10) тыныйітық үйкеліе күшініц 
шамасын біле отырып, осындай домалаудыц мүмкін
болатын шартын анықтауға болады. Сырганаман дома­
лау үшіп (41.10) күші біздің бүрыннан білетініміздей, 
kmg cos шамасына тец fo тыныштық үйкеліс күшініц 
.максимум мәнінен артпауға тиіс:

mg  sin ? <  kmg  cos ip.
Осыдан мынау шығады:

tg ф^З/г.
к Цн.ишдр сыргаиаган кезде (41.8) тецдеуіпдегі / уі| күші тыныш- 

тық үйкеліс күші емес, сырғанау үйкеліс күші болады.
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Е г е р  к ө л б е у  ж а з ы қ т ы қ т ы ң  <р т а н г е н с  б ұ р ы ш ы  ц и ­

л и н д р  м е н  ж а з ы қ т ы қ  а р а с ы н д а ғ ы  т ы н ы ш т ы қ  ү й к е л і с  

к о э ф ф и ц и е н т і н і ң  ү ш  е с е л е н г е н  м ә н і н е н  а с ы п  к е т с е ,  о н д а  

ц и л и н д р  ү й к е л і с с і з  д о м а л а й  а л м а й д ы .

( 4 1 . 1 1 )  т с ң д е у і н е н  ц и л и н д р  и н е р ц и я  ц е н т р і н і ң  б і р  

қ а л ы п т ы  ү д е м е л і  қ о з ғ а л а т ы н д ы ғ ы  к е л і п  ш ы ғ а д ы .  га с  
ү д . е у і н  б і л е  о т ы р ы п ,  ц н л и н д р д і ң  Ц д о м а л а у  у а к ы т ы н ,  я ғ -  

н и  ц и л и н д р д і ң  h j s i n  ф  ш а м а с ы н а  т е ң  ж ү р е т і п  ж о л ы н ы ң  

у а қ ы т ы н  т а б у ғ а  б о л а д ы .  Б ұ л  ж о л  w c  ж ә н е  і ц ш а м а л а -  

р ы м е н  м ы н а д а й  қ а т ы с п е н  б а й л а н ы с қ а н :

һ _ _ ™с L\
Since 2  1

о с ы д а п ,  w c  ү ш і н  ( 4 1 . 1 1 )  м ә н і н  қ о й ы п ,  м ы н а п ы  а л а м ы з :

t  =  — —  ] / — . 
sin<p I g

Б ұ л  у а қ ы т т а  w c  с и я қ т ы ,  ц и л и н д р д і ң  м а с с а с ы  м е н  р а -  

д и у с ы н а  т ә у е л д і  е м е с 1; о л  т е к  ж а з ы қ т ы қ т ы ң  к ө л б е у  ср 

б ұ р ы ш ы  м е н  о н ы ң  һ  ж и е г і  д е ң г е й л е р і н і ң  а й ы р ы м ы м е н  

ғ а н а  а н ы қ т а л а д ы .

Ц и л и н д р  г о р и з о н т а л ь  у ч а с к е г е  ш ы қ қ а н  к е з д е  и н е р ­

ц и я  ц е н т р і н і ң  ж ы л д а м д ы ғ ы  м ы н а ғ а н  т е ң :

v c  =  Щ; t g =  j /  — g-A,

а л  ц и л и н д р д і ң  б ү р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы ғ ы

(о =  %tg =  - 1 -  j / Л  g h.

К ү ш  т ү с і р і л г е н  ц и л и н д р  н ү к т е л е р і  у а қ ы т т ы ң  ә р б і р  м о -  

м е н т і н д е  қ о з ғ а л м а й т ы н д ы қ т а н  ( 4 1 . 1 0 )  ү й к е л і с  к ү ш і  ц и -  

л и н д р г е  ж ұ м ы с  і с т е т е  а л м а й т ы н ы н  е с к е р т е  к е т е л і к .

Е г е р  ц и л и н д р г с  а л д ы н  а л а  б і р ш а м а  і л г е р і л е м с л і  қ о з -  

ғ а л ы с  ж ә н е  с о ғ а н  с ә й к е с  ( с ы р ғ а н а у  п а й д а  б о л м а й т ы н -  

д а й )  б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы қ  б е р і л с е ,  о н д а  г о р и з о н т а л ь  

( ф  =  0 )  ж а з ы қ т ы қ т а  ( 4 1 . 1 1 )  ж ә н е  ( 5 1 . 1 2 )  ф о р м у л а л а р ы  

б о й ы н ш а  о с ы  ц и л и н д р  ү д е у с І з  қ о з ғ а л а т ы н  б о л а д ы .  Ш ы -  

н ы н д а  д а ,  қ о з ғ а л ы с  б а я у  б о л а д ы .  М ү н д а й  б а я у л ы қ қ а  

т е р б е л у д і ц  ү й к е л і с  к ү ш і  с е б е п ш і  б о л а д ы ,  о н ы ц  м о м е н т і  

Ф  б ұ р ы ш т ы қ  ж ы л д а м д ы г ы н  а з а й т а т ы н д а й  ж о н е  к ү ш т і ң  

ө з і  с о г а н  с ә й к с с  ( т а ғ ы  д а  е ы р ғ а м а у  н а й д а  б о л м а і ғ і ы н -

1 Пул тек біртекті тутас цилиндр үшіп г н и л  орып л л л д ы .
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дай) инерция центрінің баяулығын тудыратындай болып 
бағытталған. Тербелу үйкеліс күші домалайтын денеге 
теріс жұмыс істейді.

Цилиндрдің көлбеу жазықтықтан домалауы туралы 
есепті шешкенде біз тербелу үйкелісін елемедік.

Ш е ш у д і ң  2 т ә с і л і .  Үйкеліс күші жұмыс істе- 
мейтін болғандықтан Цербелу-үйкелісін елемейміз), 
цилиндрдің толық энергиясы тұрақты болып қалады. 
Бастапқы мезетте кинетикалық энергия нольге тең, ал 
потенциялық энергия mgh-қа тең. Домалаудың ақырын- 
да потенциялық энергия нольге тең болады, оның есесіне 
мынаған тең [(40.9) формуласын қараңыздар] кинети- 
калық энергия пайда болады:

Цилиндр сырғанамайтын болғандықтан, vc  және о> 
шамалары vc = coR катысымен байланысқан. Кине-
тикалық энергияға арналған өрнекке = және Іс =  

=  \-niR2 шамаларын қойып, мынаны шығарып аламыз:

Т = +
mv2c

4
3 2— tnvc.

Цилиндрдің домалауының басы мен аягындагы то- 
лық энергиясы бірдей болуға тиіс:

-j- т ^с = mgh,
осыдан: _____

і>с =  У  4 "gh-
ал бурыштық жылдамдығы

3-мысал. Массасы пг денеге өте қысқа Д/ уақыты ара- 
лыгы ішінде f тұрақты күші эсер етеді. /St уақыт аралы- 
гынан басқа, уақыттың барлығында да оған ешбір дене 
эсер етпейді. Денеге (Д/ импульсы берілгенге дейін ол 
тыныш қалыпта тұрады. Қүштің әсері тоқталғаннан 
кейін дененің қалай қозғалатындығын анықтау керек.

Бұл жағдайда (41.1) теңдеуінің түрі мынадай бо­
лады;

8—649
mw с — f,
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осыдан

v/c т
(41.13)

Демек, күш эсер етіп тұрғанда, дененің инерция цен- 
трі күштің эсер ететін бағытында бір қалыпты үдсмелі 
қозғалыс жасайды.

Инерция центріне қатысты f күш иінін / әрпімен бел- 
гілейік (112-сурет) С инерция центрі арқылы, өн бойы- 
мен күш эсер ететін сызық және дененің инерция центрі 
арқылы өтетін жазықтыққа перпендикуляр болатындай 
0 0  осін жүргізейік. Осы оське қатысты (41.2) теңдеуінің 
түрі мынадай болады:

/с  р =
мұндағы I с — дененің 0 0  осіне қатысты инерция момен­
ту ал M — fl — f күшінің сол оське қатысты моменті. Осы

теңдеуді |3-ға қатысты шешіп, 
мынаны табамыз:

М  f l

Г

А-

1 Ц - 7J c
( X'
\  14 J

Р (41.14)
-  V

ОЬ

1 с І с
Сонымен, күш эсер етіп тур- 

ранда At уақытының ішінде дене 
былай қозғалады: оның инерция 
центрі күш эсер ететін бағытта 
(41.13) тұрақты үдеуімен түзу 
сызықты қозғалыс жасайды ж ә - 
не сонымен қабат инерция центрі 
дене (41.14) тұрақты бұрыштық 

айналады. At уақыты аралығыныц

112-сурет.

арқылы өтетін осьтен 
жылдамдығымен 
соңында инерция центрі жылдамдығының мәні мынаған 
жетеді:

Ус = W c  A t  = m

ал бұрыштық жылдамдығы мынаған тең болады:
п \  і M M  f l A t  ш =  рД t =  ^ I с

vc мен сй-нын біз тапқан мәндері эсер ететін күш тоқ- 
талғаннан кейіңгі дененің қозғалысын анықтапды.

Күштің эсер еткен уақытының ішінде күштің I иінін 
барлық At уақыты аралығыныц ішінде дәлдігі жетерлік- 
тей дәрежеде тұрақты болатындай дене күш эсер еткен
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уақыт ішіпде аз ғапа бұрышқа бұрылатын жағдайда ра­
на алдықғы алынған нәтиже дұрыс болады.

С инерция центрінен
соx = vc- я ғ н і і  fix — Wc (41.15)

шартымен анықталатын х қашықтығында жататын О' 
нүктесініц жылдамдығы нольге тең болатынын (112-су- 
рет) оңай көруге болады. Демек, О нүктесі арқылы өте- 
тін ось айналыстың лездік осі болады. Біздің wc және 
Р үшін тапқан өрнегімізді (41.15) шартына қойып, мына-

r  7сны табамыз: х  — —г-
Күштің эсер етуі нәтижесінде дене кинетикалық энер­

гия алады:

Т:
mv,

+
/ сШ2 ТП

~2 m

Г-нің /-ге тәуелділігі былай түсіндіріледі: күш түсі- 
рілген нүктенің At уақыты ішінде жүрген жолы I өскен 
сайын арта түседі, сондықтан денеге эсер еткен күшпен 
істелетін жұмыс та артады.

§ 42. Еркін осьтер. Инерцияның бас осі

Егер қандай да болсын денені кез келген осьтен айна- 
лысқа келтіріп, содан кейін өзінің еркінше койсақ, онда 
кеңістіктегі айналу осінің орны, жалпы алғанда, өзгере- 
ді: инерциялы санақ системасына қатысты ось не буры- 
лады, не орын ауыстырады. Дененің еркін алынған ай­
налу осін өзгеріссіз қалыпта ,ұстап тұру үшін, оған бел- 
гілі бір күш түсіру керек.

Мысалы, егер дене 113-суреттегідей формада болса 
және ол 0 0  осінен ы бұрыштық жылдамдығымен айнал- 
са, онда айналыс осін қозғалмайтындай етіп тұру үшін, 
оған М ^тсо^/'айналдырушы моментін қамтамасыз ете- 
тін күш түсіру қажет. Шынында да, радиусы г шеңбер 
бойымен m массасының қозғалысын жүзеге асыру үшін 
оған әрқайсысы тсо2г-ге тең болатын Б және f2 күштері 
түсірілуге тиіс. Бұл күштер M = ma)2rl моментімен қос 
күштер түзеді. Егер оське тиісті f] және f2 1 күштерімен 1

1 Бұл куштердің багыттары дененің осьтен бұрылуына байла- 
нысты өзгеретін болады.
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эсер ететін, мысалы, подшипниктердегі осьті орнықты- 
рып, осындай момент тудырмаса, онда айналу осі стрел- 
камен көрсетілген бағытта бұрылады.

Егер т массасын байланыс- 
тыратын стержень 0 0  айналу 
осіне перпендикуляр болса және 
масса осьтен әр түрлі г\ және г2 
қашықтықтарында болса (114-су- 
рет), онда осьтердің кеңістікте 
орын ауыстыруын болдырмау 
үшін подшипниктер оське бірдей 
бағытталған Е және f 2 күштері- 
мен эсер етуге тиіс, ал осы күш- 
тердің модульдарыныд қосынды-Г I
сы дентрге тартқыш /і және /2 
күштері модульдарыныд айыры- 
мына тед:

/ і -f/2 = тсо2( г і - г 2)
(а және b кесінділері тед болған- 

да f 1 және /2 күштері шамасы бойынша бірдей болады; 
олай болмаған жағдайда fia = f2b шарты орындалуға 
тпіс).

Сырттан қандай да болсын 
күш эсер етпейінше өз қалпын ке- 
дістікте сақтап қалатын айналу 
осі дененід е р к і н о с і деп ата- 
лады. 114-суретте кескінделген 
жағдайда, г{=г2 болғанда 0 0  осі 
еркіи ось болатындығы сөзсіз.

Кез келген дене үшін осьтері 
еркін осьтер бола алатын дененід 
инерция центрі арқылы өтетін өз 
ара перпендикуляр бар екендігін 
дәлелдеуге болады; олар дене 
и п е р ц и я с ы н ы д б а с о с і 
деп аталады.

Біртекті параллелепипедте 
(115-сурет) инерцияныц бас осьтері оныд қарама-карсы 
жақтарыныд центрлері арқылы өтетін ОіО|, 0 20 2 және 
O 3 O 3  осьтері болатындығы сөзсіз.

Осьтік симметриясы болатын денеде (мысалы, бір-

1
л .(

3----------5
Ь .
I

1
a
1
•1- f
1 ,y r f l

1 l
U } r, Tz

*

--------3 Ь ~  n

'П

114-сурет.
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текті1 цилиндрде) инерцняиыц бас осьтерініц біреуі сим­
метрия осі болады, ал басқа екі осі ретінде симметрия 
осіне перпендикуляр жазықтықта жатқан және дененіц 
инерция центрі арқылы өтетін, өз ара перпендикуляр кез 
келген екі осьті алуға болады (116-сурет). Сонымен, 
осьтік симметриясы бар денеде инерцияныц бас осьтері- 
ніц тек біреуі ғана белгіленген.

Тығыздығы тек центрден қашықтығына ғана байла- 
нысты болатын, центрлік симметриясы бар денеде, яғни 
шарда инерцияның бас осьтері инерция центрі арқылы 
өтетін, өз ара перпендикуляр кез келген үш ось болады. 
Сондықтан инерцияныц бас осьтерінің бірде-біреуі бел- 
гіленбеген.

Дененің бас осьтерге қатысты 
инерция моменті жалны жағдг.й- 
да түрліше болады: І \Ф һ Ф һ -  
Осьтік симметриясы бар дене

?

0і

~г

/

—  Ъ

0;
115 - су рет. 116- сурет.

үшін екі инерция моментінің шамасы бірдей, ал үщінші- 
сі, жалпы айтқанда, олардан өзгеше болады: І\= Һ Ф Һ . 
Ёң ақырында, дененің центрлік симметриясы болған жағ- 
дайда барлық үш момент те бірдей болады: /j ==/2 —/ 3- 

Егер дене қандай да болсын сырттан эсер етстін ық- 
пал болмаған жағдайда айналса, онда инерция момен- 
тінің максимум және минимум мәндеріне сәйкес келетін 
бас осьтерден айналатын айналыс қана орнықты болып 
қалады. Ал шамасы бойынша аралық моментке сәйкес 
келетін осьтен айналатын айналыс орнықты болмайды. 
Бұл айналу осініц осындай бас осьтен болар-болмас 
ауытқыған кезінде пайда болатын күштер осы ауытқу- 
дың шамасы арта түсетін бағытта эсер етеді деген сөз.

1 Дененің тыгыздығы әрбір кимада симметрия осінен қашықты- 
ғьшың функциясы болса да жеткілікті болады.
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Осыдан пайда болатын күштің ықпалымен айналыстып 
орнықты осьтен ауыткуы кезінде дене өзіне сәйкес келе- 
тін бас осьтен айналу қалпына қайта оралады.

Формасы параллелепипед болатын қандай да болсын 
денені (мысалы, сіріңке қорабын) жоғары көгеріп, тас- 
тап, сонымен катар оны айналысқа1 келтіре отырып, жо- 
ғарыда айтылғандарға көз жеткізуге болады. Мунда

<*) 6) 
117-сурет.

дене құлап келе жатқанда оның параллелепипедтің' ең 
үлкен немесе ең кіші жақтары арқылы өтетін осьтен ай- 
нала алатындығы байқалады. Ал денені параллелепипед 
жағынан ортасы арқылы өтетін осьтен айналатындай 
етіп жоғары көтеріп тастау ойдағыдай болып шық- 
пайды.

Сыртқы ықпалдың, мысалы, айналатын дене ілінген 
жіптің тигізетін әсері бар кезде, тек инерция моментініц 
ең үлкен мәніне сәйкес келетін бас осьтен айналатын 
айналыс кана орнықты болып шығады. Осындай себеп- 
тен бір ұшын жіпке байлап асып койған жіңішке стер- 
женьді тез айналдырғанда ол сайып келгенде осы стер- 
женьнің ортасы аркылы өтетін оған перпендикуляр ось­
тен айнала алады (117 я-сурет) Бір жиегі жіпке 
байланып асып койылған дискі де әлгі стержень сияқты 
айналады (117 б-сурет).

§ 43. Қатты депеиің импульс моменті

38-параграфта табылған катты дененің импульс мо- 
ментінің өрнегі

1 Бұл жағдайда ауырлық күшінің әсе,рі негізгі болып табылмай- 
ды. Ол тек дененіқ айналумен бірге төмен түсуін камтамаеыз етеді.
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L , = 4 »  (43.1)
тек дене қозғалмайтын осьтен, яғни кеңістікте подшип- 
никтер ұстап тұратын осьтен немесе еркін осьтен айнал- 
ған уақытта ғана дұрыс болады. Басқа жағдайларда L 
мен со-ның арасындағы байланыс едәуір күрделенеді, 
атан айтқанда L импульс моментінің векторы бағыты 
бойынша to бурыштық жылдамдығыныц векторымен дәл 
келмейді.

Координата осьтерін1 дене инерциясының бас осьтері 
бойынша бағыттайық. со векторы осы осьтердің, бірде-бі- 
реуіне дәл келмесін делік (118- 
сурет). Сонда оның ых, tov, ыг 
осьтері бойынша құраушыла- 
ры, жалпы айтқанда, нольден 
өзгеше болады. / ztoz көбейтін- 
дісі (43.1) өрнегіне сәйкес L 
векторының 2 осі бойындағы 
қүраушысын береді. Осы сияқ- 
ты / хюх көбейтіндісі Lx құрйу- 
шысын, ал IyWv көбейтіндісі 1Іу 
құраушысын береді. Егер бас 
осьтерге қатысты (Iх, / у, Iz) 
инерция моменттері өз ара 
тең болмаса, онда L = L r + Ly + L z қорытқы векторы, 
118-суреттен көрініп тұрғанындай, бағыты бойынша to 
векторымен дәл келмейді. to векторы тек бас осьтердің 
біреуінің бойымен, айталық z  осінің бойымен бағыттал- 
ған жағдайда ғана to-ның басқа осьтер бойындағы құ- 
раушылары (яғни Юд-және toy) нольге тең болады, осы- 
ныц нәтижесінде Lx және Ly құраушылары да нольгс 
тең болады сөйтіп, біз (43.1) формуласына келіп тіре- 
леміз.

Сонымен, егер координата осьтері ретінде дене инер- 
циясының бас осьтерін таңдап алсақ, онда со және L 
векторының арасындағы байланыс мынадай болады:

L = Ix(Ox + / ywy- f / zwz (43.2)
o)x — Ьіхі т. с. с. екендігін еске түсіріп, соңғы өрнекке мч- 
надай түр беруге болады:

118-сурет.

1 Бұл жерде денемен қатаң байланысқан және онымен коса ай- 
налатын ось есте болу керек.
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осыдан L және ш векторларының координата осьтеріне 
түсірілген проекдияларының арасындағы байланыс тө- 
мендегідей қатыстармен берілетіндігі шығады:

f xu>X) L,y~IyV>y, L,z — Iz^z’ (43.3)
Координата осьтері дене инерциясының бас осьтері- 

мен дәл келмеген уақытта мұндай байланыс одан да гөрі 
күрделірек болады. Бұл жағдайда L және о> проекция- 
ларының арасындағы қатыс мынадай болып шығады:

хх^х +   ̂хушу + 1 XẐ ZI
Ly =  ̂  ух®х + І yywy +  I угшг> (43.4)
Lz ~  Iгхшх 4* Izy^y 4" ̂  zz®z‘

I ik (i, k =x, y, z) тоғыз шама и н е р ц и я  т е н з о р ы  
деп аталатын, яғни екінші рангінің симмртриялы1 тензо- 
рын құрайды. / ik тензорының компоңенттері координа­
та осьтерін тандап алуға тәуелді болады. Егер коорди­
ната осьтері дене инерциясының бас осьтерімен дәл 
келсе, онда / хх, Іуу және I Z2 -тен басқа барлық компо- 
ненттер нольге айналады да> (43.4) формуласы (43.3) 
формуласына айналады [ (43.3) формуласындағы I хх 
шамасы I х арқылы т. с. с. белгіленген].

Біздің материялық нүктелер системасы үшін алған 
(37.11) теңдеуіміз қатты дене үшін де орынды болады. 
Бұл жағдайда L-ді (43.4) формулаларымен анықтала- 
тын координата осьтеріне түсірілген проекциялары бар 
вектор деп ұғыну керек.

Корытындысында инерцияның бас осьтерінің бірде- 
біреуіне дәл келмейтін әрі қозғалмайтын z  осінен дене- 
нің айналу жағдайын қарастырайық. Мүнда ось тек оған 
сыртқы күштер эсер еткенде ғана қозғалмайтын болуы 
мүмкін (мысалы, 113-суретті қараңыздар) Осы күштер- 
дің z осіне қатысты моменттері нольге тең (өн бойымен 
күш эсер ететін бағыт ось арқылы өтеді), алайда осы 
осьте жатқан кез келген О нүкҮесіне қатысты күш мо- 
-менттері нольден өзгеше болады. Осындай себептен дс- 
ненің z осіне қатысты һ г импульс момснті өзгеріссіз 

I  dқалады I =  ЛV, =  0), бағьггы бойынша дәл кел-
мейтін L импульсының О нүктесіне қатысты моменті, 
оған перпендикуляр бағытта эсер ететін сыртқы

1 Егер тензор дык компоненттері //*  =  /* /  шар тын қанағаттан- 
дьгрса, ондай тензор симметриялы тензор деп аталады.
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M \—jj L = M # 0 ) күштері моментінің ықпалымен, ке- 
ңістікте денемен қоса бұрылады.

§ 44. Гироскоптар
Гироскоп (немесе зырылдауық) деп, симметрия осі- 

нен өте зор жылдамдықпен айналатын шомбал симмет- 
риялы денені айтады. Симметрия осі гироскоп инерция- 
сының бас осьтерінің бірі болып табылады, сондықтан 
гироскоп импульсының моменті бағыты бойынша айна- 
лу осімен дәл келеді. Гироскоп осінің кеңістіктегі бағы- 
тын өзгерту үшін, (37.11) теңдеуіне сәйкес оған сыртқы 
күштердің моментімен эсер ету керек. Сонда гироскоп- 
тың эффектісі деп аталатын мынадай кұбылыс байқала- 
ды: гироскоптың 0 0  осін O'O' түзуінен бұрылуына мәж- 
бүр етуге тиісті күштің әсері- 
мен (119-сурет) гироскоп осі 
0 " 0 "  түзуінен бұрылады (0 0  
осі мен 0 '0 '  түзуі чертеж жа- 
зықтығында жатады, ал 0 " 0 "  
түзуі мен fi және f2 күштері 
осы жазықтыққа перпендику­
ляр болады деп ұйғарылады)

Бір қарағанда «табиғи 
емес» сияқты болып көрінетін 
.гироскоптың' өзгерісі айналма- 
лы қозғалыс динамикасының 
зандарына, яғни сайып кел- 
генде, Ньютон заңына толық 
сәйкес келетіндігін байқау 
қиын емес\ Шындығында да, fi 
және f2 күш моментері 0 '0 '  тү- 
зуінің бойымен бағытталған. At уақыты ішінде гироскоп- 
тын. импульс моменті AL =  MA/ өсімше алады, бұл 
өсімшенің бағыты М векторының бағытындай бола­
ды. Гироскоптың At уақыт өткеннен кейінгі импульс 
моменті чертеж жазықтығында жатқан L '=L-fA L қо- 
рытқы импульс моментіне тең болады. L' векторының 
багыты гидроскоптың айналу осінің жаңа бағытымен 
дәл келеді. Сонымен, гироскоптың айналу осі 0 " 0 "  тү- 
зуінен бұрылады, сонда М және L векторларының ара- 
сындағы бұрыш азаяды. Егер гироскопқа бағыты бойын­
ша тұрақты сыртқы күштерінің М моментімен үзақ

119-сурет.
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уақыт эсер етсе, онда гироскоптың осі ең ақырында бы- 
лай орнығады: гироскоптың меншікті айналысыныц осі 
мен бағыты сыртқы күштердің әсерімен айналатын айна- 
лыстың осі мен бағытына дәл келеді (L векторы бағыты 
бойынша М векторының бағытымен дәл келеді)

Гироскоптың жоғарыда баяндал- 
ған өзгерісі г и р о с к о п т ы қ к о м ­
п а с  (гирокомпас) деп аталатын при- 
бордың негізін қалаған. Бұл прибор 
осі горизонталь жазықтықта еркін 
бұрыла алатын гироскоп болып есеп- 
теледі (120-сурет). Жердің бір тәулік- 
тегі айналуының салдарынан гироскоп- 
тык компас оны жер осінен айналатын 
айналысқа еліктіріп әкетуге тырыса- 
тын (бұл 119-суреттегі ft және f2 күш- 
терінің гироскопты O'O' осінен айна­
латын айналысқа еліктіріп әкетуге 
тырысатыны сияқты) күштердің ықпа- 
лында болады. Осының нәтижесінде 
гироскоптың осі, гироскоптың L им­
пульс моменті векторы мен Жердің ыж 

бұрыштық векторының арасындағы бұрыш азаятындай 
болып бұрылады. Бұл жағдай L мен юж -ның арасында- 
ғы бұрыш минимум мәніне жеткенге, яғни гироскоптың 
осі меридиан жазықтыгында орныққанга дейін созыла 
береді (мұның жоғарыда қарастырылған жалпы жағдай- 
дан айырмашылығы гироскоптың компас осінің бұры- 
луынық былай шектелгендігінде: бұл осьтің тек горизон­
таль жазықтықта ғана орналасуы мүмкін)

Гироскоптық компастың магниттік тілі бар компас- 
тан қолайлы айырмашылығы сол, оның көрсетуіне маг­
нитик қисаю (бұрылу1) деп аталатын түзетуді енгізудің 
қажеті жоқ, сондай-ақ магнит тілінің маңында орналас- 
қан ферромагниттік заттардын (мысалы, кеменің болат 
корпусының т. б.) осы тілге тигізетін әсерін теңгеру 
үшін шара қолданудың қажеті болмайды. Сондықтан 
қазіргі уақытта навигация ісінде көбінесе гирокомпастар 
қолданылады.

Гироскоптық күштер.і Гироскоптың осін берілген жаг- 
дайга қарай бүруға әрекет жасаган кезде гироскоптык

! Магниттік бұрылу деп магниттік жоне географиялык меридн- 
андардын, арасындагы бұрышты айтады.
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эффект салдарынан, гироскоптың осі айналып тұратын 
тірекке эсер ететін гироскоптық күштер шайда болады, 
Мысалы, гироскоптың 0 0  осін O'O' түзуінен бұрылуға 
мәжбүр еткенде (121-сурет) 0 0  осі 0 " 0 "  түзуінен бұ- 
рылуға тырысады. Осы айналысты болдырмау үшін, 
гироскоптың осіне подшипниктер жағынан эсер ететін
fi және f 2 күштерін түсіру керек. Ныотонның үшінші 

заңы бойынша ось подшипниктерге гироскоптық күштер 
болып есептелінетін fi және f2 күштермен эсер етеді.

о

*7 f,

• /У
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Г _ f ’ L— >2
О

Томен

121-сурет. 122-сурет.

Мысалы, кемелердегі бу турбиналарынын, подшип- 
никтерін конструкциялағанда гироскоптық күштердің 
болатындығын ескеруге тура келеді. Турбинаның роторы 
гироскоп болып табылады. Кеме киль бойымен (ұзына 
бойымен) шайқалғанда турбинаның осін O'O' түзуінен 
бұрылуға мәжбүр етеді (122-сурет). Бұл осьтің подшип­
никтерге қосымша, кейде едәуір қысым түсіретін fi және 
f2 гироскоптық күштердің пайда болуына әкеп соғады.

Гироскоп прецесснясььГироскопқа эсер ететін сырт- 
қы күштердің моменті шамасы бойынша тұрақты бола 
отырып, гироскоптың осімен бір мезгілде бұрылып, осы 
осьпен үнемі тік бұрыш жасаған жағдайда гироскоп қоз- 
ғалысының ерекше түрі орын боладыі Мысалы, осі ауыр- 
лық күшінің өрісінде болатын топсадан а-йналатын ги­
роскоп осындай жағдайда болады (123-сурет).

Гироскопқа түсірілген сыртқы күштердің моменті ша­
масы бойынша мынаған тең:

M ^m g l  sin a, (44.1)
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мұндағы т — гироскоп массасы, I — топсадан гироскоп- 
тын, инерция центріне дейінгі ара қашықтығы, а — гиро­
скоп "осі мен вертикаль арасында пайда болған бұрыш. 
М моменті гироскоп осі арқылы өтетін вертикаль жазык- 
тыққа перпендикуляр бағытталған (123-суретте бұл 
жазықтық штрихталған) Гироскоптың L .импульс мо­
мент! і\\ күш моментТнін, әсерімен dt уақыты ішінде

dL = i\\dt (44.2)

;/#L

-і.-і

4 N өсімшесін алады, бұл 
4 өсімше бағыты бойынша 

) М векторымен дәл келеді, 
/  яғни L векторына перпен- 

дикуляр болады. d L өсім- 
шесін алғаннан кейін, L 
векторынын душар бол- 
ран өзгерісі гироскоп осі- 
нің 0 0 '  түзуінен а бұры- 
шының өзгермейтін бұры- 
лысына сәйкес келеді. 
Бұл жағдайда гироскоп 
осі арқылы өтетін верти­
каль жазықтық dcp бұ- 
рышына бүрылады. Мұ- 
нымен катар М векторы 
да горизонталь жазық* 
тыкта осындай бүрышқа 

123-сурет. бұрылады. Осының нәти-
жесінде dt уақыт өткен 

соң L және М векторларының өз ара орналасатын орны 
бастапқы моменттегідей болады.

і dt уақытының кезектегі элементінде L векторы тағы 
да d L өсімшесін алады, бұл өсімше L векторынын жаңа 
мпніне («алғашқы» элементар бұрылыстан кейін пайда 
болған) перпендикуляр болады т.. с. с. Ақыр аяғында 
гироскоптың осі вертикальдан О топсасы арқылы өтетін 
аша бұрышы 2а-ға тең конус жасап, үздіксіз айналатын 
болады. Сонда L векторы тек бағыты бойынша ғана өз- 
гереді, ал ша^асы бойынша ол түрақты болады, өйткені 
dL  элементар өсімше L векторына үнемі перпендикуляр 
болады.

Гироскоптың жоғарыда сипатталған қозғалысы 
п р е ц е с с и я  деп аталады да, сырткы күштсрдіц әсе-
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рінен конус жасап өтетін гироскоп осінің қозғалысы бо- 
лып табылады (дербес жагдайда а  = л/2 болғанда конус 
жазықтыққа айналады)

Прецессия кезінде L векторының сипаты шеңбер бо- 
йындағы бір қалыпты қозғалыс кезіндегі жылдамдық 
векторының сипатындай болады. Соңғы жағдайда жыл- 
дамдықтын, элементар өсімшесі dv үнемі v векторына 
перпендикуляр және wdt мәніне тең болады, мұндағы 
|w | тұрақты. Гироскоп жағдайында d L өсімшесі L век­
торына перпендикуляр және h\dt мәніне тең, мұндағы 
1 iW I турақты келеді.

Конус осі мен гироскоп осі арқылы өтетін жазықтық 
айналысының бұрыштық жылдамдығы прецессия жыл- 
дамдығы деп аталады. Сонда прецессияның бұрыштық 
жылдамдығы мынаған тең болатындығы айқын:

мұндағы </ср — жоғарыда көрсетілген жазықтықтың dt 
уақыты ішінде бүрылатын бұрышы. Бұл бұрышты 
I L I -дің L sin ос-ге қатьінасы ретінде көрсетуге болады 
(L векторының басы О топсасымен үйлестірілген деп ұй- 
ғарылғандығын 123-суреттен қараңыздар):

dv =  (44.3)т jLsma v ;
(44.2) және(44.1) теңдеулеріне сәйкес 

\d\l\ = Mdt = mgl sin a dt.
Осы өрнекті (44.3) қатынасына қойып және L-ді /со 

арқылы алмастырып, мынаны шығарып аламыз:
, m g l  s in  a d t  m g l  , ,

Д  9    r T r Ctv Щ‘ / u ) S i a a  /a)

Осыдан прецессияның бүрыштық жылдамдығы шы- 
ғады:

df _mgl
~  d t ~ ~  /а> (44.4)

-(44.4) формуласынан прецессияның жылдамдығы 
горизонтқа қатысты гироскоп осінің еңкею бұрышына 
тәуелді болмайтындығын көрсетеді.

/со импульс моменті әдетте өте зор болгандықтан, 
прецессияның со' жылдамдығы аз болады, сонымен ка­
тар со кеғұрлым үлкен болса, со' согұрлым аз болады. 
Гироскоптың айналу кезіндегі со бұрыштық жылдамдығы
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азайған сайын со' прецессия жылдамдығы арта түседі.
Прецессия жағдайында гироскоптың импульс момен­

та оның симметрия осімен дәл келмейтіндігін ескерген 
жөн, өйткені гироскоптың қозғалысы екі айналыстың — 
симметрия осінен со бұрыштық жылдамдығымен айна- 
латын және вертикаль осьтен прецессияның со' бұрыштық

жылдамдығымен айналатың ай- 
налыстың қосындысы болып та- 
былады. Қорытқы бұрыштық 
жылдамдық (о +  о)' қосындысына 
тең болады (124-сурет) Алайда 
о)'<Ссо болғандыктан, жуықтап 
есептегенде со+со'~(о және L = I to 
деуге болады. (44.4) формуласын 
прецессияның бұрыштық жыл- 
дамдығы үшін қорытып шығар- 
ғанда біз осындай жуық мәндер- 
ді пайдаландық.

§ 45. Қатты дененіц деформациясы

Күштердің әсерімен дененің деформациясы болатын- 
дығы, яғни олардың шішемі мен формасының өзгеретін- 
дігі жоғарыда атап көрсетілген. Егер деформацияны 
тудыратын күштердің әсері тоқталғаннан кейін дене ал- 
ғашқы әлшемі мен формасына қайтын келетін болса, он- 
дай деформация с е р п і м д і  д е ф о р м а ц и я  деп ата- 
лады. Біз негізгі серпімді деформацияларды қысқаша 
қарастырумен шектелейік.

Деформацияны тудыруға себепші болатын күш әрбір 
нақты денеге тән біршама шектен асып кетпеген жагдай- 
да ғана серпімді деформация болады. Осы шектен асып 
кеткенде дене қалдық немесе пластикалық деформация 
алады, ал олар күштің әсері тыйылғаннан кейін де де- 
неде сақталып калады.

Қатты дененің серпімді деформацияларыныц барлык 
мүмкін болатын түрлерін негізгі екі — созылу (немесе 
сығылу) жәнё ығысу деформациясына топтастыруға бо­
лады.

Бойлық созылу (немесе бір жақты сығылу) деформа-
цііисы. Егер қимасы тұрақты әрі біртекті стерженьнің 
уштарына, әсері барлық қима бойымен бір қалыпты та-

/

»
124-су.рет.
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ралатын әрі стержень осінің бойымен бағытталған ft 
және fa (/і = /2  =  /) күштерін түсірсек, онда стерженьнің 
/ ұзындығы оң (созылу кезінде) немесе тёріс (сығылу 
кезінде) A/ өсімшесін алады (125-сурет) Бұл жағдайда 
стерженьнің еркінше алынған әрбір 6/ элементі A (51)

7

I-

1 s  
1 
1

**o

- r ^  2*SJ*0 1 _ J l ?
*8'1

»0

J_

1---------
1
1
1

J_____Tzzpn:-----l
Ү
ь

125-сурет.

өсімшесін алады, ал бұл өсімше элементтің ұзындығына 
пропорцнонал болады, демек, стерженьнің барлық эле-
менттері үшін қатынасы бірдей болып шығады.
Сондықтан стерженьнің деформациясын сипаттайтын 
шама ретінде оның ұзындығының салыстырмалы өзге- 
руін алған дұрыс болады:

е салыстырмалы ұзындығы, өзінің анықтамасынан кө- 
рініп тұрғанындай, өлшемсіз шама болады. Созылу жағ- 
дайында ол оң, ал сығылу жағдайында ол теріс шама 
болады.

Тәжірибенің көрсетуіне қарағанда, берілген мате- 
риалдан жасалған стержень үшін серпімді деформация 
кезіндегі салыстырмалы ұзару стерженьнің көлденең қи- 
масының бірлік ауданына түсетін күшке пропорционал 
болады:

(45.2)S  '
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а  пропорционалдық коэффициента с е р п і м д і л і к  
к о э'ф ф и ц и е н т і деп аталады. Ол тек стержень мате- 
риалының қасиетіне ғана тәуелді болады.

Күш пен осы күш эсер ететін бет шамасының қаты- 
насына тең шама к е р н е у  деп аталады. Дене бөлшек- 
терінің бір-біріне өз ара әсерлесуі арқасында кернеу де- 
ненің барлық нүктесіне беріледі — стерженьнің барлық 
көлемі кернеу түскен күйде болып щығады. Егер күш 
бетке нормаль бойымен бағытталса, ондай кернеу қ а 
л ы п т ы  к е р н е у  деп аталады. Егер күш осы күш тү- 
сетін бетке жанама бойымен бағытталса, ондай кернеу 
т а н г е н ц и а л ь  к е р н е у  деп аталады. Қалыпты кер- 
неуді а әрпімен, тангенциаль’ кернеуді т әрпімен белгілеу 
қабылданған.

Қарастыруға
° ~  ■£ (45.3)

қалыпты кернеуін енгізіп, (45.1) теңдеуді былай жазуға 
болады:

е =  асг. (45.4)
Сонымен, салыстырмалы ұзару қалыпты кернеуге про- 
норционал болып шығады. (45.4) теңдеуінен мынадай 
қорытынды шығады. a  серпімділік коэффициент! сан 
жағынан, кернеу кезіндегі, бірлік салыстырмалы ұзару- 
ға тең болады.

Материалдың серпімді қасиеттерінің сипаттамасы 
ушін a  серпімді коэффициентімен қатар, оған кері 10 нг 
м о д у л ы  деп аталатын £ = l / a  шамасы пайдаланы- 
лады.

(45.4) формуласындағы a -ны Е арқылы алмастырып, 
мынаны аламыз:

a

ТГ (45.5)

бұдан Юнг модулы, салыстырмалы ұзаруы бірге (бір 
бүтіиге) тең болатындай (яғни ұзындықтың өсімшсеі \1 
бастапқы I ұзындығына тең болатындай), қалыпты кер­
неуге тең, ал осындай үлкен серпімді деформацняның 
болуы мүмкін емес (шынында да, одан едәуір аз кернеу 
кезінде стержень үзіледі, ал серпімділік шегіне одан да 
ерте жетеді).

(54,1) және (45.5) қатыстарып ескере отырып, (45.3) 
қатысын мынадай түрге келтіруге болады:
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мұндағы к — берілген стержень үшін тұрақты коэффи­
циент.

(45.6) қатысына сәйкес серпімді деформация кезінде- 
гі стерженьнің ұзаруы стерженьге эсер ететін күшке 
пропорционал болады. (45.6) қатысы берілген деформа- 
цияға арналған Гук заңын көрсетеді. Бұл заң серпімді- 
лік шегіне жетпеген кезге дейін ғана орындалады.

Стержень ұзындығының деформация кезінде өзгеруі 
стерженьнің d көлденең өлшемінің соған сәйкес өзгеруі- 
мен қосарланады (125-сурет). Бұл езгерісті‘салыстыр- 
малы көлденең ұлғаюмен немесе сығылумен сипаттау 
қабылданған:

f  —  Д /  =  к  Д / ,  ( 4 5 . 6 )

е мен е'-тің әрқашанда әр түрлі таңбалы: созылғанда 
А/ оң, ал Ad теріс, сығылғанда А/ теріс, ал Ad оң бола- 
тыны сөзсіз. Тәжірибенің көрсетуіне қарағанда, е'-тің 
мәні е-ге пропорционал болады:

е '=  — ре, (45.8)
мұндағы р — материалдың тек қасиетіне тәуелді бола- 
тын оң коэффициент. Оны к ө л д е н е ң  с ы ғ ы л у  ко 
э ф ф и ц и е н т і  немесе П у а с с о н  к о э ф ф и ц и е н  
т і деп атайды.

Ығысу деформациясы. Формасы тІк бұрышты парал­
лелепипед болатын біртекті денені алайық та, оның қа- 
рама-қарсы жатқан 
х^ақтарына fi және Һ 
(f\ = h = f)  күштерін тү- 
сірейік, ал күштер осы 
жақтарға параллель 
бағытталған (126-су- 
рет). Егер күштің әсе- 
рі 5-тің тиісті жағының 
барлық бетіне бір қа- 
лыпты таралатын бол- 
са, онда осы жақтарға 
параллель болатын кез
келген қимада тангенциаль кернеу пайда болады:

/
S ‘ (45.9)
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Осы кернеудің әсерІмен дене 126-суретте көрсетілген- 
дей жоғары жақ төменгі жақпен салыстырғанда бірша- 
ма а қашықтығына ығысатындай дсформацияланады. 
Егер денені ойша элементар горизонталь қабаттарға 
ұсақтап бөлсек, онда әрбір қабат өзінің көрші қабаты- 
мен салыстырғанда ығысқан болып шығады. Осы себеп- 
тен деформацияның мұндай түрі ыгысу дсформацпясы 
деген атқа ие болған.

ЬІғысу деформациясы кезінде, бастапқысында гори­
зонталь қабатқа перпендикуляр болатын кез келген түзу 
біршама ф- бұрышына бүрылады. Демек, еркінше алын- 
ған екі қабаттың 6а ығысуының осы қабаттардьщ ЬЬ ара 
қашықтығына қатынасы кез келген қос қабат үшін бір- 
дей болады. Осы қатынасты ығысу деформациясының 
сипаттамасы ретінде алуға болады:

а

---

-As

V =  -=- =  tg<f. (41.10)
ү шамасы с а л ы с т ы р м а л ы 

ы ғ ы с у деп аталады. ф бүрышы өте 
аз болғандықтан tg ф ^ф  деуге бола­ * 1
ды. Сондықтан у салыстырмалы ығысу 
Ф ығысу бұрышына тең болып шығады. 
Тәжірибенің көрсетуіне қарағанда, са­
лыстырмалы ығысу тангенциаль кер- 
неуге пропорционал болады:

1 =  7 Г -  (45.11)
G коэффициенті тек материалдың 

қасиетіне ғана тәуелді болады да, 
ы ғ ы с у м о д у л ы  деп аталады. 
Ығысу модулы ығысу бұрышы 45°-қа 
(tg ф = 1) тен- болатын тангенциаль 
кернеуге тең, мұнда осындай үлкен 

деформация кезінде серпімділік шегі өз мәнінен асып 
кетпеуге тиіс.

Біз қарастырған негізгі деформациялардан басқа, 
д ө ң г е л е к  с т е р ж е н ь н і ң  б ұ р а л у ы и  карасты- 
райық. Егер дөңгелек стерженьнің бір ұшын козғалмас- 
тай етіп бекітіп, ал оныц екінші ұшына стержень осініц 
бойымен бағытталған М айналдырушы моментін түсір- 
сек (127-сурет), оида стержень оның төменгі табаиы жо- 
ғарғы табанымен салыстырғанда біршама ір бүрпшына 
бұрылатындай деформацияға ие болады.

127-сурет.
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Бұралу кезіндегі деформация ығысу деформациясы 
болып табылатындығын көру қиын емес. Шындығында, 
егер стерженьді ойша оның осіне перпендикуляр бола- 
тын элементар қабаттарға ұсақтап бөлсек, онда стер- 
женьнің бұрылуы осыпдай қа.баттардың әрқайсысын, өзі- 
мен көршілес қабаттармен салыстырғанда, ығыстыруға 
әкеп соқтырады. Рас, бүл ығысу біркелкі болмайды: 
AS қабатының учаскесі өзіне ұқсас көршілес қабаттың 
учаскесімен салыстырғанда көбірек ығысады, сонымен 
қатар ол стержень осінен неғұрлым қашық болса, соғұр- 
лым көбірек ығысады.

Тиісті есептеулер жүргізіп, стерженьнің бұралу бұ- 
рышын, тәжірибенің нәтижесіне сәйкес

? =  Л с г м  (45Л2>
өрнегімен анықталатындығын көрсетуге болады, мұнда- 
ғы I — стерженьнің ұзындығы, г — оның радиусы, G — 
ығысу модулы, М — айналдырушы момент.

Берілген стержень үшін /И-нің жанындағы тұрақты 
көбейткішті k әрпімен белгілеп, (45.12) қатысты мына- 
дай түрге келтіруге, болады:

Ф = Ш . (45.13)
Соңғы қатыс бұралу кезіндегі Гук заңын өрнектейді. Бе- 
рілген материалдан жасалған стерженьнің ұзындығы ду­
ранды болғанда k пропорционалдық коэффициент стер- 
женьнің қалыңдығына (1 /г4 болғандықтан) аса тәуелді 
болады.

Серпімді деформацшшың энергнясы. Серпімді дефор-. 
мацияланған дене, мысалы, созылған немесе сығылған 
стержень деформацияланбаған күйіне қайта оралғанда, 
сығылған немесе созылған пружина сияқты сыртқы де- 
нелер жұхмыс істей алады, яғни ол біршама энергия қо- 
рына1 ие болады. Бұл энергия дене элементтерінің өз ара 
орналасуына карай пайда болатындықтан, ол потенция- 
лык энергия болып табылады. Деформацияланған дене- 
нің энергия қоры деформация кезіндегі сыртқы күштер- 
дің істейтін жұмысына тең болса керек.

Стерженьнің серпімді созылған (сығылған) энергия- 
сын есептеп шығарайық. Созылған кезде стерженьге ша- 
масы (45.6) өрнегімен аныкталатын күшпен эсер ету ка- 
жет. Бұл күштіц жұмысы мынаған тең: 1

1 (27.13) формуланы және соған сәйкес келетін тексті қара- 
ңыздар.
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м
Л =  J  f d x ,

0
мұндағы x әрпімен стерженьнің абсолют ұзаруы белгі- 
ленген, ол деформация процесінде О-ден Д/-ге дейін өз- 
гереді.

х ұзаруына сәйкес келетін / күші (45.6) өрнегіне сәй- 
кес мынаған тең:

, , E S/  =  kx  =  -J- X.
Демек,

д /  Г С
< Г £ S  j  E S  ҺПЛ =  J х  d x  — —— 2 ~ =  U 1

о
Осыдан шыққан өрнектің алымы мен бөлімін /-ге көбей- 
тіп, сонан кейін &1/1 қатынасын е салыстырмалы ұзаруы- 
мен алмастырып және ең ақырында SI стерженьнің V 
көлемін беретіндігін ескеріп, мынаны шығарып аламыз:

и  =  (45.14)

Енді и энергия тығыздығын қарастырайық, мұны AU 
энергиясының өзі' осының ішінде болатын AV көлеміне 
қатынасы р-етінде анықтайық:

Бұл жағдайда стержень біртекті болғандықтан де­
формация да бір қалыпты, яғни стерженьнің әр түрлі 
нүктелерінде бірдей болады, сондай-ақ (45.14) энергия- 
сы да стерженьде тұрақты тығыздықпен бір қалыпты та- 
ралған. Сондықтан былай деуге болады:

U , £е2 . , _ ,
и \ ~2~’ (45.15)

(45.15) өрнегі созылған кездегі (немесе сығылған кез- 
дегі)' серпімді деформация энергиясының тығыздығын 
береді. Осыған ұқсас ығысу кезіндегі серпімді деформа­
ция энергиясының тығыздығын былай алуға болады:

(45.16)

і Потенцинлық энергияньщ есептеп табылған жүмысын гекссгіре
отырып, біз деформаціияланбаған дененің энергнясьш нольге тен, деи 
есептедік.
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VI Т А Р А У

Б Ү К І Л  Ә Л Е М Д Т К  Т А Р Т Ы Л Ы С

§ 46. Бүкіл әлемдік тартылыс зацы

Табиғаттағы барлық денелер бір-біріне тартылады. 
Осы тартылыс бағынатын заңды Ньютон анықтап, б ү 
к і л  ә л е м д і к  т а р т ы л ы с  з а ң ы  деп аталған. Осы 
заң бойынша екі дененің бір-біріне тартылатып күиіі осы 
денелердің массаларына тура пропорционал, ал олардық 
ара қашықтығының квадратына кері пропорционал бо- 
лады:

/ =  Т
Щт2

Г2 (46.1)
мұндағы ү — г р а в и т а ц и я л ы қ  т ұ р а қ т ы  деп ата- 
латын пропорционалдық коэффициент. Бұл „ к ү ш  бір-бі-

ріне эсер ететін денелер арқылы өтетін түзудіц бойымен 
бағытталған (128-сурет). (46.1) формуласы шамасы
бойынша бір-біріне тең Һг және f2i күштердің сандық 
мәнін береді.

(46.1) қатысында сөз болған денелер материялық 
нүктелер болса керек. Материялық нүктелер ретінде қа-
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растырылмайтын денелердің өз ара эсер ету күшін анык- 
тау үшін оларды Am элементар массаларға, яғни әркай- 
сысын материялық нүкте үшін кабылдарлықтай болатын 
шағын көлемге бөлген жөн (129-сурет) (46.1) формула- 
сына сәйкес / дененің Мнші элементар массасы 2 дене- 
нің £-шы элементар массасына мынадай күшпен тарты- 
лады:

A/rifim^
15 гік бір* 
г ік

(46.2)

мұндағы Tik біР. — бағыты Д т г ден Д т й-ға дейінгі бірлік 
вектор, ал r ik— осы элементар массалардың ара қашық- 
тығы.

(46.2) қатысын /г-ның барлық мәні бойынша қосын- 
дылап, 2 дене тарапынап 1 денегс жататын Дт { элемен- 
тар массаға эсер ететін барлық қорытқы күштерді шы- 
ғарып аламыз:

л r _ ' лЕ.  A m f i m k ^*̂/2 О і о 61 р4
'  k r ~tk

(46.3)

Ең ақырында, (45.3) қатысты индексінің барлық мәні 
бойынша қосындылап, яғни бірінші дененің барлық эле­
ментар массаларына түсірілген күшті қосып, 2 дененіН 
/ денеге эсер ететін күшін шығарып аламыз:

f 12 ,L> _2 г/*бір- 
і k  г ік

(46.4)

Қосындылау і және к индекстерінің барлық мәні бойын­
ша жүргізіледі. Демек, егер 1 денені N\, ал 2 денені N2 
элементар массаларға бөлсек, онда (46.4) қосындысын- 
да N\N2 қосылғыштар болады.

Ныотоннын үшінші заңы бойынша / дене 2 денеге — 
fis күшіне тең болатын f2i күшімен эсер етеді.

Іс жүзінде (46.4) қатысын қосындылау ннтегралдау- 
ға әкеледі әрі, жалпы айтқанда, өте күрделі математи- 
калық есеп болып табылады. Егер өз ара эсер ететін де- 
нелер біртекті шарлар1 болса, онда (46.4) қатысына сәй- 
кес есептеп шығару мынадай нәтнже береді:

(46.5)

1 Әрбір шардыц шегінлегі массалардыц таралуынын центрліх 
симметриясы, яғни тығыздығы шар центріиен қашықтығыиыц функ- 
циясы болса да жеткілікті.
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мұндағы т х және т<і— шар массалары, г — олардың 
центрінің ара қашықтығы, Гігоір. — бірінші шардың цен- 
трінен екіншісінің ценгріне дейінгі бағыты болатын бір- 
лік вектор. Сонымен, шарлар материялық нүктелер 
ретіне өз ара әсерлеседі, ал олардың массалары шар мас- 
саларына тең және олардың центрлерінде орналасқан.

Егер денелердің біреуі радиусы R өте зор шар (мы- 
салы, жер шары) ретінде берілсе, ал екіншісі шар бол- 
маса да, өлшемі /?-ден әлдеқайда кем, бірақ шар бетіне 
жақын жатқан дене болса, онда олардың өз ара эсер 
етуі (46.5) формуласымен сипатталады, мұнда г-дің 
орнына шар радиусын алу қажет (екінші денеден шар- 
дың бетіне дейінгі қашықтықты, сондай-ақ екінші дене- 
нің өлшемін R -мен салыстырғанда елемеуге болады).

(46.1) тендеуіндегі у пропорционалдық коэффициент! 
де Ныотонның екінші заңының теңдеуіндегі пропорцио-* 
налдық коэффициент сияқты алу орынды болады (яғни 
оны күшті өлшеу бірлігін таңдап алу есесінен бірге тең 
деп алу керек), өйткені бұл жағдайда әр түрлі физика- 
лык. құбылыстарды қарастырғанда бір шаманың — күш- 
тің әр түрлі өлшеу бірліктерін пайдалануға тура келер 
еді. Егер де (46.1) формуласына енетін шамаларды өл- 
шеу үшін бұрын тағайындалған бірліктерді пайдалана- 
тын болсақ, онда у гравитациялық тұрақты (сандық мә- 
ні тәжірибе жолымен тағайындалуға тиісті) өлшемі бар 
шама болып шығады. (46.1) формуласына сәйкес ү-ның 
өлшемділігі мынаған тең:

М  \ / ) { г Ц  ____ Т2 L
L'-l [m2] М2 МП L*M-1 Т

ү-ныц сандық мәні, массалары белгілі денедердің бір- 
біріне тартылатын күшін өлшеу жолымен анықталған. 
Осындай өлшеу кезінде көп қиыншылықтар кездеседі, 
өйткені массалары тікелей өлшенетіц денелер үшін 
тартылыс күштері өте-мөте аз болып шығады. Мысалы, 
әрқайсысының массасы 100 кг, бір-бірінен қашықтығы 
1 м болатын еқі дене бір-біріне шамамен 10~6 н, яғни 
шамамен 10—4 Г күшпен өз ара эсер етеді.

ү тұрақтысының мәнін анықтау үшін ең алғаш ойда- 
ғыдай өлшеу жүргізген Кавендиш (1798 ж.) болды. Ол 
күшті өлшеу үшін өте сезгіш иірілмелі таразы әдісін қол- 
данды (130-сурет) Жеңіл күйентенің ұштарына бекітіл- 
ген екі қорғасын шар m (эрқайсысының массасы 729 г)
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симметриялы орналастырылған М шарларыныц (әрқай- 
сысының массасы 158 кг) жанына қойылған. Күйенте 
серпімді жіпке асып қойылған, шарлардың бір-біріне 
тартылу күшін осы жіптің бұралуы арқылы өлшеуге бо- 
лады. Жіптің жоғарғы ұшы орнату бүркеншігіне бекі- 
тілген, ал осы бүркеншікті бұру арқылы т және М  шар-

ларының ара қашықтығын өзгер- 
туге болады. Әр түрлі әдістермен 
анықталғандардың ішінде ү-ның 
анағұрлым нақтылы мәнін мына- 
дай деп есептейді:

ү =  6,670- 10_п м3/кг-сек2.
Егер (46.5) формуласына 

тхт.2 және r -лердің бірге (бір бү- 
тінге) тең мәндерін қойсақ, онда 
күш сан жағынан ү-ның өзіне тең 
болып шығады. Сонымен, әркай- 
сысының массалары 1 кг, центр- 

лерінің бір-бірінен кашықтығы 1 м болатын екі^шар өз 
ара 6,670 - 10~и «-ға тең күшпен тартылады.

§ 47. Ауырлық күші үдеуініц географнялық 
ендікке тәуелділігі

Дененің жер бетімен салыстырғандағы қозғалыеын 
оқып зерттегенде Жермен байланысты санақ системасы 
инерциалы емес екендігі есте болу керек. Орбита бойын- 
дағы қозғалысқа сәйкес келетін үдеу Жердіқ тәуліктік 
айналысымен байланысты үдеуге қарағанда едәуір аз 
болады. Сондықтан Жерге байланысты санақ системасы 
инерциалы системамен салыстырғанда to тұрақты бұ- 
рыштық жылдамдығымен айтарлықтай дәл айналады 
деуге болады. Демек, дененіқ Жермен салыстырғандағы 
қозғалысын қарастырғанда инерцияның центрден тепкіш 
күшін енгізу керек:

fin = т а2г,
мұндағы т — дененің массасы, г — дененің Жер осінен 
қашықтығы (131-сурет).

Дененің Жер бетінен биіктігі онша үлкен емес жағ- 
дайлармен шектеле отырып, г-ді /?>Kcos ф-ге тең деп алу- 
ға болады (мұндағы R ж —- Жер радиусы, <р — география-

130- сурет.

184



лық ендік). Сонда инерцияның дентрден тепкіш күшінің 
өрнегі мынадай түрге келеді:

f ігг—та)2Яж cos ф. (47.1)
Жерге қатысты байқалатын дененің g еркін түсу 

үдеуі екі күштің — дененің Жерге тартылатын күші
/У

мен і іп күшінің — эсер етуінен пайда болады. Осы күш- 
тердің

р =  ̂  +*1п
қорытқы күші ауырлық күш болады (18-параграфты қа- 
раңыздар). Р күші массасы т болатын денеге g үдеуін 
беретін болғандықтан, мына қатыс орынды болады:

P =  mg. (47.2)
Р ауырлық күшінің f̂ . Жерге тартылу күшінен айыр- 

машылығы онша үлкен емес, өйткені инерцияның центр- 
ден тепкіш күші f^-re қарағанда едәуір аз болады. Мә- 
селен, 1 /сг-ға тең масса үшін ma^Rm өрнегі шамамен 
0,035 «-ға тең болса (со-ның мәні 2я-ді 86400 секундка 
бөлгенге тең, ал R ж шамамен 6400 км болады), ал f g 
шамамен 9,8 «-ға тең болады, яғни инерцияның экватор- 
да байқалатын центрден тепкіш күшінің максимум мә- 
ніне қарағанда 300 есе дерлік көп болады.

және Р бағыттарының арасындағы сс бұрышын 
синустар теоремасын қолдана отырып бағалауға бо­
лады:

sin a   f  in
Sin CO P

тш 2/?ж  c o s  ? 0 ,0 3 5

m g -д-Q - COS ф 0,0035 COS cp,

осыдан
sin a «0,0035 sin cp cos <p«0,0018 sin 2cp.
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Қішкене бұрыштыц синусын шамамен бұрыштыц өзінің 
мәнімен алмастыруга болады:

а~0,0018 sin 2ф. (47.3)
Сонымен, ср ендікке байланысты а  бұрыш нольден 

(ф =  0 болатын экваторда, және ср = 90° болатын полюс- 
терде) 0,0018 радианға немесе 6'-қа дейінгі (45° ендік- 
те) аралықта өзгереді.

Р күшінің бағыты тіктеуіш бағыты деп аталатын жә- 
не жүкпен керілген жіптің бағытымен дәл келеді. күші 
Жер центріне бағытталғаи. Демек, тіктеуіш жіп тек 
полюстер мен экваторда ғана Жер центріне бағытталған, 
ал аралық ендіктерде (47.3) өрнегімен анықталатын бү- 
рышқа ауытқиды.

f g— Р айырымы полюстерде нольге тең, ал зкватор- 
да fg күшінің 0,3 процентіне тең максимум мәніне же- 
теді. Жер шарының сығылыңқы болуының салдарынан 
полюстерде f g күші өз-өзінен ендікке байланысты бір- 
шама құбылады да, экваторда болганда полюстердегі- 
сінен шамамен 0,2% кем болады. Қорыта келгенде, g 
еркін түсу үдеуі ендікке байланысты экватордағы 
9,780 м/сек2 мәнінен полюстердегі 9,832 м/сек2 мәніне 
дейінгі аралықта өзгереді. g = 9,80665 м/сек2 мәні қалып- 
ты (стандарттық) мән ретінде қабылданған.

Инерциялы, мысалы, гелиоцентрлік санақ системасы- 
на қатысты еркін түсетін дене g үдеуімен емес, сияқты 
бағытталған және шамасы бойынша fs Jm мәніне тең w 
үдеуімен қозғалатындығын ескерейік. Әр түрлі денелер 
үшін g  үдеуінің теңдігінен w үдеуінің теңдігі шығатын- 
дығын байқау қиын емес (131-суретті қараңыздар). Шы- 
нында, әр түрлі денелер үшін f g және Р векторларынан 
құрыЛған ұшбұрыштар ұқсас болып келеді (Л<ер бетінің 
берілген нүктесінде болатын барлық денелер үшін а жә- 
не ф бұрыштары бірдей болады) Демек, w/£ қатына- 
сымен дәл келетін fg /Р қатынасы барлық денелер үшін 
бірдей болады, осыдан g бірдей болғанда w да бірдей 
болып шығады.

§ 48. Инерциплық масса және гравитациялық
масса

Масса әр түрлі екі заңда — Ныотонның скінші за- 
ңында және бүкіл әлемдік тартьтлыс зацында — қатыса- 
ды. Бірінші жағдайда ол деиенің инерцпялық қасиетін,
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ал екіншісінде гравитациялық қасиетті, яғни денелердің 
біріи-бірі тартатын қабілеттілігін сигіаттайды. Осыган 
байланысты т1п инерциялы масса мен tng гравитация- 
лык, (тартылыстық) массаны ажыратуға болмас па екен 
деген сұрақ туады.

Бұл сұрақтыц жауабын тек тәжірнбе ғана бере ала- 
ды. Дененіц еркін түсуін гелиоцентрлік санақ система- 
сында қарастырайық. Жер бетіне жақын кез келген дене 
Жердің тарту күшіне душар болады, ол (46.5) форму- 
ласына сәйкес мынаған тең:

тём ж
Яж

(mg — берілген дененің гравитациялық массасы, Мж — 
Жердің гравитациялық массасы, Я ж — жер шарының 
радиусы).

Осы күштің әсерінен дене w үдеуіне (бірақ g  емес, 
алдынғы параграфты қараңыздар) ие болады, ол үдеу f 
күшін т 1п инерциялы массаға бөлгенге тец болуга тиіс:

/w — —— =  т т. 1ІП
тк

р2 тп. Аж in
(48.1)

Тәжірибс көрсеткендей барлық денелер үшін w үдеуі 
бірдей болады (g-нің бірдейлігінен, біздің бұдан бұрын

м ж
көргеніміздеіі ш-нің, бірдейлігі шығады). Демек, ү — —

көбейткіші де барлық дене үшін бірдей болады. Сон- 
дықтан mg/m in қатынасы да барлық денелер үшін бір- 
дей болып шығады. Инерциялы масса мен гравитация- 
лык масса арасындағы айырмашылықтың білінуі мүмкін 
басқа тәжірибелердіц барлығыныц да нәтижесі алдың- 
гыдай нәтижеге әкеледі.

Тәжірибе фактілерінің жиынтығы барлық денелердің 
инерциялы массасы мен гравитацияльщ массасы бір-бі- 
ріне дәлме-дәл пропорционал екендігін көрсетеді. Бұл — 
өлшеу бірлігін тиісінше таңдап алғанда гравитациялык 
масса мен инерциялы масса теңбе-тең болады деген сөз, 
сондықтан физикада тек масса туралы айтылады. Гра­
витациялык масса мен инерциялы массаныц тецбе-тец- 
дігін Эйнштейін жалпы салыстырмалық теориясынын. не- 
гізі етіп алған.

(46.1) формуласындағьі массаны біз әуелгі бастан-ақ 
дененің инерциялы массасымен дәл келеді деп ойлаға-
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нымызды, осының нәтижесінде ү-ның саьдық мәні 
т г = т іп Деп ұйғарғаннан анықталғандығын ескерте ке- 
тейік. Сондықтан (48.1) формуланы мынадай түрде жа- 
зуға болады;

w = Мж (48.2)

Соңғы қатыс Мж Жер массасын анықтауға мүмкін- 
дік береді. Оған w, R ж және ү-ның өлшенген мәндерін 
қойғанда Жер массасы үшін 5,98-1024 кг мәні шығады.

Әрі қарай R ор жер орбитасының радиусын және Жер- 
дің Күнді толық айналатын Т уақытын біле отырып, Күн- 
нің Мк массасын табуға болады [со2/ ? 0/7 (со =  2д/Т) мәні- 
не тең Жер үдеуі Жерді Күнге тартатын күштің әсерінен 
болады]. Демек,

M ^ R 0? —
м жм к

7 Я2
іЧ ор

бұдан Күн массасының есептеп шығарылуы мүмкін.
Басқа аспан денелерінің массалары да осы сияқты 

анықталған.

§ 49. Кеплер зацдары

Ныотонның бүкіл әлемдік тартылыс занын анықтауы 
үшін планеталар қозғалысының Кеплер ашқан үш заңы 
негіз болған еді:

1. Барлық планеталар эллипс бойынша қозғалады, 
оның бір фокусында Күн болады.

2. Планеталардың радиус-векторы тең уақыттар ішін- 
де бірдей аудандар сызады.

3. Планеталардың Күнді айналу периодтарының 
квадраттарының қатынасы олардың орбиталарының үл- 
кен жарты осьтері кубтарының қатынасындай болады.

Кеплердің бірінші заңы планеталардың.центрлік күш- 
тер өрісінде қозғалатындығын көрсетеді. Шынында, 
37-параграфта көргеніміздей, қентрлік күштер өрісіндегі 
дене траекториясы жазық қисық сызық — гипербола, па­
рабола немесе эллипс — түрінде болады, оның фокусы 
күш центрлерімен дәл келеді.

Жеңілдік үшін орбита эллипс емсс, шеңбер болады 
деп қабылдап (мұның болуы мүмкін, өйткені іс жүзіпде 
барлық планеталар орбиталарының шеңберден айырма-
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шылығы аз болады), планета қозғалатын үдеуді мына- 
дай түрде жазуға болады:

»2

мұндағы v — планета қозғалысының жылдамдығы, г — 
орбита радиусы.

v жылдамдықты 2кг/Т (Т — пйанетаның Күнді айна- 
лу периоды) арқылы алмастырайық:

Соңғы өрнектің негізінде Күн жагынан планета эсер 
ететін күштердің қатынасы мынадай болып жазылады:

/ і  __тп\іяі\ ___ Щ Г \ Т I

/ а  ~~ ”12^2 ~  тп2Г2Т \  '

Кеплердің үшінші заңына 
сәйкес айналу периоды квад- 
раттарының қатынасын орбита 
радиустары кубтарының қаты- 
насымен йлмастырып, мынаны 
шығарып аламыз:

J  1 ♦ J  2 —  ~  • “ •

Сонымен, Кеплердің үшінші заңынан мынадай қоры- 
тынды шығады: планетаның Күнге тартылатын күші 
планета массасына тура пропорционал, ал оның Қүнге 
дейінгі қашықтығының квадратына кері пропорционал 
болады:

f = k m

k пропорционалдық коэффициент өз кезегінде Мк 
Күн массасына пропорционал болады деп ұйғарып, Нью­
тон бізге белгілі бүкіл әлемдік тартылыс заңын өрнек- 
тейтін мына формулаға тоқтаған:

т М к

Кеплердің екінші заңы импульс моментінің сақталу 
заңының салдары болып табылады. 132-суреттен көрініп 
тұрғанындай, dt уақыты ішінде радиус-вектор сызып 
шыққан ds ауданы vdt үшбұрыш табанының осы үшбұ- 
рыштың I биіктігіне көбейтіндісінің жартысына тең бо-<
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лады (мұндағы / биіктІгі ти планета импульсыныц Кунге 
қатысты алынған нінімен дәл келеді):

dS =  -L-lv dt =  dt
2 2m

(L — планета импульсыныц моменті, ол jnvl мопіие тең).
d S  . п
j j - өрнегі секторлық жылдамдық дсп аталады. Со-

d S  Lнымен, секторлық жылдамдық = -^- —
Күштердің центрлік өрісіндегі импульс моменті тұ- 

рақты болып қалады, демек, планетаның секторлық 
жылдамдығы да тұрақты болып қалу керек. Бұл радиус- 
вектор тең уақыттар аралығында бірдей аудандар сызып 
шығады деген сөз.

§ 50. Қосмостық жылдамдықтар

Радиусы R ж Жер радиусымен шамалас дөңгелек 
орбита бойымеп Жерді айнала қозғалу үшіи дене белгілі

бір и\ жылдамдығына ие болуға тиіс, 
ал мұндай жылдамдықтың шамасын 
дсне массасының осы денете эсер ете- 
тін ауырлық күшінің центрге тартқыш 
үдеуіне көбейтіндісінің теңдік шарты- 
нан табуға болады:

о
т =  mg.

Осыдан
•»і =  V g R *  (50.1)

Демек, қандай да бол сын дененің 
Жер спутнигі болуы үшін оган бірінші 
космостық жылдамдық деп аталатын 
V\ жылдамдығы берілуі қажет. g  және 
/?ж мәндерін орнына қойғанда бірінші 
космостық жылдамдықтыц келссі моні

шығады:

v x — ] / gR >K — 1/9,8-6,4-10° ~ 8 - 103 м/сск — 8 км'ц'ск.
V[ жылдамдыгына не болғап дене Жерге құлап түс- 

псйді. Алайда бүл жылдамдық дененің Жсрге тартылу

I I

і іIі
г
і і
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сферасынан шығып кетуі үшін, яғни Жерге тартылу 
елеулі роль атқармайтындай қашыққа Жердей ұзап ке- 
туі үшін жеткілікті болмайды. Осыған қажетті v2 жыл- 
дамдығы екінші космостық жылдамдық деп аталады.

Екінші космостық жылдамдықты табу үшін дененің 
Жер бетінен шексіздікке қашықтап кетуіне қажетті Жер­
ге тартылу күшіне қарсы істелетін жұмысты есептеп шы- 
ғару керек, 26-параграфта біз центрлік күштер өрісінде- 
гі жұмыс жолға тәуелді емес екендігіп дәлелдедік. Енді 
дененің Жер центрі арқылы өтетін түзу бойымен орын 
ауыстырғанда істелетін жұмысын есептеп шығарайық 
(133-сурет) d r  жолында істелетін элементар жұмыс 
мынаған тең:

d A — f d r  =  у
m M-ж

г2 dr.

r — Rxi -ден г =  со-ке дейінгі жолда істелген жұмысты 
интегралдау арқылы табамыз:

A - $ d A =  Ь
«ж

r d h L d r
т М

'7
ж

Яж
т М Ж

(50.2)
Ауырлық күші Жердің тарту күшіне тең болады деп жо- 
рамалдап, мынаны жазуға болады:

тМж тМж
mS — Т —гг— > осыдан у—в—  =  mgRu - 

Щк Аж
Сонымен, (50.2) жұмысты мынадай түрде көрсетуге 

болады:
A = rn g R A:- (50.3)

Жерге тартылу күшін жеңіп, Жердің тарту күші әсе- 
рінен шығып кету үшін дене (40.3) жұмысын істеуге же- 
терліктей энергия қорына ие болуға тиіс. Осыган қажет- 
ті ец аз v2 жылдамдығы екінші космостық жылдамдық 
болады. Ол мына шартпен анықталады:

m v-
- f -  =  m gR-лі,

осыдан
^ 2 =  V  2 ^ ж  (50.4)

(50.4) формуланы (50.1) формуламен салыстырғанда
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екінші космостық жылдамдықтың бірінші космостық 
жылдамдықтан Ү  2 есе көп екендігі көрінеді. Сонда 
8 км/сек-ты ]/" 2 санына көбейтсек, і>2 үшін шамамен 
11 км/сек мәнін шығарып аламыз.

Алғаш рет космостық жылдамдыққа СССР-де кол 
жетті. 1957 жылғы 4 октябрьде Совет Одағында адамзат 
тарихында тұңғыш рет Жердің жасанды спутнигін ой- 
дағыдай ұшыру жүзеге асырылды. 1959 жылдың 2 янва- 
рында екінші шеп те алынды. Бұл күні совет жерінен 
космостық ракета ұшырылды, ол жердің тартылу сфера- 
сынан шығып, Күн системамыздың алғашқы жасанды 
планетасы болды. 1961 жылғы 12 апрельде Совет Ода- 
ғында адам баласының жер жүзінде тұңғыш рет космос 
кеңістігіне ұшуы жүзеге асырылды. Тұңғыш совет кос­
монавты Юрий Алексеевич Гагарин Жерді айнала ү ш ы п ,  
Жерге аман-есен қайтып қонды.



CV!'i ЫҚТАР МЕИ ГАЗДАРДЫҢ СТАТИ КАСЫ

Механиканың сұйықтар мен газдарды зерттеумен шү- 
гылданатын бөлімі гидромеханика және аэромеханика 
деп аталады. Олар өз кезегінде гидро- мен аэростатика- 
га (сұйықтар мен газдардың тепе-теңдігін зерттейді) 
және гидро- мен аэродинамикаға (суйықтар мен газдар- 
дың қозғалысын зерттейді) бөлінеді. Бұл тарауда стати­
ка баяндалады.

VII Т А Р А У

§ 51. Қысым

Сұйық пен газ тәрізді денелерге тән нәрсс, ығысуга 
кедергі жасамайды, сондықтан да олар өте аз күштің 
әсерінен де өз формасын өзгертеді. Сүйықтың немесе 
газдың көлемін өзгерту үшін, әрине, керісінше, шектеулі 
сыртқы күш талап етіледі. Сыртқы әсердіц нәтижесінде 
көлемиіц өзгеруі кезіндс сүйық псн газда ссрпімді күш- 
тер пайда болады да, ец ақырында, сыртқы күштсрдіц 
әсерімен теңеседі. Сұйықтар мен газдардыц ссриімді 
қасиеті мынадан білінеді: олардың жеке бөліктері бір- 
біріне немесе олармен жанасатын денеге сұйық пен газ- 
дың сығылу дәрежесіне тәуелді болатын күшпен эсер 
етеді. Мұндай эсер қысым ден аталатын шамамен сипат- 
талады.

Тепе-теңдікте болатын сұйықты қарастырайық. Бұл— 
оның жекс бөліктері бір-біріне қатысты немесе өзіне 
шектесетін денелерге қатысты орын ауыстырмайды деген 
сөз. Сүйықтан ойша бір ауданды бөліп алайық (134-су- 
рет). Сүйықтың осы аудаимсн жанасатын бөліктері 
бір-біріне шамасы бойыиша тсң, бірақ қарама-қарсы ба-
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гытталған күшпен эсер етеді. Осы күштердіц сипатын 
анықтау үшін әлгі ауданның бір жарындағы сұйықты 
ойша алып тастайық та, алып тасталған сұйықтың әсерін 
сұйықтың қалған бөліктерінің тепе-теңдік күйі бұзыл- 
майтындай, бағыты мен шамасы сәйкес келегін күштер- 
мен алмастырайық. Бұл күштер AS-ке нормаль болу ке- 
рек, өйткені кері жағдайда олардың тангенциаль құрау- 
шысы сұйық бөлшектерін қозғалысқа келтірер еді де, 
тепе-теңдік бұзылған болар еді. Сондықтан, сұйықтың 
ДS ауданға эсер ететін барлық күштердіц Д/ т е ң  әсерлі

күші де осы ауданға нормаль бо- 
йынша бағытталған. Af күшінің 
аудан бетініц бірлігіне қатынасы 
сұйықтағы қысым деп аталады. Со- 
нымен, р қысымы анықтама бойын- 
ша мынаған тең: 

д /
Р  =

AS

SS (51.1)

134-сурет. Егер сұйықтың AS аудан га эсер 
ететін күші осы аудан бойынша бір 

қалыпты бөлінбесе, онда (51.1) өрнегі орташа кысымды 
анықтайды. Берілгеп нүктедегі кысымды табу үшін AS 
ауданын полые ұмтылдыру қажет. Демек, пүктедегі кы- 
сым мыиа өрпекпен анықталады:

=  (51.2)
a s - о Д 5  aS

Газдагы қысым да осы сияқты анықталады.
Қысым — скаляр шама, өйткені оныц сүйыктыц (пе- 

месс газдыц) берілген нүктесіндегі шамасы қысым бе- 
рілгеп аудапыпыц багдарыпа тэуелді болмайды. Осы 
айтылған пікірді дәлелдеу үшін қатар принципі деп ата- 
латынды пайдаланамыз: бүл принцип бойынша сұйық- 
тыц кез келген көлемін (тегіе-теңдік шартын бүзбай) ты- 
ғыздыгы сүйықтың тығыздығына тең қатты деномен 
алмастыруға болады.

Қарастырылып отырған нүктенің мацаііынан ойша 
үш жақты призма түріндеғі сұйықтыц қатайған бнлігіи 
бөлігі алайық. Бұл призманың перспективтегі кескіні 135, 
ц-суретте, ал екі проекциядагы кескіні 135 б-суретте 
көрсетілгсп. Призмапыц эрбір жағына оғап нормаль 
бойынша бағытталғаи беттік күш эсер етсді, ол сойкес 
қысымныц бет шамасына көбентіпдіеіне тең. Сонымен
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катар, призмага осы прнзмаиын. салмағыпа тек көлем- 
дік күш эсер етеді. Бет дененің сызықтық өлшемінің екін- 
ші дәрежесінс, ал көлем оның үшінші дәрежесіне про- 
порционал болгандықтан да, призманыц өлшемін кіші- 
рейткен кезде көлемдік күш нольге беттік күштен гөрі 
олдсқайда жылдамдырақ үмтылатын болады. Сайып 
келгепде, бөлігі көрсотілген колемді иүктеге қабыстыра 
отырып, біздіц шеккс көшстіндігіміз есте болса, көлсмдік

у

і

135-сурет.

күшті баяндауымыздың алғашқы кезінен-ақ елемеуге 
болады. Сонда тепе-теңдік шарты беттік күштің қосын- 
дысы нольге тең болуға тиіс деген қорытындыға келті- 
реді. 135, б-суреттегі л:, у және 2 осьтерінің проекциялар- 
да көрсстілген тепе-теңдік шарты былай жазылады:

p 1S 1 =  p353 sin a, P2S 2 — P3S 3 cos a, p^SA = p5S5. (51.3)
135, б-суретте көрініп тұрғанындай, призма жақтары 

беттерінің арасында мынадай қатыс болады:
5 i= 5 3 s in a ,  52 =  S3cosa, S4=55,

осыларды ескергенде (51.3) формуласы мынадай түрге 
келеді:

Рі=р2=Рз, Ра = Рь- (51.4)
Бөліи алынған көлем нүктеге қабысатындағы шекке
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көшу ұйғарымы салдарынан, р ,, р2, Pz т. с. с. кысымдар- 
дың сұйықтың бір ғана нүктесіне қатысы бар деуге бо­
ла ды.

Призманың кеңістіктсгі бағдарлануы мен а  бұрышы 
еркінше алынгандықтап, (51.4) формул асынан қысым- 
ныц шамасы осы қысымның қатысы бар аудамиыц баг- 
дарыпа тәуелді смес дегеп қорытынды іпыгады, долел- 
дегіміз келгені де осы болатын.

Бір қарағанда векторлық шамаға (күшке) пропор- 
ционал қысымның скаляр шама болуы таң қаларлық. 
Алайда AS ауданын да вектор ретінде қарастыруға бо- 
латындығы есте болу керек, өйткепі ол вектордыц AS-kc 
бағытталған нормалы, ягли ауданга эсер ететіп куш век­
торы сияқты бағыты болады. Демек, қысым шын мэиіидс 
екі Af және AS коллинеарлы векторларының қатынасы­
па тең, ал мұндай шама скаляр шама екендігі белгілі.

Қысымның бірліктері:
1) СИ системасында н/м2-,
'2) СГС системасында — дин/см2 болып табылады.
Мүнымен қатар қысымды өлшеу үшін алдыңғы снстс- 

мадан тыс мынадай бірліктер жиі қолданылады:
1) 1 /сгс/сж2-қа тең техникалық атмосфера (ат деп 

белгілснеді);
2) бпіктігі 760 мм сынап бағанасындағы қысымға 

тең физпкалық немесе қалыпты атмосфера (атм деп бел- 
гілеиеді).

Физикада қысымды көбінесе миллиметр есебімен 
алынған сынап бағанасымен өлшейгді. Қысымның әр түр- 
лі бірліктерінің арасында мынадай қатыстар болады:

1 мм сын. бағ. =  0,001 лі-13,6-103 да/.и3-9,81 м/сек2 —
=  133 н/м2-

1 атм = 760-133=1,01 105 н/м2= 1,033 ат\
1 ат = 9,81 104 =  0,981 105 н/м2 = 0,068 атм.

§ 52. Қысымиың тыныштықтағы суйык пеп 
газда таралуы

Егер де сұйықта (немесе газда) көлемдік күш болма- 
са, онда тенбе-тсцдік шарты барлық келем.тегі қысым- 
ныц турақтылыгы болар еді (Паскаль зацы). Шыпында, 
сұйықтан биіктігі AI және AS табаны еркінше бағыттал- 
ған кішкене цилнндрлік көлем Ооліи алайық (136-су-
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рет). Егер де бір-бірінен АI қашықтыгыида түргаи пүк- 
телердегі қысымның айырмашылығы Ар болса, онда 
цилиндр осінің бойымен ApAS к ү ш і -эсер етер еді, і і ә т и - 
дсесінде сұйық қозғалысқа келіп, теие-теддік бүзылар

Р р*Ар

Р, AS f\̂  •____  _Р2 AS

136-сурст. 137-сурет.

еді. Демек, көлемдік күш жоқ болған кезде тепе-теңдік 
күйінде сұйықтыц кез келген жерінде —р шарты орын-
далуға тиіс, осыдан р = const деген қорытынды шығ'ады.

Қөлемдік күш бар кездегі қысымның таралуьш қа- 
растырайық. Сұйықтан көлемі қатты горизонталь орна- 
ласқан цилиндр түріндсгі кішксне AS қнмасын бөліп 
алайық (137-сурет). Көлемдік күш вертикаль бойымен 
бағытталгандықтан, цилиндр осініц бойымен тек екі күш 
ғана эсер ететін болады: piAS және p2AS. Тепе-теңдік 
шартынан мынау шығады: р і= р 2; демек, бір деңгейде 
(яғни бір горизонталь жазықтықта) жатқан сұйық нүк- 
телеріндегі қысымның шамасы бірдей болады.

Енді сұйықтың қатайган цилиндрлік көлемін, оңыц 
осі вертикаль болатындай етіп, бөліп алайық (138-су- 
рет) Бұл жағдайда цилиндр осініц бойы­
мен оның табанына қысым күшінен бас­
ка, тағы да pghAS көлемдік күші эсер 
ететін болады (р — сұйықтыц тығызды- 
ғы, һ — цилиндрдің биіктігі) да, тепе-тец- 
дік шартының түрі мынадай болады:

p2AS =  pi AS +  pghAS.
А5-ке қысқартып, мынаны табамыз: 

p2=pi + pgh. (52.1)
Соиымен, эр түрлі екі деңгейдегі қы- 

сымның сан жағынан осы децгейлердің 
арасындағы көлденең қимасының ауда- 
ны бірге тең сұйықтыц вертикаль баға- 
насының салмағына тец шама болады.

Pf A S

fOi

p q h A S

./■N.
*

p2 A S

138-сурот.

Һ-ДІ—H
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§ 53. Ығыстырушы күш

up түрлі деіигйдегі кысымпыц бірдеіі болмау салда- 
ры сұйық немесе газ ішіндегі денете эсер ететін ығысты- 
рушы күштің (Архимед күшінің) барын көрсетсді. Ығыс- 
тырушы күштің шамасы меп бағьггын табу үшіи дспені 
сұйықтыц (газдыц) қатайған көлсмімен алмастырайық. 
Бұл көлем тепе-тсңдікте болатын болғандықтан, оиың 
салмағыныц күші осы көлемніц бетіне эсер ететін бар- 
льщ қысым күшінің тең әсерлі күшімен теңгерілуге тиіс. 
Осыидай беттік күштер денснің өзіне де эсер етсді, ал 
олардыц тсц әсерлі күші ыгыстырупіы күшті бсреді.

Осы айтылғаннан ыгыстырушы күштің дене көлемін- 
дегі сұйықтыц салмағыиа тец болып, вертикаль бойымеи 
жоғары карай эсер ететіндігі шығады. Қатайған көлом 
оның кез кслғен бағытыида тепе-теңдікте болады (тал- 
ғаусыз тепе-теңдік күй) Демек, ығыстырушы күш түс- 
кен нүкте — дене көлемініц ауырлық центрімен дэл 
келеді. Дененіц өзініц ауырлык центрі — дененің тығыз- 
дығы барлык нүктеде бірдей болган жағдайда ғана кө- 
лемнің ауырлык цеитрімсн дәл келеді. Олай болмаган 
жағдайда олар дәл келмейді. Мысал үшін бір жартысы 
корғасыннан, ал екінші жартысы ағаштан қүралған 
шарды алайык (139-сурет). Бүл жағдайда ыгыстырушы 
күш шардыц цснтріне түсірілетін болады, ал ауырлык 
күшініц түсу пүктесі корі асын жартысына карай ығыс- 
тырылады.

Егер деиеиіц орташа ті^ғыздығы сүйыкгыц тыгызды- 
гыиан ғорі аз болса, онда теие-тецчік күйіндеғі депо

139-сурет. 1 Ю-сурег.



сүііықка ток ішіпара батым түрады. Сопда ауырлық ку­
пи (дсненің ауырлық цептріно түсірілгеп) мен ығысты- 
рушы күш (дсне көлемініц сүйыққа батырылган бөлігі- 
нің ауырлық центріне түсірілген) шамасы бойынша тсп 
болуға және бір түзудің бойымсн эсер етугс тіііс (140-су- 
рет), өйтпеген күндс олар айналдырушы момептті туды- 
рады да, тепс-тоцдік бүзылады.



VIII ТАРАУ 
ГИД РОД И МАМ И К А

§ 54. Ағыи түтігі мен сызілғы. Сорғалаудыц
үздіксіздігі

Сұйық қозғалысын сипаттау үшін, сұйықтың әрбір 
бөлшегінің уақыт бойынша алынған функциясы есебінде 
траекториясы мең жылдамдығын беруге болады. Сипат- 
таудыц бұл тәсілін Лағранж жасаған. Бірақ суйық бөл- 
шектерін қадағалаудың орнына, кеңістіктің жеке нүкте- 
лсрін бақылап берілгеп нүкте арқылы өткен сұйық бел- 
шегінің жылдамдығын белгілеп отыруға болады. Екінші 
тәсіл Эйлер әдісі деп аталады.

Кецістіктің әрбір нүктесі үшін жылдамдық вскторын 
уақыттыц функциясы ретінде көрсете отырып, сүйық

қозғалысының күйін аиық- 
-V  тауға болады. Ксңістіктің 

барлық нүктесі үшін беріл- 
ген v векторларыныц жпын- 
тығы жылдамдық векторы- 
ныц өрісін жасайды. Оны 
былай кескіидеуге .болады. 
Қозғалыстагы сұнық ішінен, 
оның әрбір нүктесіне жүргі- 
зілген жанама v векторы- 

ның багытына дәл келетіпдей етіп сызық жүргіземіз 
(14 1-сурет) Бүл сызықтар а ғ ы н с ы з ы қ т а р ы деп 
аталады.

Ағыи сызықтарын, олардыц қоюлығы (ол \ V сызық 
саныныц сол сызықтар ағыны тесіп өтетін әрі оған пер­
пендикуляр орналасқап AS ауданга қатынасы бойынша 
сииатталады) берілгеп орыидагы жылдамдықтыц шама- 
сыиа проиорцпоиал болатындай епп жүрғізуге келіеелік.

v
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Сонда ағын сызықтарының бейнесі бойынша v векторы- 
ның бағыты жөнінде ғана смсс, кеңістіктің әрбір нүкте- 
сіидегі оиыц шамасы жөіііидс пайымдауға болады: жыл- 
дамдық көп болган жсрдс ағын сызықтары қою, ал кс- 
рісінше, жылдамдық аз болған жерде ағын сызықтары 
сирек болады.

v векторының шамасы мен бағыты уақыт өтксп сайын 
әр нүктеде өзгеріп отыратындықтан, ағыи сызықтары- 
ныц бейнесі де үздіксіз өзгеріп отырады. Егер жылдам- 
дық векторы кецістіктің әрбір нүктесіндс тұрақты болып 
қалса, онда ағын орныққан немесе с т а ц и о н а р  а г ы с 
деп аталады. Стационар ағыс кезіндс сұйықтыц кез кел- 
ген бөлшегі кецістіктіц берілген нүктссі арқылы v ша- 
масының белгілі бір мәнінде ғана өтеді. Стационар ағыс 
кезінде ағын сызықтарыниц бейнесі өзгсріссіз қалады 
жәпе бұл жағдайда ағын сызықтары бөлшск траекторпя- 
сымен сәйксс келеді.

Ағын сызықтарымен шектелген сұйық бөлігі а г ы н  
т ү т і г і  деп аталады. Агып сызықтарыныц-эрбір пүкте- 
сіне жанама болатын v векторы агын түтігіпіц бстіне дс 
жанама болады; дсмек, сұйық бөлпісктср өзініц қозга- 
лысында ағын түтігіпіц қабыргасып кссін өтнсйді.

S

v j t

14 2-су,рст.

і5>

Ағын түтігініц жылдамдық багытыпа перпендикуляр 
орналасқан S қимасын алайық (142-сурет). Осы қима- 
ныц барлық нүктесіндсгі сұйық бөлшектсрініц жылдам- 
дығын бірдей деп ұйғаралық. Д/ уақыт іиіінде 5 қнмасы 
арқылы, 5-ден қашықтыгы алгашқы кезсцде vXl монінсн 
артпайтын бөлшсктіц бәрі өтеді. Дсмек, XI уақыт ішіпде 
S қимасьт аркылы көлемі S v \ t -гс тец, ал бірлік \ақыт 
ішінде көле.мі 5н-ге тең сұйық агып өтеді. Әрбір көлде- 
нең кпмасындагы жылда.мдыгы түрақты деп есептеуге 
болатындай өтс жіцішкс агып түтігін алайық. Егер сұйық
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сығылмайтын (яғни оныц тығыздыгы барлық жсрінде 
бірдей және өзгере алмайды) болса, онда Si және S 2 қи- 
маларыныц (ЫЗ-сурет) арасындағы сүйық мәлшері өз- 
геріссіз қалады. Бүдан S! және S2 қималары арқылы 
уақыт бірліғі ішіндс ағыгі өтетін сүйық көлемі бірдей 
болатындыгы көріпсді:

S[Ui — S 2u2
(ағын түтігіміц бүйір беті арқыльт сұйық бөлшсктері өт- 
пейтінін еске салайық)

Жоғарыда келтірілген түжырым ағын түтігініи. кез 
келген қимасының жұбы Si және S2 үшін дүрыс болады. 
Демск, сығылмайтын сұйық үшін бслгілі бір агын түті- 
ғініц ксз кслгси қимасындагы Sv  шамасы тұрақты бо­
ла дьт:

Sv = const. (54.1)
Біздіц алып отыргап нәтижсміз с о р г а л а у д ы ц  үз  
д і к с і з д і г і т у р а л ы т с о р е м а п ы ң мазмұны бо- 
лып табылады.

(54.1) қатысынан ағын түтігінің қимасы айнымалы 
болғанда, сығылмайтын сүйық бөлшектерініц үдей қоз- 
галатындығы көрінеді. Горизонталь ағын түтігінде (144- 
сурет) бүл үдсу түтіктіц осі бойындағы қысымның ту­

ра қты болмауы — жыл- 
дамдық аз жерде қысым- 
н ы ғ і  үлкен, және керісін- 
ше, болуы жағдайлары- 
нан ғана пайда болады. 
Ағыс жылдамдығы мен 
қысымы арасындағы бай- 
ланыс келесі параграфта 
тағайындалады.

Сорғының үздіксіздігі 
туралы тсорсманы нақты сүйықтарға, ал оның сығыл- 
ғыштығын ескермеуге болатын жагдайда, газдарга да 
қолдануға болады. Жүргізідғен ессптеулерге қарағапда 
дыбыс жылдамдығынан төмсп жылдамдықпен қозғалган 
сүйық пен газды едәуір үлкен долдікпен сығылмайды 
деп ссептеуге болады.

§ 55. Бернулли теңдеуі
Сүйық қозгалысын қарастыра отырып, коп жагдай­

да оныц бір бөлігіпіц багқа бөліктерімен салысгырған-
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даты орын ауыстыруын үйксліс күштеріпіц әсеріік- бай- 
ланысты болмайды деп есегітеуге болады. Ішкі үйкелісі 
(тутқырлығы) мүлдем байқалмайтыи сұйық и д е а л  
сүйық деп аталады. t

Стационар ағатыи идеал сүйық ішінеп қимасы шагын 
ағын түтігін бЗліп алайық (145-сурет). Ағын түтігініц 
қабырғаларымен шектелген жәнс Si жәпе S2 қималары 
ағын сызықтарына перпендикуляр сүйық көлеміп қарас- 
тырайық. \ t  уақыт ішіндс бүл көлем ағын түтігінін 
бойымен жылжиды, соны- 
мен қатар S { қимасы AI 
кол жүріп S 1 қалпына, 
ал S2 қнмасы Д/2 жол жү- 
ріп 5г қалпына ауысады.
Сорғалаудың үздіксіздігі 
негізінде штрихталған кө- 
лемдер шамасы бірдей бо­
лады: AV'i=AVr2 = Al/ j

Сүйықтың әрбір бөл- 
шегінің эпергиясы оның 
кннетикалық энергиясы 
мен жердің тартылыс кү- 
ші өрісіндегі потенциялық 
энергиясынан тұрады.
Ағыстың стационар бо- 
луы нәтижесінде, Д/ 
уақыт өткен соң, қарасты- 
рылып отырған көлемніц штрихталмаған бөлігінің кез 
келгсн нүктесіндегі (мысалы, 145-суреттегі О нүктесін 
карацдар) бөлшектің жылдамдығы (демек, кинетикалық 
энергияны да) уақыттың бастапқы мезетіндс дол осы 
нүктеде болған бөлшектің жылдамдығымен бірдей бола­
ды. Сондықтан барлық қарастырылатын көлемдегі Д£ 
энергия өсімшесін ДКі және ДК2 штрихталган көлемдер- 
дегі энергиялардыц айырмасы ретінде есептеп шығаруға 
болады.

Ағын түтігініц қимасы мен Д/ кесіндісіи, әрбір штрих- 
талған көлемнің барлық нүктесіндсгі v жылдамдығы, Р 
қысғімы және һ биіктігі бірдей мәнге не болатыпдай өте 
ша> ын етіп алайық. Онда энергия өсімшссі былап жазы- 
лады:

145-с\рст.
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Д Е:
/рД V v 2 [ p A V v 2
у 2 ~t~P V̂gfhJ —  — 2—

(55.1)

(р — сұйықтың тығыздығы)
Идеал сұйықга үйкеліс күші болмайды. Сондықтан 

энергия өсімшесі (55.1) қысым күштерінің бөліп алынған 
көлемде жасаған жұмысына тең болуға тиіс. Бүйір бет- 
тегі қысым күші әрбір нүктеде өзі түсірілген бөлшектің 
орын ауыстыру бағытына перпендикуляр болады. Осы- 
ның салдарынан жұмыс істемейді. 5і және S 2 қнмасына 
түсірілген күштер ғана нольге тең болмайды. Бұл жұмыс 
мынаған тең.

A = p xS {M {—p2S2M2= {p\~p2)kV  (55.2)
(55.1) және (55.2) өрнектерін теңестіріи, оларды AV 

шамасына қысқартып және индекстері бірдей мүшелерді 
теңдіктің бір жағына шығарсақ, төмендегі тецдікті 
аламыз:

p V 2 p v 2
- ү  -I- P g h  + Р і  =  " з 2  +  Р g f h  +  P i-  ( 5 5 . 3 )

5і жәие S <2 қималары қалауымызша алынган. Сон-
• • • [‘V2 ,дықтап ағын түтігппц ксз келген қимасында —— г

+ l>gh + p өрнегініц мәні бірдей болады. Қорыту кезінде 
жасалған жору бойынша 5 көлденең қимасы нольге ум- 
тылғанда ғана, яғни ағын түтігіи созғанда ғана (55.3) 
теңдеуі толық дәл бола алады. Сонымен (55.3) тецдеуі- 
ніц сол және оц жагында тұрған р, v және һ шамаларын 
бір ғана ағып сызығының кез келгсн екі нүктесіне қа- 
тысты деп қарастыру керек.

Алынган иәтижені былай тұжырымдауга болады: 
стационар ағатын идеал сұйықтың кез келген ағын сы- 
зығынын бойында мына шарт орындалады:

-Ңг- +  Рgh Ь Р =  const. (55.1)
(55.4) тецдеуі немесе оған мәндес (55.3) тепдеуі 

Б е р н у л л и  т е ц д е у і деп аталады. Бүл тепдсуді 
идеал сұйық үшін алғанымызға қарамастан, ол ііпкі үй- 
келісі опта үлкен болмайтып нақты сүйық үшін де орын­
далады.

Бернулли тецдеуіиен шыгатын кейбір қорытындылар- 
ды қарастырайық. Сүііық, барлық нүктесіндеғі жылдам-
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дығының шамасы бірдеіі болатындай, ақсын делік. Онда
(55.3) бойынша кез келген ағын сызығыиыц калауымыз- 
ша алынған екі нүктесі үшін мыиа тецдік орындалады:

Pl~p2 = Pg{h2-h]).

бұдан бұл жағдайдағы ағын сызықтарының таралып ор- 
наласуы, ақпайтын сұйықтағыдай болатындығы байка- 
лады [(52.1) өрнегіп қараңыз].

Горизонталь ағын сызығы үшіп (55.3) шаргы мина- 
дан түрде жазылады:

о,°ру ,

pwf . PV2 ,
~2 \~ Р \ ---2~ ~̂  Р2'

яғни жылдамдық көп болған нүктелерде қысым төмеп 
болады (бұл сапалық түрде өткен параграфта көрсетіл- 
ген болатын).

Ағын жылдамдығы көп болған жер- 
де қысымның төмендеуі су ағызғыш 
насос құрылысының негізіне алынған.
Судың ағыны ұшы атмосфераға қарай 
ашылған түтік арқылы, оның шығар 
жеріндегі қысымы атмосфералық кы- 
сымға тең болатындай беріледі. Түтік- 
тің жіңішке жерінде су үлкен жылдам- 
дыкпсн агатындықтан, бұл жердегі 
қьтсым атмосфералық қысымнан аз бо­
лады. Мұндай қысьш түтіктің жіңішке 
жерімен жалғасып, оны қоршап тур- 
ран камера насосында да пайда бола­
ды. Сорып алынған көлемді камера 
насосымен коса отырып, одан ауаны 
(немесе баска бір газды) 100 мм сы­
пал бағанасына дейінгі кысымда со­
рып алуға болады. Сорылған ауа су ағынымсн ілесіп, 
атмосфераға шығып кетеді.

Бернулли тендеуін беті ашык кең ыдыстағы сұйықтыц 
шағын тесіктен ағып шығу жағдайына колданайык. 
Сұйық ішінен, кимасы бір жағынан ыдыстағы сұйықтын 
ашык бетін, ал екінші жағынан сұйык, ағатын тесікті1

ітмоі т •sl'uju

14 6-су ре т.

1 Далірек аіітқанда, сорғыньщ тесіктен шығар жердегі қимасы. 
Ғ.гер арпау.мы шара колданылмаса, оида соргыпың қимаеы тесіктің 
қіімасынан кіші болады.
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қамтитын ағын түтігін алайық ( і 4 /-сурет) Бүл қима- 
ның әрқайсысында белгілі бір бастапқы деңгейдің үстін- 
дегі жылдамдық пен биіктікті бірдей деп санауға

болатындыктан, оларға осындай 
жору негізінде алынған (55.3) 
теңдеуін қолдануға болады. Одан 
әрі, екі қимадағы қысым да ат­
мосфер алық қысымға тең болған- 
дықтан, олар бірдей болады. Со- 
нымен қатар, кең ыдыстың ашық 
бетінің қозғалу жылдамдығы 
нольғе тең. Осы айтылғанды еске- 

фіп, (55.3) теңдеуін берілген жар- 
дайра қолдануға болатындай 
етіп, мынадай түрде жазуға бо­
лады:

147-су;рет. 9gh і =  +  pglh,

мұидағы v — сұйықтық тесіктен ағып шыққандағы жыл- 
дамдығьт. Осы теңдеуді р-ға қысқартып және һ — һ\ — һ2— 
сұйықтың ашық бетінің тесік үстінен биіктігін енгізе оты- 
рып, төмендегі теңдеуді аламыз:

-у- =  gK  бүдан v  =  Ү 2gh. (55.5)

Бұл формула Торричелли формуласы деп аталады.
Сонымеи, сұйықтыц ашық бетінен һ тереңдікте орна- 

ласқан тесіктен ағып шықкандағы жылдамдығы, кез кел- 
ген дененің һ биіктіктен құлағанда алатын жылдамды- 
ғына тең. Мынаны ескергеніміз жөн: бұл нәтиже сүйық- 
ты идеал сұйық деп үйғарудан алынды. Ыақты суйық 
үшін ағып шығу жылдамдығы томен болады, сүйықтың 
түтқырлығы үлкен болған сайын, ол (55.5) мәнінен көбі- 
рек алшақтайды.

S 56. Ағып ікатқаи суйыдтағы қысымды олшеу

Өтксн параграфта біз сүйықтағы қысым оның ағыс 
жылдамдығының шамасыпа байланысты екснін анықта- 
дық. Қысымды өліпсу үшіп сүйыққа епгі йлген прибор 
сүйықтьтң қозғалу сипатып бүзады, демек, өлшенетіи кы- 
сымиыц шамасын да өзгертуге болады. Үшын і.ағы тесігі
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ағынга қарай бағытталған имек манометрлік түтікті 
еүйык ішіпе орпаластырайық (148-сурет) Мундай түтік- 
ті П и т о  т ү т і  гі  деп атайды. Үшы түтік тесігінің цеи- 
тріне тірелетіп ағын сызығып қарастырайық. Қарасты- 
рылып отырган ағын сызығыныц өн бойындагы жылдам- 
дық түтіктен сдәуір алыс қашықтықтагы ұйтқымагап 
агмм үіпін и шамасынаи бастап тесіктіц дәл алдыпдагы

М а н о м е тр ге  1 М аи о м етр ге

148-сурет. 149-сурет.

нольге дсйін өзгереді. Бернулли тецдеуі бойыпша тесік 
алдыидағы (сондай-ақ, манометрлік түтіктегі) қысым 
ұйтқымаган ағындағы р қысымнан pv2/2 шамасьтна ap- 
тык. болады. Демек, Пито түтігімен жалғасқан манометр

Р' =  Р + -tf(56.1)

шамасына тең қысымды көрсетеді.
Қысыммен өлшемдес pv2/2 қосылғышты д и н а м и  

к а л ы қ қысым деп атайды. р қысымын с т а т н к а л ы қ  
қысым деп атау келісілген. Статикалық жэне динамика- 
лык қысымның қосындысына тең р' қысымы т о л ы қ 
қысым деп аталады. Сонымен Пито түтігі арқылы (56.1) 
теңдеуіндегі толық қьісымды өлшеуге болады.

Егер имек жіңішке түтіктің бүйірінен тесіктер жасал- 
са, онда мұндай тесіктер маңындағы жылдамдық (сон- 
дай-ақ, қысым) ұйтқымаған ағындағы жылдамдықпен 
(кысыммен де) шамалас болады (149-сурет) Сондықтап 
з о н д  деп аталатын мүндай түтікке қосылған манометр, 
суйықтағы р статикалық қысымды көрсетеді.

Толық және статикалық қысымды біле отырып, pv2/2 
днпампкалық қысымды, демек, v ағын жылдамдығын
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Аи<рф- тюжтрге

(сұйықтың тығыздығы белгілі деп саналады) табуға бо- 
лады. Еғер Пито түтігі мен зоидты 150-суретте көрсстіл-

гендей етіп біріктіріи, оны диффе- 
ренциалдық манометрдің (яғни 
қысымныц айырмасын өліпейтін 
манометрдің) әр түрлі тармагы- 
на қоссақ, онда манометр ті- 
келей динамикалық қысымды 
көрсетеді. Манометрді v жылдам- 
дықтың мәндері бойынша гра- 
дуирлеп, сұйықтыи ағыс жыл- 
дамдығын өлшейтін приборды 

150-сурот. алУға болады.

У

ш

§ 57. Сүйық қозғалысына нмпульстың сақталу 
зацып қолдану

Басқа денелер тәрізді сұйық пен газға да импульстыц 
сақталу заңы қолданылады. Бұл заңды кейбір есептерді 
шешуге пайдаланайық.

Агып жатқан сүйықтыц нмек трубаныц қабырғасына 
түсіретін реакцнясы. Имек трубада сығылмайтып сүйық- 
тың стационар ағыны орнығып 
болды деп жориық (151-су- 
рет) Есепті жеңілдету үшін 5 
қимасы тұрақты труба алайық.
Онда сорғыныц үздіксіздігі нә- 
тижесінде әрбір қимадағы 
жылдамдық шама жағынан 
бірдей және ц-ге тең болады.

Трубаның Si және So қима- Тг 
ларымен шектелген имек учас- 
кесінің көлемін қарастырайық. 'м
At уақыт ішінде S i  қимасы 151-сурет.
арқылы бүл көлемге импуль­
сы1 К =  p S t » V | шамасына тец SvAl  суйық мөлшері агыи 
келеді. Бір мезгілде S2 қимасы арқылы осы көлемнен 
мөлшері дәл сондай, импульсы K =  pSrn,2A< іпамасындий 
сұйық агып өтеді. Сонымен, трубаның имск учаскесінің

1 Қысым нмнульсглгыдаіі р орпімон белііленеді. Сондыктан бул 
түсінісиеушілікке келтіргеи жагдаііда опы /\ әрнімгп бллгі.лейтін бо- 
ламыз.
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ЛК = l(2— Ki =  pSy(v2 — \'і)Л/ шамасындай импульс өсім- 
ш с с і п  б с р с д і .  Уакыт бірлігі ішіпдегі импульс өсімшссі 
эсер етуші күшкс тең екендігін білеміз. Демек, труба
қабырғаларьі сұйыққа тең әсерлі f =  =  pSu(v2 — Vj)
кушпен эсер етеді. Ныотонның үшінші зацы бойыпша 
аг ып жатқап сүйық труба қабырғасына

f , = p S » ( v i - v 2) (57.1)

шамасыпа тең тец әсерлі күшпен эсер етеді. Гг күшін 
ағып жатқан сұйықтың труба қабырғасына түсіретін 
реакциясы деп атайды.

/лғып шпққаи сорғышщ реакцмясм. Ыдыстагы тесік- 
теп ағып шыққан сұйық сорғысы (152-сурет) А/ уақыт 
ішіпде өзімен бірге ДК =  р5гм'Д/ (р — сұйықтың тығыз- 
дығы, 5  — тесіктің ауданы, v — сорғының ағып шығу 
жылдамдығьт) импульсты ала кетеді. Бұл импульс ағыгі 
шыққан сұйыққа ыдыстан беріледі. Ныотонның үшінші 
заңы бойынша ағып шыққан 
сұйық тарапынан АI уақыт 
ішінде — А К шамасына тец 
импульс алады, яғни

Ь =  -  =  -  PSW (57.2)

шамасындай күштің әсеріи 
сезінеді.

(о)___ (О)
ТП7Т/Т77777777Т777,

Бұл күш ағып шыққан 152-сурет.
сорғыныц реакииясы деп
аталады. Еғер ыдысты арбашаға орнатсақ, онда f r кү- 
шіиің әсерінеи ол сорғы бағытына қарсы бағытта қозға-
лады.

Сүйықтыц тесіқтен ағып шыққандағы жылдамдығы 
үшін (55.5) өрнегін пайдаланын, f r күшініц шамасып та- 
байық:

f r =pSv2 = 2ghpS. (57.3)

Егер, бір қарағанда \ г күші шама жағынан сүйық тара­
пынан тесікті жауып тұрғап тығынға эсер ететін підро- 
статикалық қысым күшіне сәйкес келгендей көрінсе, онда 
f r күші ghpS шамасына тең болар еді. Шынында да, fr 
күші 2 есе үлкен болады. Бүл жағдай мынамен түсінді-
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ріледі: сорғыныц агып шығуы кезінде ыдыстағы сүйыц 
қозғалысы қысымның қайта таралуьша әкеп соғады. 
Тесікке қарсы жатқан қабырга мацыидағы кысым, тссік 
орналасқан қабырға мацындағы қысымиан аздап артық 
болады.

Реактивтік двнгательдср меп ракеталардың жумысы 
агып шыққан газ сорғысыныц рсакциясына нсгізделген. 
Атмосфсраның болуын қажст стпей реактивтік қозгалыс 
космостық кеңістігіне ұшу үшін пайдаланылады.

Планета аралық қатынас теориясының негізін салған 
орыс оқымыстысы және өнертапқышы К. Э. Циолковский 
(1857— 1935) болды. Ол ракетаның ұшу теориясын жа- 
сады және реактивтік аппараттарды планета аралык қа- 
тынасқа пайдалану мүмкіндігін дәлелдеді. Отынды то- 
лық пайдаланган соң әрбір сатысы ракетадан бөлініп, 
келесі сатысы іске қосылатын құрамды ракетаның тео­
риясын да Циолковский жасап жетілдірді. Космос кеңіс- 
тігін зерттеи игеруде Совет одағының жетекші ролін 
қамтамасыз еткен совет оқымыстылары мен инженерлері 
Циолковский идеяларын одан әрі дамытып, жүзеге 
асырды.

§ 58. 1 шкі үйкеліс күштері

Идеал сүйық, яғни үйкеліссіз сүйық абстракция бо- 
лып саналады. Барлық реал сүйық пен газдарға тән нэр- 
се оның көп не аз дәрежеде тұтқыр болуы немесе ішкі 
үйкелістің болуы. Тұтқырлық суйықта немесе газда бо- 
латын қозғалыстың, оны туғызған себептер әсері тоқтал- 
ганнап кейін, біртіндеп бәсеңдейтіндігінсн көрінеді.

Ішкі үйкеліс күші бағынатын заңдылықтарды айқын- 
дау үшін, мынадай тәжірибені қарастырайық. Сұйыққа 
сызықтық өлшемі олардыц арақашықтығы flf-ден едәуір 
артық бір-біріне параллель екі пластина батырылған 
(153-сурет) Төменгі пластинаны өз орнында қалып, жо- 
ғарғы пластина төменгімен салыстырганда л0 жылдам- 
дыкпен қозғалысқа келтіріледі. Тәжірпбс жоғарғь’ п.іас- 
тинаны түрақты v0 жылдамдықпен орыи ауыстыру үіиін 
оған іпама жагынан тұрақты белгілі бір f күиіпгн псер 
ету керек ексндігін көрсетеді. Пластина үдеу алмаііды, 
ендеше, бул күштіц осері шама жагынан тец, багыты 
жағынан қарама-қарсы күшпси тсңгеріледі. Сүйық іг.іін-
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де қозғалган пластинаға эсер ететін бұл күш үйкеліс 
;уші болатыны айқып оны f деп белгілейік.

Пластина жылдамдығы v0, пластина ауданы 5 және

-7

! 
j

і 1 I --
--

- ~/v .. Ғ
----- У  t Үй

, '1 у  W r

с

I 1
153-сурет.

г л а р д ы ң  ара қашықтығы d шамаларын құбылта отырып, 
мина формуланы аламыз:

(53.1)

мүндағы ц — сүйықтың күйіне (мысалы, температурасы- 
на) және табиғатына тәуелді пропорционалдьтқ коэффи­
циент, мұны і ш к і ү й к е л і с к о э ф ф и ц и е н т !  не- 
месе т ү т к ы р л ы қ к о э ф ф и ц и е н т ! ,  немесе сүйыц- 
тың (газдыц) жай ғана түтқырлығы деп аталады.

Жоғарғы пластина қозғалғанда төменгісі де шама
жағынан fv(, күшіне тең, Гүй күшініц әсерінде болады.
Тдменгі пластина қозғалмау үшін, f Yn күшін і' күші ар- 
қылы тецсстіру керек.

Сонымен, сүйыққа батырылған екі пластинаны бір- 
біріне катысты қозғаганда олардыц арасында (58.1) кү- 
піі.мен сипатталатын өз ара эсер пайда болады. Плас- 
тнналардыц бір-біріне әсері, осы пластиналардыц 
арасында орналасқан сұйықтың бір кабатынан екіншісі- 
не берілу арқылы пайда болатындығы айқын. Егер 
қуыстың кез келғен жерінен пластиналарға параллель 
ойша жазықтық жүргізсеқ (153-суреттегі пунктир сы- 
зыкты карацыз), оида суйықтыц осы жазықтық астыпда
жатқап бөлігі І Үн күшімен, ал сұйықтың жазықіыктап 
төмен жатқан бөлігі, өз кезегінде жазықтықтан гөмсн
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жатқан бөлігіне fYft күшімен эсер етеді. f Yft және fYfl күш- 
тері (50.1) формуласымен анықталады. Соньімен, (58. Гу 
формуласы пластиналарға эсер ететін үйкеліс күшін 
ғана еыес, сұйықтың бір-бірімен жанасатын беліктерінің 
арасындагы күшті де анықтайды.

Егер әр түрлі қабаттағы сұйық бөлшектерінің жыл- 
дамдығыи зерттесек, онда олар пластиналарға парал­
лель z бағытта сызықтық заңмен өзгереді екен (153-' 
сурет):

v(z) =  ^ - z .  (58.2)

Пластиналарға тікелей жанасқан бөлшектер, оларға 
жабысып қалғандай болады да, пластпналардын жыл- 
дамдығыпдай жылдамдыққа не болады. (58.2) форму­
ласы бойынша

d v  _  v 0 
d z  d (58.? v

(58.3) теңдігін пайдаланып, ішкі үйкеліс күшіне арнал- 
ған (58.1) формуланы мына түрге келтіруге болады:

=  4 ( 5 8 . 4 )

шамасы жылдамдықтыц z осі багытыпда қалай
тез өзгеретіндігін көрсетеді және ол жылдамдық гра­
диент! (дәлірек айтқанда, бұл — жылдамдық градиенті- 
нін модулы; градиенттің өзі — вектор) деп аталады.

(58.4) формуласын жылдамдық сызықтық заң бойын­
ша (бұл жағдайда жылдамдық градиенті тұрақты бола­
ды) өзгеретін жагдай үшін алғанбыз. Бұл формула жыл- 
дамдығы қабаттан қабатқа өткенде өзгеретін кез 
келген басқа заң үшін де дұрыс болады екен. Бұл жағ- 
дайда бір-бірімен шектескен екі кабат арасындағы үнке-

d v  . .ліс күшін анықтау үшш, градиентініц мәнш қабат-
тар арасын бөліп тұратын ойша жүргізілген бет өтетін 
жердей алуымыз керек. Мысалы, сұйық дөңгелек тру- 
бамен қозғалғапда жылдамдық труба қабырғаларында 
нольгр, трубаның осінде ең жогаргы мәніпе тед болады. 
Агыс жылдамдығы онша үлкеп болмаса, кез келгоп ра­
диус бойындагы жылдамдық мына зан бопычша өзгс- 
ретінін көрсетуғе болады:
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(58.5)гг=и0 ( 1 ---- —

мұндагы R — труба радиусы, v0— трубаның осіндегі 
жылдамдық, v — труба оеінен г қашықтықтағы жылдам- 
дық (154-сурет). Сұйық ішінсп радиусы г цилиндрлік 
истті ойша жүргізейік. Бұл беттің әр жағында жатқан 
сүйық бөліктері бір-біріне, бет 
бірлігіис ссептегендс шамасы 
мы на формула арқылы аиық- 
талатын, күшпен эсер етеді:

r dv  2 v0rf ^ -П ^пг^г,

_ .. а  —  Г
J

_____________

154-сурет.
d r  ’* R2

яғни труба осінен бөлетін бет- 
ко дсйінгі қашықтыққа про-
порционал артады. ((58.4) формуласы ішкі үйкеліс кү- 
шінің модулін ғана беретіндіктсп, (58.5) формуласын г 
бойынша дифференциалдағанда алынатын «—» таңба- 
сын алып тастадық.]

Бұл параграфта айтылғандардыц бәріпіц сұйыққа 
гана емес, газға да қатысы бар.

СИ системасындағы тұтқырлық бірлігі үшін 1 м-де 
мәні I м/сек болатын жылдамдық градиенті қабаттар- 
дың I м2 жанасу бетінде 1 н үйкеліс күшін тудыратын 
түтқырлық алынады. Бұл бірлік н-сек/лі2 ден белгіле- 
неді.

СГС системасында —тұтқырлықтың бірліктер сисгемасыііда п у а з  
(пз) алыиаді.1, бұл 1 см-де 1 с м / с с к  жылдамдық градиент і қабат- 
тардыц 1 с ч 2 жанасу бетінде 1 дин үйкеліс күшін тудыратын тутқыр- 
лы ққа ' ток болады. 10- 6 пуазға тең бірлік м и к р о п у а з  (м к п з ) 
ді п аталады.

Пуаз бен тұткырлықгың СИ бірліктер системасындағы бірлігі 
арасында мынапдай катыс бар:

1 н-сек/м2—10 пз.

Түтқырлық коэффициенті температураға байланысты 
болады және де сұйық пен газ үшін бул байланыстын 
сппаты едәуір болады. Сүйыкда тұтқырлық коэффицисн- 
ті температураның артуына байланысты тым кеміп ке- 
теді. Газда, керісінше, тұтқырлық коэффициенті темпе­
ратура артқан сайын өседі. Температураның өзгеруі 
кезінде т -̂ның өзғеріс-сипатындағы ерекшелік сұнықтар 
мен газдардағы ішкі үйкеліс механизмінің әр түрлі бо- 
латынын көрсетеді.
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§ 59. Ламішарлмқ және турбуленттік ағыс

Сұйық (немесе газ) ағысыныц екі түрі байкалады. 
Бір жагдайда сұйық қабаттарға бөлінген спяқты болыи 
араласпай бір-бірінс қатысты сырғанаған тәрізді бола- 
дьт. Мұндай ағыс л а м и н а р 1 (қатпарлы) деп атала- 
ды. Егер ламинар ағысқа боялған жіңішке сорғылар 
енгізсек, онда сорғы ағынның өн бойына жайылып кет- 
пей сақталады, өйткені ламинар агыстағы сұйық бөл- 
шектері бір қабаттан екінші қабатқа өтпейді. Ламинар- 
лық ағыс стационарлы болады.

Агынның жылдамдыгы немесе көлденец қимасы арт- 
қанда ағыс сипаты едәуір өзгереді. Сұйықтың қауырт 
орын ауысуы байқалады. Мұндаіі агыс т у р б у л е н т т і 
деп аталады. Турбулентті ағыс кезінде сұйық бөлшек- 
терініц әрбір жердегі жылдамдығы үнемі ретсіз өзгеріп 
отырады — ағын стационарлы болмайды. Егер турбу- 
ленттік ағынға боялған жіңішке сорғы енгізсек, онда оны 
енгізгсн жерден сол қашықтықта-ақ боялған сүйық ағын 
қимасының өн бойына біркелкі таралады.

154-суретте көрсетілген ағыс жылдамдығыныц труба 
осіиеи қашықтығына байлапысты өзгеру сипаты лами­

нар ағыс жағдайына жатады. 
Турбуленттік ағыс кезінде тру­
ба қимасының әр нүктесіндегі 
жылдамдықтың орташа (уа- 
қыт бойынша) мәні туралы ай- 
туға болады. Турбуленттік 
ағыс кезіндегі орташа жыл- 

155-сурет. дамдық «профилі» 155-суретте 
кескінделген. Труба қабырға- 

ларыныц маңыпда жылдамдық ламинар ағыска кара- 
ранда күштірек өзгереді, бірақ қиманың басқа бөлігінде 
жылдамдық аз өзгерсді.

Ағылшын ғалымы Рейнольдс ағыс сипаты төмендегі 
өлшемсіз шаманыц мәніпе тәуслді болатынын тағайын- 
дады: мүндагы

Де =  ^ - ,  (5Р.П

р — сүйықтыц (пе газдыц) тыгыздыгы, v — агыниыц ор­
таша (трубаныц қнмасы бойышпа) жылдамдьтғп, г| —

1 Ллтыиша lamina іілше пластппкапы оі.іліроді.
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сұйықтыц түтқырлық коэффициенті, / — келденец қима- 
ға тәп өлшем, мысалы, квадраттық қимадагы квадраг- 
тыц қабырғалары, дөцгслек қимадағы радиус немесе 
диаметр т. с. с.1

(59.1) шамасы Р е й н о л ь д с  с а н  ы деп аталады. 
Рейнольдс санының аз мәндерінде ламипар ағыс байка- 
лады. Кризнстік деп аталатын Re шамасыныц белгілі 
бір мәнінен бастап ағын турбулентті сипат алады. Егер 
дөңгелек трубаға тән өлшем үшін оныц г радиусын ал- 
сақ, онда Рейнольдс санының мәні (бүл жағдайда ол 
Re =  pur/rj түрінде болады) шамамен 1000-ға тең бола- 
ды* 2. Рейнольдс санына қатынас түрінде сұйық қасиетіпе 
оның р тығыздығы меп г) түтқырлық коэффицпснтіне — 
тоуслді екі іпама кіреді.

v = /I
Р ’

қатынасы к и н е м а т и к а л ы к т у т к ы р л ы қ деп 
аталады. v шамасына қарағанда rj шамасы д и н а м и  
к а л ы қ т у т  қ ы р л ы қ деп аталады. Кинематикалык 
тұтқырлықты пайдалапып, Рейнольдс санып мынадай 
түрде жазуга болады:

Re = (59.3)
Рейнольдс саны трубадағы, каналдағы т. б. сүйык 

агыны үшін үқсастык кридерийі қызметін атқарады. 
Егер әрбір агынға Re шамасының белгілі бір мәні сәй- 
кес келсс, онда қнмасы әр түрлі трубалардагы әр түрлі 
сүйық (не газдың) ағынының сипаты бірдей болады.

§ 60. Сүнықтар мен газдардағы денелердіц 
қозғалысы

Дене сүйық немесе газ ішінде3 қозғалғанда оған тец 
әсерлі күштер эсер етсді. Оны R әрпімен белгілейік

' (59,1) өрнегі өлшемсіз болып табылады, оқырмандардьлң көзін
ислған /.четкізу үсынылады.

2 / ретінде трубаның раднусын емес оның диаметрін алсақ, Re 
шамасыиың, кризистік мәнін 2 есе арттыруга тиісті екенбіз.

3 Дене сұйыққа қатысты тұракты жылдамдыкпен қозғалгаи кез- 
де деиеге эсер ететін күш, Галилейдің салыстырмалы принципімен 
сәйкес, с д і ы қ т ы ң  осьшдай жылдамдыкпен қозғалмайтып денеге қа- 
тысты қозғалысы жағдайындағыдай болатынын ескертс і.етелік, 
156-сурет соңғы жагдаага сэйкес келеді.
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1 5 6 - с у р е т .

(156-сурет) R күшіи біреуі Q дене қозғалысына қарсы 
(пемесе денеиі каптай ағып келе жатқан ағын қозғалы- 
сы жағыпа) бағытталған, ал екіншісі Р осы багытқа

перпендикуляр бағытталған 
екі құраушыға жіктеуге бола- 
ды. Q жәпе Р құраушылары 
м а д д а й л ы қ  к е д е р г і 
және к ө т е р г і ш  к ү ш  деп 
аталады. Қозғалыс бағытына 
қарағанда симметриялы орна- 
ласқан денете маңдайлық ке- 
дергі ғана эсер ететіндігі1 ал 
көтсргіш күш бұл жагдайда 

нольге тең болатындыгы түсінікті.
Есептеулерге қараганда денелердің идеал сұйықтағы 

бір қалыиты қозғалысы маңдайлық кедергісіз өтуге тиіс- 
ті. Тұтқырлыққа ие болмантын идеал сүйық дене бетімсн 
еркін сырғи отырып, оны орай ағады. 157-суретге өте 
ұзын «шексіз» цилипдрді идеал сұйықтыц орай аққан- 
дағы ағын сызықтары көрсетілген. Толық орай ағу сал- 
дарынан ағын сызықтарының бейнесі А және В нүкте- 
лері арқылы өтетін түзу- 
ге қарағанда да сол сияқ- 
ты С және D нүктелері 
арқылы өтетін түзуге Ка­
раганда да толығымен 
симметриялы болады.
Сондықтан /1 жэне В нүк- 
телердің маңындағы қы- 
сым бірдей (және бұл 
нүктелердің маңында 
жылдамдық аз болған- 
дықтан, ұйтқымаған 
ағынға қарағанда үлкен)
болады; дәл осылай С және D нүктелеріиің мацыпдағы 
қысым да бірдей (және бул нүктелердің мацында жыл- 
дамдық үлкеп болғандықтан, үіітқымаған ағыпга кара- 
ганда төмеіі) болады. Демек, цилиндр бетіндегі корыт- 
кы кысым күші (түткырлық болмаған кезде мацдайлық 
кысым тудыра алатын) полі.ге тец болаті.іп л п -і т\сіиік- 
ті. Дәл осындай нэтпже баска формалы депедер \ .пін де 
алынады.

Денс түткырльтгы бар сүнық ішіиде қозгалганда қү-
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былыстар басқаша өтеді. Бұл жағдайда сұйықтыц өтс 
жүқа қабаты дененің бетіне жабысып қалады да, үйке- 
ліс салдарынан келесі қабаттарды өзімен ілестіре оты- 
рып, денемён бірге біртұтас қозғалысқа қатысады. Дене 
бетінен алыстаған сайын қабаттардың жылдамдығы 
кеми берсді де, ақырыида, сұйық бетінен белгілі бір қа- 
шықтықта, суйық іс жүзінде дене қозғалысы салдарынан 
үйтқымайды. Сонымен, денс жылдамдықтың градиенті 
бар сүйық қабатымен қоршалады. Бұл қабат ш е к а 
р а л ы қ деп аталады. Бұл қабатқа үйкеліс күші эсер 
етеді де соңында денеге түсірілген бұл күш мандайлық 
кедергініц пайда болуына әкеліп соғады. Іс осымен біт- 
пейді. Шекаралық қабаттың болуы сүйықтың дснені 
орай ағу сппатын түбірімен өзгертсді. Толық орай ағу 
мүмкін болмай қалады. Үйксліс күшінін беттік қабатта- 
ғы әсері ағынның дене беті- 
нен үзілүіне әкеліп соғады, 
мұның нәтижесінде дененіц 
артқы жағында қүйын пай­
да болады (158-суретті қа- 
раңыз, мүнда түтқыр сүйық- 
тыц цилиндрді орай ағуы 
көрсетілгеп). Ағын құйын- 
дарды ілестіріп әкетеді де, 
үйкеліс салдарылан біртін- 
дсгі барып өшсді. Бұл жағдайда құйын энергиясы сүйық- 
ты қыздыруға шығындалады. Дененің артқы жағындагы 
құйындалған аймақта пайда болатын қысым төмсн бо­
лады, сондықтан қорытқы қысым күші нольдсн өзгеше 
болыгі, өз тарапынап мацдайлық кедергінің тууына сс- 
бепші болады.

Сонымен, мацдайлық кедергі үйкеліс кедергісі меп 
қысым кедергісінен қүралады. Дененің берілгсн көлде- 
нсң өлшемдеріндегі қысым кедергісі оныц формасына 
едәуір тәуелді болады. Сол себептен де оиы форманың 
кедергісі деп атайды. Тамшы тәріздес оңай акқыш дене- 
лердін кедергісі өте аз болады (159-сурет). Самолсттіи 
фюзеляжы мен канатына, автомобильдіц кузовыпа т. б. 
осындай форма беруге тырысады.

Үйкеліс кедсргісі мен қысым кедергісінің арасындагы 
қатыс Рейнольдс саныныц (59.3) мәні бойынша анықта- 
лады. Қарастырылып отырған жағдайда / — депсге тәп 
белгілі бір мөлшер' (мысалы, шар тәріздес деиепіц мол-
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159-сурет.

шсрі), и — дспснің суйықпсн салыстыргандағы жылдам- 
дығы.

Re шамасы аз болганда негізгі рольді үпкеліс кедер- 
гісі атқарады, сол себептен де қысым кедергісіи еске 
алмауга да болады. Re артқан сайын, қысым кедергісі- 
нің ролі арта береді. Re шамасының үлкен мәндерінде 
маңдайлық қыеымда қыс.ым күші басым болады.

Ағындағы денеге 
эсер ететін күш сипа- 
тын анықтай отьтрып, 
Рейнольдс саны бул 
жағдайда да қубылыс- 
тың ұқсастық крите­
рий! қызметін атқара­
ды. Бүл жағдай мо­
де льдеу кезінде пайда- 

ланылады. Мысалы, егер самолет пен оның моделінің 
ғеометриялық ұқсастығымен қатар, олар үшін Рейнольдс 
санының теңдігі де сақталса, онда самолет газ ағынында 
өзін қалай ұстаса оныц моделі де солай ұстайды.

Стокс зацы. Re аз болғанда, ягни қозғалыс жылдам- 
дығы онша үлкен болмағапда [сондай-ак / онша үлксн 
болмағанда; (59.3) формуласын қараңыз], ортаның кс- 
дергісі іс жүзінде үйкеліс күші әссрінен болады. Стокс 
тағайындаған заң бойынша, кедергі күші бұл жағдайда 
т] динамнкалық тұтқырлыкка, дененің сұйықпен салыс- 
тыргандағы v жылдамдығына және денеге тән / мөлшер- 
ге пропорционал болады: f~ r \ l v  (денеден сүйықтын ше- 
карасына дейіигі, мысалы, ьідыстың қабырғасына дейінгі 
қашықтық дененің мөлшерінен әлдеқайда аз деп сана- 
лады). Пропорционалдық коэффиниенті дснеиің форма- 
сына байланысты болады. Егер / шамасының орнына 
пропорционалдық коэффициенті 6д-ға тең болады. Де- 
мек, сұйық ішіндегі шар қозғалысына жасалатын ксдер- 
гі күші, жылдамдық онша үлкен болмағанда, Стоке за- 
ңына сәйкес мынаган тең болады:

(00,1)

Сұйықта пемссс газда пертикаль түсігі келе жагкан 
іпагып шарнкке үш күш эсер стеді: 1) томен карай ба-
ғытталган ауырлық күші -у- (/• — шарик радиусы.
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p —- оныц тыгыздыгы), 2) жогары қаран багытталі ап 
ығыстырсшы күш---- J- nr3p0g (p.j— супықтың не газ'дыц
тыгыздыгы) ЖӘНС 3) ҚОЗ- 
ғалыс багытына қарсы, 
я гни жогары кар ап ба- 
гыгталган кедергі күші —
6дг]Гь'. Бастапқы скі куш 
шама жағынан турақты, 
ушіншісі v жылдамдыққа 
пропорцпонал. Сондық- 
тан жылдамдық қаидаіі 
болмасын белгілі бір о0 шамасыпа жеткеиде ығысты- 
рушы куш пен кедергі кушінің қосындысы ауырлық ку­
ниц тсңгсреді. Осыпыц салдарыпан шарик үдеусіз, ягни

бір қалыпты қозғала бас- 
тайды. Бір қалыпты қозға- 
лыстың Vo жылдамдыгын тө- 
мендегі шарттаи оп-оцай 
табуга болады:

i - ^ p g  =  у  +  6r^rva.
Бул теңдеуді v0 шамасы- 

на қатысты шешс отырып, 
төмендегі формуланы ала- 
мыз:

= 2 (р -  Ро) gr'2-
9т] ( 60 .2)

(60.2) формуласынан шариктің тұтқыр ортада бір 
қалыпты тусу жылдамдыгы опың радиусының квадраты- 
на пропорцнонал болатындығы көріиеді. Жогарыда ай- 
қындалған себептер бойынша (60.2) формуласы шагып 
шариктер үшін ғана дұрыс орындалады.

Кішкентам шариктердің сұйық ішіндегі орныққан 
(бір қалыпты) түсу жылдамдығын өлшеп, (60.2) форму­
ласы бойынша сұйық rj тұтқырлығын* табуға болады. 
Тұтқырлықты анықтаудың бүл әдісі кейде іс жүзіндс 
қолданылады.

Көтергіш күш. Көтергіш күштің пайда болуы үшін 
сұйық тұтқырлығының айтарлықтай мәні болмайды. 
160-суретте идеал сұйықтың жарты цилиндрді қаптай 
аққандағы ағын сызықтары көрсетілген. Толық қаптай
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агу салдарыпаіі ағын сызықтары CD түзуіне қатьтсты 
симметриялы болады. Алайда көрініс АВ  түзуіне қатыс- 
ты симметриялы болмайды. Ағын сызықтары С иүктесі 
маңында қоюланады, сондықтан бұл жердегі қысым, D 
нүктесі мадындагы қысымнан аз болады да Р көтергіш 
күш пайда болады. Осыган ұқсас тұтқыр сүйықта да кө- 
тергіш күш пайда болады.

Самолетті ауада ұстап тұратын күш қызметін оныц 
қанатына эсер етуші көтергіш күш атқарады. Мандай- 
лық кедергі самолеттің ұшуы кезінде зиянды роль атқа- 
рады. Сондықтан самолеттің қанаты мен оның фюзеля- 
.жына аққыш түр беріледі. Қанат профилі, сонымен бір- 
ге, шама жағынан жеткілікті мөлшерде көтергіш күшті 
қамтамасыз етуі керек. Ұлы орыс ғалымы Н. Е. Жуков­
ский (1847—1921) тапқан 161-суретте көрсетілген про­
филь қанат үшін тиімді болып саналады. Жуковский мен 
оның шәкірті С. А. Чаплыгиннің еңбектерімен қазіргі 
аэродинамиканың негізі қаланды. В. И. Ленин Жуков- 
скийді орыс авиациясыныд атасы деп атады. Жуковский, 
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күшті анықтауға арналған формуланы қорытып шы- 
ғарды.
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§ 61. Тербелістер туралы жалпы мәліметтер

Тербелістер деп белгілі бір дәрежеде қайталағышты- 
ғымен айқындалатын процестерді айтады. Мысалы, са- 
ғат маятнпгінің тербелуі, ішектің немесе камертон таяқ- 
шасыныц. тербелісі, радиоқабылдағыш контурыныц кон­
денсатор астарларындағы кернеу және т. б. осындан 
қайталағыштық қасиетке ие болады.

Қайталанатын процестіц физикалық табнгатына бай- 
ланысты тербелістер: механикалық, электромагниттік,
электромеханпкалық және т. б. түрғе бөлінеді. Бүл та- 
рауда механнкалық тербелістер қарастырылады.

Тербелістер табиғат пен техникада кеңінен таралған. 
Көптеген жағдайда олар зиянды роль атқарады. Рельс 
арқьілы поезд дөңгелегінің өтуі кезіндегі соққы салда- 
рынан пайда болатын көпірдің тербелісі, еспе винттің 
айналуы салдарынан корабль қорабының тербелісі (вн- 
брациясы), самолет қанаттарының вибрациясы тәрізді 
процестер апатқа ұшыратуы мүмкін. Мүндай жағдайда 
міндет — тербелісті алдын ала болдырмау немесе ец бол- 
мағанда тербелісті қауіпті мөлшерге жеткізбеу.

Сонымен қатар, тербелмелі процестер техниканың 
түрлі салаларыныц негізін қалайды. Мысалы, бүкіл ра­
диотехника тербелмелі процестерге негізделген.

Тербелмелі системаға жасалатын әсердің сипатына 
қарай еркін (немесе меншікті) тербелістер, еріксіз тер- 
белістер, автотербелістер және параметрлік тербелістер 
болып ажыратылады.



Еркім немесе мсншікті терболістер деп қозі алыска 
келтірілгеннен кейін немесе орнықты қалпынан шыға- 
рьілғаннан соң өзімен-өзі калатын системада ететін тер- 
белістерді аптады. Жіпке іліиген шариктің (маятник) 
тербелісі осыған мысал бола алады. Қозгалысты туды- 
ру үшіп шарнкті түртіп жібсру ксрск пемесо лны бір жа- 
гына тартып апарыгі қоя беру корок.

Еріксіз тербелістер деп тсрбслмслі система әлсін-олі 
өзгеріп отыратын сыртқы күштіц әссріне кез болатын 
тербелісторді айтады. Can түзеп келе жаткан адамдар 
өткендегі көпірдіц тербелісі осыған мысал бола алады.

Еріксіз тербелістер сияқты автотербслістер де тср- 
бслмелі системага сыртқы күштсрдіц эсер етуім* н жү- 
реді; алайда бұл әссрлср жүзегс асатып уақыт мезстінде 
тербелмелі систем аныц өзі белгілейді —- сыртқы осерлер- 
ді системаның өзі басқарады. Жогары көтерілгсн гнрдің 
немесе бүралған пружинаның энергиясы ессбінен маят- 
пигі түрткі алатын (қозғалыска келетін) сагат осығап 
мысал бола алады. Бұл түрткілер маятник ортаңғы қал- 
пьтнан өтер кезде беріледі.

Параметрлік тербелістер ксзінде сыртқы эсер салда- 
рынан системаныц қандай да болсып параметр!, мысальт, 
тербсліс жасап түрған шарик ілінген жіптіц ұзындығы, 
периодты түрде өзгереді.

Гармониялық тербелістер, ягни тербелетін шама (мьт- 
салы, маятниктің ауытқуы) уақыт бойынша синус не 
косинус зацына сәйкес өзгеретін тербелістер қарапайым 
тербелістер қатарына жатады. Бұл тербелістер мына 
себептерден аса мацызды деп саналады: біріншіден та- 
биғаттағы және техникадағы тербелістср көбінесе гар- 
мониялық тербелістерге жақын сипатта бола.ды, және 
скіншіден басқа түрдегі периодты процестерді (уақыт- 
пен басқаша тәуелділікте болатын) бірнеше гармония- 
лык, тербелістердіц қосылуы ретіпде қарастырүга бо­
ла ды.

§ G2. Гармоииилық тербелістер

Пружипаға іліпген, массасы т шариктон түратын 
системаны қарастырайык, (162-сурет) Тепо-тецдік күйін- 
де tnff күші /гД/о серпімділік күшімен тецгерілоді:
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mg^kMo. (62.1)

Шариктің тегіе-теңдік қалпынан ығысуын х коорди- 
натасымен сипаттаймыз, әрі х осін вертикаль бойынша 
төмен бағыттаймыз, ал осьтіц нолін шариктіц тепе-тең- 
дік қалпымеи үйлестіреміз.

Егер шарпкті тепе-теңдік-
Ф О П  V*_l /  О /  V  О п г > л г ( г ч  П TTVt i »  t T r  n  t r  , 1  \

«—» ығысу мен күштіц оағыт-
тары қарама-қарсы екендігін білдіреді: еғер шарнктіц 
тепе-темдік қалпынан төмен қарай (лг>0) ығысса, күш 
жоғары ( /<  0) бағытталады, шарик жоғары қарай 
(,\:<0) ығысқанда күш төмен (/>0) бағытталады. Со- 
нымен f күшініц төмендеғідей қасиеттері бар: 1) ол ша­
рика іц аепе-теңдік қалпынан ығысуына пропорцііопал, 
2) ол әрқашанда теие-тецдік қалпыиа қарай бағыт- 
талған.

Біз қарастырган мысалда (62.2) күш шыныпда, әзі- 
нің табиғаты бойынша серпімді. Басқа тектегі күштер- 
де де осындай заңдылық байқалуы мүмкін, яғнп — кх 
шамасына тең болуы мүмкін, мұндағы k — турақты оң 
шама. Табиғатына қарамастан, мұндай күштерді к в a 
з и с е р и і м д і деп атау келісілген.

Системаға х ығысу беру үшіп, квазиеерпімді күшке 
қарсы төмендегідей жұмыс істеу керек:

(62.1) формуласындағы те- 
пе-тендік шартын ескере оты- 
рып, төмендегіні аламыз: й

l = kx. (62.2)
тд

(62.2) формуяаеындағы 102 чу|)с  і .

х X

0 0
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Бүл жұмыс системаныц потенциялық энергнясыныц 
қорыі! жасауға жұмсалады. Демек, квазиссрпімді күш 
эсер стетін, система, тепе-теңдік қалпынан х қашықтық- 
қа ығысқанда төмсндегідей потснциялык энергняга1 ие 
болады:

(62.3)

(тспе-теңдік қалыптағы потенциялық энергияны нольге 
тең деп ұйғарамыз).

(62.3) өрнегі деформацняланғаи пружннаның потен- 
цпялық энергиясына арналғаи (27.13) өрнегіне сәйкес 
келеді.

162-сурстте кескінделген системаға қайта оралайық. 
Шарикке х = а ығысу беріп, одан соң системаны өзімен-

өзін қалдырайық, f — kx күшініц 
әсерінен шарик тепе-тендік ка- 
лыпқа қарай үнвмі артып отыра- 
тын v — x жылдамдықпеп қозга- 
лады. Бұл кезде системаныц по- 
теициялық энергиясы кеми 
бастайды (163-сурет), бірақ оның 
орнына үнемі артып келе жаткан 
кинетикалық энергия Е к = tnx2l2 
(пружинаның массасын сскер- 
мейміз) панда болады. Тепс-тец- 
дік қалпына келген соц шарик, 

инерция бойынша қозғала береді. Бүл қозғалыс кемімелі 
қозғалыс болады жәнс кинетикалық энергия толығымен 
потенциялық энергияға айналғанда, яғни шариктіц ыгы- 
суы — а-ға тец болганда тоқталады. Одан соц шарик ке- 
рі бағытта қозғалғанда дәл осындай процестер өтеді. 
Егер системада үйкеліс болмаса, системаныц энергиясы 
сақталуға тиіс және шарик х =  «-дап х — —п-га дейінгі 
аралықта шексіз ұзақ қозғала береді.

1 Кинетккалык /коік' потенциялық энергнялар іың мечаиіікадп 
колданылып кс.ион таңбаларыиаи бас тартуга можб\т  Гюлді.п;. Юр- 
белістер туралы ілімде Т әрпімеи гербе.ііо іюрііодын бе ігі.к ү келі- 
о і . і г и і  LJ ариімен молекулалык ф ін и к а д л  іпжі -діерпіяиы бо.ігілейді. 
Соидымап бі і будаи былай кинетика, іык эмергияны Е епміюлымеи,
а.т потеиңиялық эіюргияны П р  симполымен белі і.іейміз.
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Шарпкке арналғап Ныотонның екіиші зацы былай 
жазылады:

тх = —кх.
Бұл теңдсуді төмендегідей етіп түрлендірейік:

х  +  -^-х*=*0. (62.4)

х-тағы коэффициент оц. Соңдықтан оны мыиадай түрде 
жазуға болады:

(62.5)

мұндағы шо— заттық шама.
(62.4) өрнегіне (62.5) өрнеғіпдегі белгілеуді колдана 

отырып, мынапы аламыз:

х + (оох = 0. (62.6)
Сонымен (62.2) түріндегі күштің әберінен болатып 

шарик қозғалысы екінші реттік біртекті дифференциал- 
дық теңдеулер арқылы зерттеледі.

Ауыстыру арқылы (62.2) 
теңдеуінің жалпы шешуі тө- 
мендегідей болатындыгына 
оңай көз жеткізуге болады:
х = а cos(a>0M-a) \  (62.7)
мұндағы а және a—кез кел- 
ген тұрақты шамалар.

Сонымен х ығысу уақыт 
бойынша косинус зацына 
сәйкес өзгереді. Демек, f =
— —kx түріндегі күштің әсе- 
рінде болатын системаныц 
қозғалысы гармониялық тербсліс болып табылады.

Гармониялық тербелістің, яғни (62.7) функциясыныц 
графигі 164-суретте көрсетілген. Горизонталь оське / 
уақыт, ал вертикаль оське х ығысу салынған. Косинус
— 1-ден +1-ге дейін өзгеретіндіктен, х-тің мәні — а-дап 
-f-a-ға дейінгі аралықта жатады.,

Системаныц тОпе-тецдік қалпыиан ец үлкен ауытқуы 1
1 ІІемесе х = а  s i n (о>(,M - а ' ) ,  мұпдагы «*' =  « + л /2 .

164-сурет.
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тербеліс а м п л и т у д а с ы  деп аталады. Тербеліс 
амплитудасы a — тұрақты оң шама. Оның мәні, систе- 
маны тепе-теңдік қалыптан шығарған, алғашқы ауыт- 
қудың немесе түрткінің шамасымен анықталады.

Косинус таңбасының астында тұрған (соо̂  +  ос) шама- 
сы тербеліс ф а з а с ы деп аталады. а  тұрақтысы фаза- 
ның / =  0 уақыт мезетіндегі мәні болып табылады және 
ол тербелістің б а с т а п қ ы ф а з а с ы деп аталады. 
Санау уақытының басы өзгергенде де өзгереді. Демек, 
бастапқы фаза санау уақытының басын таңдап алуға 
байланысты өзгереді. 2л бүтін санын фазаға қосқанда 
немесе одан алып тастағанда я-тіц мәні өзгермейтіндік- 
тен, бастапқы фазаны модулы бойынша әрқашан да 
л-деи кіші деп алуға болады. Сондықтан, көбінесе, 
а-ның — я-ден +  л-ге дейінгі аралықта жатқан мәндері 
ғана қарастырылады.

Косинус — периоды 2л-ге тец периодты функция бол- 
ғандықтан, гармониялық тербеліс жасайтын системаныц 
әр түрлі күйі1 * тербеліс фазасы 2л-ге тең өсімше кабыл- 
дайтындай Т уақыт аралығы сайын қайталанады (163- 
сурет) Осы Т уақыт аралығы тербеліс п е р и о д  ы деп 
аталады. Оны төмендегі шарттан анықтауға болады: 
[wo(̂ ~Ь 7) -f а] =  М  "f ос] -f 2л, осыдан

(62.8)О)0 4

Бірлік уақыт ішіидегі тербеліс саны v тербсліс ж н і 
л і г і деп аталады. v жиіліктің бір тербеліс үзақтығы- 
мсн төмендегі қатынас арқылы байланысатындығы бел- 
гілі:

(62.9)

Жиілік бірлігі үшін периоды 1 сек-ке тең тербеліс 
жиілігі алынады. Бүл бірлікті герц (гц) деп агайды. 
103 гц жиілік килогерц (кгц), 106 гц — мегагерц (мгц) 
деп аталады.

1 Механикалық системаныц күиі, еол системами күраПтым дене-
лсрдің жылдамдыгы мен координаталары лрқи. іы с т і а т т а л а т и н и п
ескертенік.
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(62.8) өрнсгіиен төмепдсгіиі алуға болады:
2к

шо — ~  ■ (62.10)
Сонымен, wo шамасы 2л секунд ішіндегі тербеліс са- 

пын береді. шо шамасын д ө ң г е л е к т і к немесе 
Ц  и к л д і к ж и і л і к дсп атайды. Ол одсттегі v жнілік- 
псн томсндегі қатыс арқылы байлапысады:

о)о =  2яү. (62.11)
(62.7) өрнегін уақыт бойынша дифференциалдап, 

жылдамдыққа арналған өрнекті аламыз:
v = x=  - a w 0sin(w0/ + a) =aw0cos (w0H - a +  —  J. (62.12)

(62.12) өрнегінен, жылдамдық та гармониялық зац
бойынша өзгеретіндігін әрі 
aw0 шамасына тен болатын- 
дығын көреміз. (62.7) және 
(62.12) өрнектерін салысты- 
рудьің жылдамдық ығысу- 
даи фазасы бойынша л/2 
шамасына озып кететіндігі 
шығады.

(62.12) өрнегін тағы да 
уақыт бойынша дифферен­
циалдап, үдеуге арналған 
өрнекті табамыз:

жылдамдық амплитудасы

+а

-Q
v

■ИгХІ

-и)а
w і

-----------

-uPq
Ю5-сурот.

z:j = х =  — a w  о cos ( w 0 / + a) =
2

= 01(0 о cos (соо̂  +  Ct + Jt) .
(62.13)

(62.13) өрнегінен үдеу 
мен ығысу қарама-қарсы 
фазада жататындығы көрі- 
неді. Мұның өзі ығысу ең 
үлкен оц мәніне жеткенде, үдеудің шама жағынан ец' 
үлкен теріс мәніне жететіндігін және керісінше бола- 
тындығыи көрсетеді.

Гб5-суреттс ығысу, жылдамдық және үдеуге арналғап 
графиктер келтірілген.

Әрбір нақты тербеліс а амплитуда мен бастапқы фа- 
занын белгілі бір мәні бойынша сипатталады. Берілгеи 
тербеліс үшін бұл шамалардың мәндері бастапқы шарт-
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тардан, яғнп х0 ауытқу және v0 уақыттыи бастапкы мс- 
зетіндегі жылдамдықтың мәндерінен анықталады. Шы- 
нында да, (62.7) және (62.12) өриектеріндегі / =  0 деп 
ұйғарып, екі тецдсу аламыз:

A'0 = a c o s a ,  v0= — ашо sin a,
осылардан төмепдегіні табамыз:

a — (62.14)

tga = ----— . (62.15)

a -пың — я-ден 4-я-ге дейінгі интервалда жатқаи екі 
моні (62.15) тсңдсуін қанағаттаидырады. Бұл мәндсрдси 
косинус пси спнустыц таңбасы дұрыс болатын монді алу 
керек.

§ 63. Гармошіялық тербелістіц знергиясы

Квазисерпімді күш консервативті күш болып сана- 
лады. Сондықтан гармонпялық тербелістің толық энер- 
гиясы тұрақты болып қалу керек. Жоғарыда айқында- 
ғанымыздай, тербеліс процесінде кинетикалық энергия- 
ныц потенциялық энергияға және керісінше түрленуі 
байқалады. Тепе-тецдік қалыптан ең үлкен ауытқу ме- 
зеттерінде Е толық энергия, өзінің Ертах ец үлкен мә- 
ніне жететін потенциялық энергиядан ғана тұрады:

E =  EpmJ l g ,  (63.1)

ал система тепе-теңдік қалып арқылы өткенде толық 
энергия осы мезетте өзінің ең үлкен Е kmax мәнінс. ие 
болатын кинетикалық энергиядан ғана түрады:

Ғ  — Ғ  —k шах
т °га а х та2ш2О (63.2)

(жоғарыда жылдамдық амплитудасы аш0 шамасына тец 
болатындығы көрсетілген) (62.5) өрнегі бойынша 
т ш 2 —k болатындықтан, (63.1) және (63.2) өрнектерінің 
бір-біріне тең екендігі оңай байқалады.

Гармоииялық тербелістің Е ,, кннетикалық және Ғ р 
потенциялық энергиялары уақыт бойыпша қалай өзге- 
ретінін айқындайық. Кинетикалық энергия [.v үшіи



(62.12) өрнегін қараныз] төмендсгі өрнек арқылы анық- 
талады:

тс& ш2
— — -  S i n 2 ( w , ^  4- a). (63.3)

Потенциялық энергия мына формуламеи өрнектеледі: 

Ер =  =  к- ү cos2 К,/ a). (63.4)
(63.3) және (63.4) өрнектерін (62.5) қатысын ескере 

отырып қоссақ, төмендегіні аламыз:
E ^ E k +  Ep =  k- £

немесе т а 2 о.;-; (63.5)

х

бұл (63.1) және (63.2) өрнек- -а 
терімен сәйкес келеді. Соны- 
мен гармониялық тербелістің 
толық энергиясы шынында да 
турақты болады екен.

Тригонометриядағы белгілі 
формулаларды пайдаланып, 
£*және Е р шамаларына ар- 
налған өрнектерді мына түрде 
жазуға болады:

Е к =  Е  sin2(a)0/ +  a) =

Е \ \ ------Г  C0S 2 ^  +  “4  (63.6)

\ 7 \ _ _ L

г _

А

м f К \f
V»

Г7V7
;  -  - -

Ж\l

-»► t

166-сурет.

Е р —  Е cos2 ( V  +  a) =  Е  |Ж- +  ~  cos 2 (w0/ +  a)J, (63, 7)

мұндағы ^-системаның толық энергиясы. (63.6) және
(63.7) формулаларынан Еһ және Е р шамалары 2со0 жиі- 
дікпен, яғни гармониялық тербеліс жиілігінеи 2 есе ар- 
тык жиілікпен өзгеретіндігі көрінеді.

166-сурет х, Ek , Ер шамаларының графиктері салыс- 
тырмалы түрде берілген.

Синустың квадраты мен косинустың квадраттарыпың
орташа мәні жартыға (-^--ге) тең екендігі белгілі. Де-
мек, £ лшамасының орташа мәні Ер шамасының орташа 
мәнімен сәйкес келеді және ол £/2-ге тең.
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§ 64. Гармониялық осциллятор

х  ~|- (ot‘’x ^ 0 ,  (64.1)
2мұндағы (оо — тұрақты оң шама [(62.6) формуласын қа- 

раңыз], тсцдеуімон сипатталатын система г а р м о н и я  
л ы қ  о с ц и л л я т о р  (немесс гармонпялық вибратор) 
деп аталады. (64.1) тсцдеуініц шешімі төмсндегідсй түр- 
де жазылатындығы бізғе бұрыннан белгілі:

х = а cos(o)0̂ 4-a) (64.2)
Демек, гармониялық осциллятор тепе-тецдік қалыптың 
мацыида гармониялық тербеліс жасайтын, система бо- 
лып табылады.

Өткен параг.рафта гармониялық тербелістер үшін 
алынғаи нәтижелер, гармониялық осциллятор үшін де 
дұрыс екендігі белгілі. Тағы да екі мәселені қосымша 
қарастырайық.

Гармониялық осциллятордың импульсын табайық.
(64.2) өрнегін уақыт бойынша дифференциалдап және 
алынған нәтижені осцнллятордың т массасына көбейтіп, 
төмендегіні аламыз:

р = тх = — macoo sin((i)0f +  a ) . (64.3)
Осциллятордың х ауытқуымен сипатталатын әрбір 

жағдайында импульстың кейбір р мәні болады. р шама- 
сын х шамасының функциясы ретінде табу үшін, (64.2) 
және (64.3) теңдеулерінен t уақытты шығару керек. Ол 
үшін аталган тецдеулерді мына түрде жазайық:

~  =  cos ( о +  a),

— — — — sin (to../ 4- a).

Бұл өрнектерді квадраттап және қосу арқылы мынаны 
аламыз:

и 0
167-суретте гармониялық осциллятордың р нмпуль- 

сының х ауытқуға тәуелдігініц графнгі кескінделген. р, х 
координата жазықтығын ф а з а л ы қ ж а з ы қ т ы қ 
деп, ал оған сәйкес келетін графикті ф а з а л ы қ т р а
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е к т о р и я деп атайды. (64.4) формуласымсн сэйкес 
гармониялық осциллятордың фазалық траекториясы 
жарты осьтері а жэне matоо болатын эллипс болып та- 
былады. Фазалық траекторияның әрбір нүктесі х ауыт- 
қуды және р импульсты, яғни уақыттың кейбір мезетін- 
дсгі осциллятордың күйін 
кескіндейді. Уақыт өткен 
сайын күйді кескіндейтін 
нүкте (қысқаша оны бейне- 
леуші нүкте деп атайды) 
фазалық траектория бойы- 
мен қозғала отырып, тербе- 
ліс периоды ішінде оны 
толық бір айналыгі шығады.
Бейнелеуші нүктенің қозға- 
лысы сағат тілінің қозғалы- 
сы бойынша бағытталатын- 
дығына оңай көз жеткізуге болады. Шынында да, анД + 
+  сс =  2лп (п — бүтін сан) болатын t' уақыт мезстін 
алайық. Бұл уақыт мезетіне х = а және р = 0 (167-сурет- 
тегі / нүктесін қараңыз) сәйкес келеді. Одан арғы уақыт 
мезеттерінде х кеми береді, ал р модулы бойынша үнемі 
өсіп отыратын теріс мәндер қабылдайды. Демек, бейне- 
леуші нүкте 167-суретте стрелкамен көрсетілген бағыт- 
та, яғни сағат тілінің қозғалысы бойынша қозғалады.

Эллипстің ауданын табайық. Ол эллипс жарты ось- 
терінің я-ге көбейтіндісіне тең екендігІ белғілі:

р

2г. тсРш-
S  —  ш т а ш 0 = --------1-2

(63.5) формуласы бойынша та2юо/2 осцилЛятордын то- 
лык энергиясы; 2я/оіо шамасы l/vo-ге тец, мұндағы v0— 
берілген осциллятор үшін тұрақты шама болып санала- 
тын осциллятордың меншікті жиілігі. Дсмек, эллнпстің 
ауданын мына түрде бере алады:

5  =

бүдап
E = v0S. (64.5)

Сонымен гармониялық осциллятордыц толық энер­
гиясы эллипстің ауданына пропорцпонал болады, әрі
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пропорционалдық коэффициент^ осциллятордың мен- 
шікті жиілігі атқарады.

Эллипстің ауданын ф pdx интегралы ретінде есептеу- 
ге болады. Сондықтан (64.5) формуласын мынадай түрге 
келтіруге болады:

Е — v0 (j) р dx.

Соңғы қатыс кванттық механиканың негізін жасауда 
үлкен роль атқарды.

Енді осциллятордың әр түрлі қалыпта байқалу ықти- 
малдығы жайлы мәселені қарастырайық. Осциллятор- 
дың жылдамдығы тепе-теңдік қалпынан өткен мезетте

ең үлкен мәніне жетеді. Те- 
пе-теңдік қалыптан ең үлкен 
ауытқыған мезетте жылдам- 
дық нольге айналады. Осы- 
дан осцилляторды өзінің 
шеткі қалыптарының бірін- 
де байқау ықтималдығы, 
оны тепе-теңдік қалпының 
маңынан байқау ықтимал- 
дығынан артык болады. Бұл 
жағдай ықтималдық тығыз-

d w 1дығы деп аталатын ша-
масыіі анықтайтын қисык 
сызық кескінделген 168-су- 
рет арқылы түсіндіріледі. 
Осциллятордыц берілген dx 

аралыгыпда болу dw ықтималдығын табу үшін, сәйкес 
жсрдегі қисық сызықтың ординатасын dx шамасына кө- 
бейту керек. Мәселен, 168-суреттегі штрихталған жолақ- 
тардың сан жағынан осциллятордың берілген dx инте- 
гралының шеғінде табылатын dw ықтималдығына тең 
болады. Ықтималдық тығыздығы қисықтығының астын- 
дағы бүкіл аудан осцпллятордыц —а-дан +а-ға дейінгі 
шектеріндегі орындарыпың бірінде болғандағы ықтпмал- 
дықты береді, демек, кез кслген ең анық оқиғаның ықтн- 
малдығы ретінде бірге тең болуға тиіс.

d w  1Бул қигық гызілқ-^— == ~ j y = = = = =  теқдеуімеи сипатталады.

du/
dx
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Гармопиялық осциллятордыц әр түрлі қалпы үшін 
квантгық механика бір-бірінен алшақ түрліше нәтиже 
беретінін атап өтейік.

§ 05. Системаның тепе-теңдік қалпыныц мацыидағы 
болымсыз тербелістері

Кез келген механпкалық спстемаиы қарастырайық, 
оның орны х арқылы белгіленетін бір шама бойынша 
бсрілуі мүмкін, бұл жағдайда системаның бір еркіндік 
дәрежесі бар делінеді. Системаныц орныи апықтайтын 
х шамасы кейбір жазықтықтан бастап ссептслетін бүрыш 
немесе берілген қисық сызықтыц бойымсн ссептелстін 
қашықтық, атап айтқанда, түзу, сызықтар т. б. .болуы 
мүмкін. Системанын потеициялық энергиясы бір айны- 
малы х-тің функциясы болады: ЕР=Е р (х). Санаудың 
басы х-ті, системаның тепе-теңдік қалпында х нольге тец 
болатындай етін аламыз. Опда Ер (х) функциясыпын 
х —0 болғанда минимумы болады. Е0(х) фупкцнясып 
х-тіц дәрежесі бойынша қатарға жіктейміз, сопымен ка­
тар х-тің жоғарғы дәрежелерін ескермеуге болатындай 
әлсіз тербелістерді қарастырумеп шектелмекпіз. Макле- 
рон формуласы бойынша

ЕР (х) =  Ер (0) 4 Е'р (0) х -!- ~  Е"р (0) х 1

(х аз болғандықтап қалған х мүшслерін сскермсйміз) 
х =  0 болғанда Ер (х) функциясыныц минимумы бола-f ' п

тындықтан да Ер (0) нольге тең, ал Е,, (0) оц. Мынадай
Гг

белгілеу енгізейік: Ер (0)=Ь, Ер (0) —к (/?>()). Сонда

Ер (х) =  b + - ү  кх2 ( 6 5 . 1 )

(65.1) өрнегі квазисерпімді күш эсер стстіп (b кон- 
стантасын нольге тең деугс болады) спстсмапың нотсм- 
цнялық энергиясыиа арналгап (62.3) өрнсгімен бірдей.

(28.5) қатысын пайдалапыи, системага эсер ететін 
күшті табуға болады:

/  =  / ,
^ 4

( ) х — — кх.
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Сонымен тепе-теңдік қалыптан болымсыз ауытқу ке- 
зіндсгі потенциялық энергия ығысудың квадраттық функ- 
циясы, ал системаға эсер ететіп күш квазисерпімді 
күштің түріндей болады. Демек, теие-тендік қалыптан 
болымсыз ауытқу кезінде, кез келген механикалық си­
стема гармониялық тербеліске жақын тербеліс жасайды.

§ Об. Математикалық маятник

Математикалық маятник деп салмақсыз және созыл- 
майтып жіпке ілінген, массасы бір нүктеге жинақталған 

идеалданған системаны айтады. Үзын жі- 
ңішке жіпке ілінген шағын ауыр шарик едә- 
уір дәрежеде математикалық маятникке 
жақындайды.

Маятниктің тепе-теңдік қалыптан ауыт- 
қуын жіптіц вертикальмен жасаған бұрышы 
арқылы сипаттаймыз (169-сурет) Маятник 
тепе-теңдік қалыптан ауытқыған кезде ша- 
ма жағынан mgl sin ф-ге тең ( т  — маятник- 
тің массасы, ал / — оның ұзындығы) айнал- 
дырушы мезет пайда болады. Ол маятникті 

7,79 тепе-теңдік қалпына келтіруге тырысатын-
169-сурот. дай болып бағытталады және бұл жағынап 

квазисерпімді күшке ұқсас. Сондықтан ығы- 
су мен квазисерпімді күш тәрізді М момепті мен бурыш- 
тық ығысуына қарама-қарсы таңба жазу керек1 Демек, 
айналмалы моментке арналған өрнек мына түрде 
жазылады:

M = —mgl sin ф. (66.1)
Маятник үшін айналмалы қозғалыс динамнкасыныц 

формуласын жазамыз. Бұрыштық үдеуді ф арқңлы бел- 
гілеп және маятииктің инерция моменті ml2 шамасына 
тец скендігін ескере отырып, мынаны аламыз:

ml2 ф= — mgl sin ф.

1 <| шамасым оц винт ережесінің Пурылу бағытымеп байланысгы 
вектор ретінде (бұл ср аз болғапда мүмкін) қарастыра отирып, М 
мен ф тацбаларынын қарама-қарсы болуын, Л\ мен «р векторлары- 
ның қарама-қарсы багытталуы боііынша түсіндір\ге болады (169-
сурет).
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Соцгы тецдсуді мына түрге келтіруге болады:

© Н— j -  sin © — 0. (66.2)

Әлсіз тербелістсрді қарастырумсн шектелеміз. Бұл 
жағдайда БІПф — ф деп үйғаруға болады. Соііымеп бірғе

X  =  (66.3)

белгілеуін енгізе отырып, біз төмендегі тецдеугс келеміз:
Ф + са^ф^О, (66.4)

бул пружпнаға ілінген шарикке ариалғап (62.6) тецдеуі- 
пе ұқсас тецдеу. Оның шешімі

Ф  = а cos(co0/ + a) (66.5)
түрінде жазыладьі.

Демек, әлсіз тербеліс кезіндегі математикалық маят- 
никтің бұрыштық ауытқуы гармониялық заң бойынша 
өзгереді.

(66.3) өрнегінен байқалғандай, математикалык маят- 
никтің тербеліс жиілігі маятниктің ұзындығы мен ауыр- 
лық үдеуіне ғана байланысты болады, ал маятник мас- 
сасына тәуелді болмайды. (66.3) формуласын ескеріп
(62.8) формуласы бойынша математикалык. маятішктің 
мектеп курсынан белгілі өрнегі алынады:

Г = 2 т г ] / - j -  (66.6)

(66.2) тецдеуін шешіп, тербеліс периодына арналган 
тәмендегі формуланы алуға болатынын ескертеііік:

г = 2 . ; ] / і { н
мұндағы а — тербеліс амплитудасы, яғни маятник тспе- 
теңдік қалыптан дуытқитын ең үлкен бұрыш.

ч

§ 67. Фнзикалық маятник

Физнкалық маятник деп онын инерция центріне дәл 
келмейтіп қозгалмайтын нүктс мацында торбеліс жасай 
алатыи қатты денеиі аіітады. Тепс-тсидік қалпында ма- 
ятниктің инерция центрі С маятник іліну О нүктесінін



астында, онымеп бір ізсртнкальдыц- бойында болады 
(170-еурет) Маятник тепе-теңдік қалиынан ср бұрышқа 
ауытқығанда, оны тене-теңдік қалпына қайтаруға тыры- 
сатын айналдырушы мезет пайда болады. Бұл мезет мы- 
нагаи тец

М= — mgl sin ф, (67.1)
мупдагы т — маятппктіц массасы, ал / — маятниктіц ілі- 
пу нүктееі мен инерция центрі арасыпдагы қашықтық. 
«—» тацбасы (66.1) формуласьшдағы мағынаны береді.

Маятниктің іліну нүктесі арқылы 
өтетін осіне қатысты инерция моментін 
/ әрнімен белгілеп, былай жазуға бо­
лады:

/ф= — mgl sin rp. (67.2) 
Әлсіз тербелістер жағдайында

(67.2) бізге бұрыннан белгілі тецдеуге 
айналады:

Ф +  ыпср = 0. (67.3)
Бұл жагдайда cod арқылы төменде- 

ғі шама белгілепгсн:
m gl

I 70 -сурет .

(67.3) және

Ш- — (67 4)

паи болымсыз
(67.4) тецдеулерінен тепе-тсцдік қалпы- 
ауытқыған кезде физикалық маятник 

массасына, айналу осіне және айналу оеі меп маятниктіц 
инерция центрі арасындағы қашықтыққа қатысты маят- 
никтіц инерция моментіне тәуелді болатын гармоииялық 
тербеліс жасайтындығы байқалады. (67.4) тецдеуіне 
сәйкес физикалық маятниктің тербеліс периоды төмен- 
дегі өрнекпен анықталады:

Т =  2тг
(G6.6) және (67.5) өрнектерін

(67.5)I
m g l'

салыстырудан у сындығы

м<ел ml
(67.6)

болатын математикалық маятниктіц берілген фпзнкалық 
маятниктің тсрбсліс перподындай периоды болады.
(07.6) шамасын с|)іппкалық маятннктіц к с л т і р і л ғ е н 
у з ы н д ы г ы  деп лтайды. Оонымои физпкалық маят- 
пиктіц келтірілген узындығы - тербеліс периоды беріл-



ген фнзикалық маятннкпен бірдеіі болып келстін мате- 
матикалық маятниктің ұзындығы.

Айналу осінен келтірілген ұзындыққа тең қашықтык- 
та жатқан іліну нүктесін инерция центрімен қосатын тү- 
зудегі нүкте фпзикалық маятннктің т е ң с е л у ц е н т р і 
деп аталады (170-суреттегі 0 '  нүктесінен қараңыз)

Штейнер теоремасы бойынша маятниктіц инерция мо- 
ментін мына түрдс жазуға болады:

І = І0 + т12, (67.7)
мұндағы / 0 — айналу осіне параллель және маятниктің 
инерция центрі арқылы өтетін оське қатысты инерция 
моменті. (67.7) өрнсгін (67.6) формуласына қойып, мы- 
наны аламыз:

U  =  + (67.8)
(67.8) формуласынан келтірілген ұзындық орқашанда 
I-ден үлкен екендігі байқалады. Сондықтан іліну нүктесі 
мен тецселу центрі инерция центрінің әр жағында жа­
та ды.

Маятникті О' теңсслу центріне сай келетін пүктеге 
ілейік. (67.8) бонынша келтірілген ұзындық бұл жағдай- 
да мынағаи тең:

4,„ =  ^ + Д  '  (67-9)
мұндағы I' — маятниктің бастапқы теңселу центрі мен 
инерция центрі арасындағы қашықтық. /' = / кел —I екен- 
дігін ескеріп, (67.9) өрнегін былай жазуға болады:

7 к е л  = „  ( / к с л - Т )  +  / к е л - / = ^ к е л  +  - ( / ^ ™ - 7 5 - [ ( / о  +  тР)  - Ш ІІКЫ\.

Квадрат жақша тұрған өрнек нольге тең. Шынында, 
І0 + т12 алғашқы айналу осіне қатысты инерция моменті;
(67.6) бойынша т / / кел өрнегі де осы шамаға тең. Сөйтіп, 
маятникті тербелу центріне ауыстырып ілгенде келтіріл- 
ген үзындық, сондай-ақ тербеліс периоды да бастапқы 
күйінде қалады. Демек, іліну нүктесі мен тербелу центрі- 
піц қайтымдылық қасиеті бар. Іліну нүктесін тербелу 
центріне ауыстырғанда бұрынғы іліну нүктесі жаңа тер­
белу цептрі болады.

Ауырлық күшініц үдеуін аудармалы маятник дсп ата- 
латын маятннктіц көмегімен анықтау біз тагайындагап 
қайтымдылық қасиетіне нсгізделген. Аудармалы маят-
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ник деп ұштарының мацында алма-кезек асып қоюға 
арналған бір-бірінё параллель екі тірек призмасы бар 
маятнпкті айтады. Маятниктің бойына ауыр жүкті бе- 
кітіп қоюға және оны қозғалтуға болады. Жүкті орын 
ауыстыру арқылы кез келген призманың біріне ілінген 
маятниктің тербеліс периодын бірдей етіп алуға болады. 
Онда призмалардың тірек қырлары арасындағы қашық- 
тық / кел -ге тең болады. Маятниктің тербеліс иериодын 
өлшеп және /кел -ДІ біле отырып,

Г = 2 х ] / ^ ’
' g

формуласы бойынша ауырлық күшініц үдеуін табуға бо­
лады.

§ 68. Гармоииялық тербелістерді графиктік кескіндеу.
Пекторлмқ диаграмма

Тербелістерді жазықтықтағы векторлар түрінде гра- 
фиктік кескіндеу, кейбір мәселелерді шешуді оның ішін- 
де, бағыттары бір бірнеше тербелісті қосуды едәуір же-

ңілдетеді және көрнекі етіп көр- 
сетеді. Осы тәсілмен алынған 
схема векторлық диаграмма деп 
аталады.

х әрпімен белгіленген осьті 
алайық (171-сурет). Осьтің бойы- 
нан алынған О нүктесінен осьпен 
а бұрыш жасайтын үзындығы а 
векторын саламыз. Егер бұл век- 

торды wo бүрыштық жылдамдықпен айнальтсқа келтірсек, 
онда вектор ұшының проекциясы х осі бойынша —а-дан 
+ а-ға дейінгі аралықта қозғалады, әрі бүл проекцияныц 
координатасы уақыт бойынша мына заңмен өзгереді:

х = а  cos(co0/ +  a).
Демек, вектор ұшының осьтегі проекциясы амплитуда- 

сы вектордыц ұзындығына тең, дөңгелектік жиілігі 
вектордың айналуының бүрышгық жылдамдығына тең 
және бастапқы фазасы вектордыц осьпен уақыттыц ал 
ғашқы мезетінде жасаіан бұрышына тец гармоннмлық 
тербеліс жасайды.

171-сурег.
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Бул айтылғандардан гармониялық тербелісті ұзын- 
дығы тсрбсліс амплитудасына тең, ал вектордың багыты 
х оеімен тербелістіц бастапқы фазасына тец бұрыш жа- 
сайтындаіі вектор арқылы беруге болатыны көрінеді.

§ 09. ІЗагыттары бірдей тербелістерді қосу

Деие бір мезгілде бір бағытта немесе әр түрлі бағыт- 
та өтетін бірнеше тербеліске қатысатын жағдайлар да 
кездеседі. Егер, мысалы, рес- 
сорлар үстінде теңселіп тұрған 
вагонның төбесіне пружинаға 
бекітілген шарикті іліп қойсақ, 
онда шариктің Жер бетімен 
салыстырғандагы қозғалысы 
вагонның Жермен галыстыр- 
ғандағы тербелісінен және ша- 
риктіц вагонмен салыстырған- 
дағы тербелісінен тұрады.

Багыттары және жиілікте- 
рі бірдей екі гармониялық тер- 
белісті қосуды қарастырайық.
Тербеліп тұрған дененің х 
ығысуы

Х\ — а\ cos (ml + &\), ) (69 1)
~  ̂ 2COS +  СС2) j

түрінде жазылатып Хі және Х2 ығысулардыц қосындысы- 
на тең:

Екі тербелісті де аі және а2 векторы арқылы берейік 
(172-сурет). Векторларды қосу ережесі бойынша а қо- 
рытқы векторды салайық. Бүл вектордын х осіндегі про- 
екциясы қосылғыш векторлар проекциясының қосынды- 
сына тең екендігінЪцай байқауға болады:

а

X  =  X t + Х 2.

Демек, а векторы қорытқы тербелісті береді. Бүл век­
тор й| және аг векторлары сияқты о)о бүрыштык жыл- 
дамдықпен айналады, сондықтан да қорытқы қозғалыс 
жиілігі о)0 амплитудасы а және бастапкы фазасы a rap-
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мониялық тербеліс болады. Салудан төмендегі байка- 
лады:

а2 = аі + а  2—2аіаг cos[jt—(аг —аі) ] 
= а]-[-а2 +2аі<72 cos(ct2 —«і)>

tga a ,  s i l l  at! j a., s i n a 2

;OS « j  •- « 2  c o s  a 2

(69.2)

(69.3)

Сонымен, гармониялық тербелісті вектор аркылы беру 
бірнеше тербелісті қосуды векторларды' косу амалына 
келтіруге мүмкіндік береді. Бұл әдіс, әсіресе, оптикада 
жарык тербелістерін толкын фронтының әр түрлі учас- 
кесінеи берілгеи нүктеге келетін көптеген тербелістердің 
кабаттасуы ретіиде апыкталатып жагдайда пайдалы.

(69.2) жоне (69.3) формулаларыи, (69.1) өрнектеріп 
қосып жәнс тригоиомстриялык түрлепдірулер қолданып 
та алуға болады. Бірак бұл формулаларды алудағы біз 
колданған тәсіл карапайымдылығымен әрі көрнекілігі- 
мен көзге түседі.

Амплитуданы табуға арналған (69.2) өрнегіне ана­
лиз жасайык. Егер екі тербелістің a 2 — «і фазалар айыр- 
масы нольге тең болса, онда корыткы тербелістің амплн- 
тудасы а\ және а2 шамаларының косындысына тең. Егер 
а 2 — ссі шамасы -f я немесе —я-ге тең болса, яғни екі тер- 
беліс те карама-қарсы фазада болса, онда қорытқы тер- 
белістің амплитудасы \сі\— а2\ шамасына тең.

Егер Х[ және х2 тербеліс жиіліктері бірдей болмаса, 
онда аі және а2 векторлары әр түрлі жылдамдыкпен ай- 
налады. Бұл жағдайда қорыткы вектор а шама жағынам 
толықсып, тұрақсыз жылдамдыкпен айналады. Демек. 
бүл жағдайда қорытқы козғалысты гармониялык тербе- 
ліс емес баска бір күрделі тербелмелі процесс аткарады.

§ 70. Согу

Қосылатын екі тербелістіц жиілігі бір-бірінеп аздап 
өзғешелеу болатын жагдайға ерекше мән беріледі. Біз 
төменде көрсететініміздей бүл жағдайда корыткы коз- 
галысты амплитудасы толыксымалы гармоннялық тсрбе- 
ліс ретінде карастыруіа болады. ДАұндай тербеліс с о ғ у  
деп аталады.
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Тербелістердің біреуінің жиілігін м әрпімен, екінші 
тербслістін жмілігін cd +  До) аркылы бслгілейік. Шарт 
бойыиша Aw-Coj. Екі торбелістің амплитудасы бірдей 
және а  шамасына тец деп алайық. Тербелістердің жиілігі 
аз да болса өзгешелеу болғандйіқтан, уақыт есебінің 
басын, екі тербслістіц де бастагіқы фазасы полые тсң 
болатындай стіп алуга болады. Іс жүзіндс, бұл жагдай

екі тербелістегі ығысу да бірдеи өзінің сң үлТсен оң мо- 
ніне кслгепше күте түрып, осы мезеттс «секундометрді 
қосу» керек екендігін білдіреді. Онда скі тербелістің 
тскдеуі дс мына түрде ж азы лады:

Х\ =  а cos о) i ,  
х2 = а cos(cl> + A(d) t.

Бүл скі өрнекті қосып әрі косниустардың қосындысы- 
на арналған трнгономстриялық формуланы қолданып, 
төмендегіні аламыз:

х  — х х~\- х-, =  ^2acos ■—  t j cos i*>t (70.1)

(екіпші көбейткіштегі Дсо/2 мүшені to шамасымсн салыс- 
тырғамда ескермеуге болады).

(70.1) функциясының графигі 173, а-суретте кескін-
делгеп. График =10 үшін салынған. Шыпдығыпда
бұл қатынас аса үлкен болуға тиісті.

(70.1) формуласындағы жақшаға алынган мүше екін- 
ші көбейткішке қарағанда баяу өзгереді. Дш<Сы шарты 
бойышпа, cos (о/ көбейткіші бірнеше толық тербеліс жа-

241



cosy

сағанша, жақшада тұрған көбейткіш елеулі өзгеріске 
ұшырамайды. Бұл жағдай (70.1) тербелісін жиілігі о>, 
амплитудасы кейбір периодтық зацмсп өзгеретіп гармо- 
ниялық тербеліс ретінде қарастыруға негіз болады. Жақ-

шада тұрған көбейткіш 
—2а-дан +  2а-ға дейінгі ара- 
лықта өзгеретіндіктен, ал 
анықтама бойынша ампли­
туда оц шама болғандық- 
тан, жақшадағы көбейткіш 
бұл заңның өрнегі бола ал- 
майды. Амплитуданың гра­
фит! 173, б-суретте көрсетіл- 
ген. Амплитуданың анали- 
тпкалық өрнсгі төмендсгідей 
болатыпдығы анық:

Д(0 
~2~

(70.2)

Г0

<0 амплитуда = 2acos

(70.2) функциясы — жиілігі модуль таңбасының ас- 
тындағы косинус пен оның модулының графиктері са- 
лыстырмалы түрде берілген (174-суретті қараңыз) өр- 
нектің жиілігінен 2 есе артық, яғни жиілігі До болатын 
периодты функция. Сонымен, амплитуда толықсуыныц 
жиілігі — оны соғу жиілігі деп атайды — қосылатын тер- 
белістер жиілігініқ айырмасына тең.

2a cos t көбейткіші амплитуданы ғана анықта-
майды, сондай-ақ, тербеліс фазасына да ықгіал жасай- 
ды. Бұл ж'ағдай, мысалы, амплитуданың көршілес мак- 
симумдарына сәйкес келетін ауытқулардың қарама-қар- 
сы танбада болуынан байқалады [173, а-суреттегі 
және М2 нүктелерін қараңыз].

§ 71. Өз ара перпендикуляр тербелістерді қосу

Екі еркіндік дорежесі бар системаны, яғни орнын бол- 
гілеу үшін екі шама қажет болатын системани қарасты- 
райык. Бүған шарик пен пружина бір жазықтықта маят­
ник тәрізді тербеліс жасайтындай етіп, бір үшь; ша’рпир- 
ге бекітілген жеціл үзын пружинаға ілінген ауыр шарик
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осығап мысал бола алады. Пружина осінің .вертикаль­
ней жасайтын ср бұрышын және шарнир осінен шарик 
центріне дейінгі I қашықтықты бере отырып шариктің 
қалпын (орнын) анықтауға болады. Шариктің екі тербе- 
ліске: біріншіден, <р бұрышы өзгеретін тербеліске, екін- 
шіден, / қашықтығы өзгеретін тербеліске қатысуы мүм- 
кін. Бірінші тербелістің жиілігі пружинаның / ұзындығы 
және ауырлық күшінің g үдеуімең, 
екінші тербелістің жиілігі пружина- 
ның R серпімділік коэффициенті жә- 
не шариктің т массасымен анық- 
талады. Егер екі тербелісті бірден 
қоздырсақ, онда шарик, жалпы айт- 
қанда, формасы екі тербелістің жиі- 
лігі мен бастапқы фазасына тәуелді 
болатын кейбір күрделі траектория- 
мен қозғалады (175-сурет)

Екінші мысалға ұзын жіңішке 
жіпке ілінген ауыр шарикті (мате- 
матикалық маятникті) қарасты- 
райық1 Бұл шарик бір-біріне пер­
пендикуляр бағытта екі тербеліс
жасай алады, сонымен қатар екі тербелістің жиілігі бір- 
біріне дәл келеді (екі жиілік те маятниктің I ұзындығы 
мен g ауырлық күшінің үдеуі арқылы анықталады). Бұл 
жағдайда, жалпы айтқанда, шарик формасы екі тербе- 
лістің фазалар айырмасына тәуелді болатын кейбір қи- 
сық траекториясының бойымен қозғалады.

х және у координата осьтерінің бойымен бірдей со 
жиілікпен тербелетін өз ара перпендикуляр екі тербеліс- 
ті қосуға көшейік. Уақыт есебінің басын бірінші тербе- 
лістің бастапқы фазасы нольге тең болатындай етіп таң- 
дап алайық. Онда тербеліс теңдеуі былай жазылады:

175-сурет.

х = а cos со/, 
y = b cos (сoZ +  a); (71.1)

мұндағы a  — екі тербелістің фазалар айырмасы.
(71.1) өрнегі, екі тербеліске бірдей қатысушы дене 

қозғалатын трэекторияның теңдеуін параметрлік түрде
1 66-параграфта мұндай маятник берілген жазықтықта тербеліс 

жасаитындықтан, оны бір еркіндік дәрелсесі бар система ретіііде ка- 
растыруға болады деп уйғарғанбыз.
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береді. Траектория тсцдеуіп одеттегідей түрде беру үшіп
(71.1) теңдеуінен параметрін шығару керек. Бірінші тең- 
деудеи мынаны алуға болады:

cos я»/ =  — (71.2)

Олай болса,

s i n ^ = ] / l - g -  (71.3)

Енді cos at және sin cot шамаллрының (71.2) және
(71.3) өрнектеріндсгі мәндерін орнына қойып, (71.1) тең- 
дсуінің екіншісінен қосындының косинусына арналған 
формула бойынша косинусты ашып жазайық. Осының 
нәтпжесінде мынаны аламыз:

у х • 'I / і х1
b a  ) a~

Онша күрделі емес түрлендірулерден кейін соңғы теңдеу- 
ді мына түрге келтіруге болады:

5 " + " 6 ' ~ ^ F c o s a ^ sin2a- (71-4)

Аналитикалық ғеометриядан (71.4) тспдеуі, осьтері х 
және у координата осьтеріне қатысты багыты қалауы- 
мызша алынған эллипс теңдеуі екендігі белгілі. Эллипс- 
тің бағдарлануы мен оныц жарты осьтерінің шамасы өте 
күрделі түрде а және b амплитудалар мен фазалар айыр- 
масына тәуелді болады.

Кейбір жеке жағдайлардағы траектория формасын 
зерттейік.

1. Фазалар айырмас-ы нольге тең. Бұл жағдайда
(71.4) теңдеуі мынадай түр қабылдайды:

бұдан түзудіц теидеуі шыгады:

у =  4 - * .  (71.5)

Тсрбеліп тұрған нүкте осы түнүдіц бойымеи орын 
ауыстырады, орі оиыц координата басынан қаіныктыіы 

ү  х2 + у2 шамасына тең. Бүған л- жоне у үшін (71.1)
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өрнегш қойып және а = 0 екендігін сскеріп, г щамасы- 
НЫҢ уақыт бойынша өзгеру зацын аламыз:

г =  Усі~ Ь2 COS со/. (71 .6)

(71.6) өрнегінен қорытқы қозғалыс (71.5) түзуі бойымен
со жиілікпен және У  аг + Ь2 
мсн тербслстін гармоішялық 
( 176-сурет).

3'
а

а
176-сурет.

шамасына тсң амплитуда- 
тсрбсліс екендігі шыгады

У

177-сурет.

2. а фазалар айырмасы ±л-ге тең. (71.4) тендеуі мы- 
на түрде жазылады:

бұдаи қорытқы қозғалыс

түзуінің бойымен тербелетін гармониялық тербеліс екеи- 
дігі шығады П77-сурет).

3. а =  ±л/2  болғанда (71.4) теңдеуі

(71.7)

тсцдеуіпо, яғни координата осьтеріне келтірілген эллипс 
тендеуіне айналады, әрі эллипстің жарты осі тербеліс 
амплитудаларына тец. а және b амплитудалар тең бол- 
ғанда шеңберге айналады.

а = + я /2  және а = —я/2 жағдайлары эллипс немесе 
шсцбср бойымен бағытталған қозғалыстыц - бағыты ар- 
қылы ажыратылады. Егер а = + л / 2  болса, (71.1) гсң- 
деуін былай жазуға болады:

х = а cos со/,
у= —b sin со/. (71 .8)
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/ =  0 мезстте дене / нүктеде болады (178-сурет) Одам 
арғы уақыт мезеттерінде х координатасы кемиді, ал у 
координатасы теріс болады. Олай болса, қозғалыс сағат 
тілі бойынша багытталады.

а — — л/2 болғанда тербеліс теңдеуі мына түрде қоз- 
ғалады:

х = а cos со t, 
y = b sin со/.

(71.9)

Осыдан қозғалыс сағат тіліне қарсы бағытта өтеді 
деп қорытынды жасауға болады.

Осы айтылғандардан радиусы 
У R шеңбер бойындағы со бұрыш-

тық жылдамдығы бар бір қалып- 
ты қозғалысты өз ара перпенди­
куляр екі тербелістің қосындысы 
ретінде көрсетуге болады екен:

a

*  /V1 0 J
а =  +

-  х
x = R cos со/, 
y=  ± R  sin со/

(71.10)

(y-ке арналған өрнектегі « +  » 
178-сурет. таңбасы сағат тіліне. қарсы қоз- 

ғалысқа, «—» таңбасы сағат тілі 
бойынша өтетін қозғалысқа сәйкес келеді).

Қорытындыда өз ара перпендикуляр тербелістердіц 
жиілігі өте аз Асо шамаға ғана ажыратылған жағдайда 
оларды жиіліктері бірдей, бірақ фазалар айырмасы баяу 
өзгеретін тербеліс ретінде қарастыруға болатынын атап 
өтейік. Шынында да, тербеліс теңдеуін төмендегідей түр- 
де беруге болады:

х = а cos со/,
у = b cos [со/-f (Асо/ -f- a) ],

және Aco/ + a  өрнегін уақыт бойынша сызықтық займем 
баяу өзгеретін фазалар айырмасы ретіндс қарастыруға 
болады.

Қорытқы козғалыс бүл жағдайда фазалар айырмасы- 
ііыц — л-дем -f л-гс дсйінгі мәндеріме сай келетін форма- 
мы біртімдеп кабылдайтым, баяу өзгеретін қисық сызық 
бойымсм өтеді.
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§ 72. Л иссажу фнгураларм

Егер өз ара перпендикуляр тербелістердің жиіліктері 
бірдей болмаса, онда қорытқы қозғалыстың траектория- 
еы Лиссажу фигуралары деп аталатын өте күрделі қи-

сық сызық түрінде болады. 179-суретте жиіліктер қаты- 
насы 1 : 2 және фазалар айырмаеы я/2 болғанда алынған 
қарапайым траектория- 
лардың бірі көрсетілген.
Тербеліс теңдеулері мына 
түрде жазылады:

х = а cos to/, 
у — Ь cos (2ш/ -f- ~

Нүкте х осі бойымен бір 
шектік жағдайдан екінші 
жағдайға орын ауысты- 
рып үлгіргенше у осі бо­
йымен нольдік қалыпта 
шыға отырып, бір шектік 
жағдайға, сонан соң, екін- 
шісінс келіп және ноль- 
дік жағдайға жетіп үл- 
гіреді.

Жиіліктері 1 : 2 қаты- 
насындай және фазалар айырмасы нольге тең болғанда 
траектория бойымен қозғалған нүкте бір үшына барып, 
қайта қайтатын қисық сызыққа айналады (180-сурет).

Тербеліс жиіліктерінің қатынасын өрнектейтін pa-
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ционал бөлшек неғұрлым бірге жақындағаи сайын, со- 
ғұрлым Лиссажу фигуралары да күрделене берсді. 
181-суретте мысал үшін жиіліктер қатынасы 3 : 4  және 
фазалар айырмасы л/2 болатын қисық сызық көрсе- 
тілген.

§ 73. Өшетін тербелістер
Гармониялық тербеліс кезінде, бір тсрбеліп тұрган 

нүкте тек квазисерпімді күштің гана әеерінде болады 
деп есептедік. Кез келген реал (нақты) тербелмелі снс- 
темада, әрқашанда системаның энергиясын төмендете- 
тін, кедергі күші болады. Егер энергияньтң кемуі сыртқы 
күштің жұмысы есебінен толықтырылып отырмаса, онда 
тербеліс өшеді.

Еркін (исмесе мепшікті) өшетіи тсрбелістерді карас- 
тырайык. Тербеліс еркін болғандықтан да сыртқы күіп 
тепе-теңдік қалпынан шығарған немесе сыртқы күш есе- 
бінен алғашқы түрткі алған система, одан әрі қарай 
өзімен-өзі болады да тек қана квазисерпімді күш пен 
ортаның кедергі күшінің әсерінде тұрады. Элсіз тербеліс- 
терді қарастырумен шектелейік. Онда системаның жыл- 
дамдығы да аз болады, ал онша үлкен емес жылдамдық- 
тарда кедергі күші жылдамдықтың шамасына пропор- 
ционал болады:

f r — —r v — —rx, (73.1)
мұндағы г — кедергі коэффициент! деп аталатын түрақ- 
ты шама. «—» тацбасы f г жэие v шамаларыныц бағыт- 
тары қарама-қарсы болуына байланысты алынган.

Тербеліп түрған денете арналған Ньютонның екінші 
заңын жазалық:

тх = — kx — rx.
Оны төмендегідей етін қайта жазайық:

х +  2 +  u) q д' — 0
мүнда мынадай белгілеулер еигізілгеп:

(73.2)

2 р =  — ,1 т ’ (73.3)
о к

=  ІІГ- (73,1)
о)о ортаның кедергісі болмағанда, яғни г 

система жасайтын еркіи тербелістіц жпілігі
— 0 болганда 
ексндігіи ос-
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кертейік. Бұл жиілікті система тербелісінің м с н ш і к т і 
ж и і л і г і деп атайды.

Гармонияльж, осциллятор жағдайында а амплитуда- 
сы арқылы анықталатын тербеліс құлашы тұрақты бо- 
лып қалады. Орта кедергісінің болуы тербеліс құлашы- 
иың кемуіне әкбліп соғады. Сондықтан (73.2) теңдеуінің 
шешімін мынадай түрде іздейік:

x =  a(/)cos(o)/-f а), (73.5)
мұндағы a( t )— кейбір уақыт функциясы.

(73.5) өрнегін / бойынша дифференциалдап, х және х 
шамалар’ын табамыз:

х = а cos (ы/-fa) — aco sin (co/ +  a ) ,
x = a cos (со/-fa) — 2ам sin (м/-fa) —

— aw2 cos (со/- f a ) .
Бұл өрнектерді (73.2) тецдсуіне қойып, аса күрделі 

емес түрлендірулерден кейін мынадай қатыстарға ке- 
леміз:

[a-f 2pa-f (coo — со2) a] cos (со/-f a) —
— 2co [a + pa] sin (со/-fa) =0.

Біздің алған теңдеуіміз / шамасының кез келген мәнін 
қанағаттандыру үшін, cos (со/ +  a) және sin((o/ +  a) бол- 
ранда коэффициенттердің нольге тең болуы қажет Осы- 
лайша біз екі теңдеуге келіп тірелеміз:

a +  pa =  0, (73.6)
a +  2pa+ (wo-oo2)a = 0. (73.7)-

(73.6) тсңдеуді мына түрдс жазуға болады:

%  =  -Р&. бұдан ~  =  - р d t .

Соңғы теңдеуді интегралдау мынаны береді: In a — — p/-f 
- f ln a 0, мұндағы In a0 арқылы интегралдау тұрақтысы 
белгіленген. Ақырында, табылған қатысты потенцирлеу 
арқылы, a(t) үшін мынадай өрнекті аламыз:

а =  а0е-Р‘ (73.8)
а = — pa және a =  p2a болатындығын оңай байқауға 

болады. Осы мәндерді (73.7) теңдеуіне қою мына қатыс- 
қа келтіреді:

p2a — 2р2а +  (соо — со2) а = О,
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бұдан нольге тең емес а көбейткішке қысқартудан соц 
(о2-нын мәыі алынады:

(02 =  w ? - p 2. (73.9)

(оо > Р 2 шарты орындалғанда шамасы заттық және
(73.2) дифференциалдық теңдеуінің шешімін (73.5) тү- 
рінде беруге болады. Соиымен өшу онша үлкен болма- 
ғаида (р<со0 болғанда), тербеліс мына функция арқылы 
сипатталады:

х = а0е - [У cos (со/-f а) .  (73.10)

Бұл функцияның графигі 182-суретте берілген. Пунк- 
тирлік сызықпен тербсліп тұрған нүктенің х ығысуы

болатын шекара көрсе- 
тілген.

(73.10) функциясы- 
ның түріне сәйкес сис- 
теманың қозғалысын 
жиілігі (о амплитудасы
(73.8) заңы бойынша 
өзгерстін гармониялық 
тербсліс рстіпде қарас- 
тыруға болады. 182-су- 
реттегі пунктирлік қи- 
сық сызықтың жоғар- 
ғысы a(t) функциясы- 

ның графнгін оереді, әрі а0 шамасы уақыттыц бастапқы
мезетіндегі амплитуданы береді. х0 бастапқы ығысу, а0 
шамасынан басқа, бастапқы фазаға да тәуелді болады: 
A'o = flo*cosa (182-сурет).

Тербелістің өшу жылдамдығы ө ш у  к о э ф ф н ц и  
е н т і  деп аталатын fi =  r/2m шамасымен анықталады. 
Амплитуда е есе кемитіи уақытты табайық. Анықтама 
бойынша =е~1, осыдан рт=1. Демек, өшу коэффи­
циент! амплитуда с есе шамасына кемитін уақыт аралы- 
гына шама жағынан кері болады.

(73.9) формуласы бойынша өшетіи тербелістіц перио­
ды мынаған тец:

X

Т =
2 я

У — Г32
(73.11)
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Орта кедергісі онша үлкем болмаған кезде (р2«С(о5) 
тербеліе периоды іс жүзінде 710 =  2я/о)о шамасына теи. 
Өшу коэффициенті өскен сайыи тербёліс периоды ар- 
тады.

Осыдан кейінгі әйтеуір бір бағытқа ең үлкен ауыт- 
қулар (мысалы, 182-суреттегі'а', а", а'", және т. б.) гео- 
мстрпялық прогрессия түзеді. Шынында да, егср а' = 
— айе~^1 болса, онда a" = a0e~ ^ t+T) — а'е~^т а"' —
= а0е - ^ ‘~2Г) — а"—$т және т. б. Жалпы бір-бірінен бір 
периодқа сәйкес уақыт мезеті айырылатын амплнтуда- 
лар қатынасы мынаған тең:

а (0 _  лрг
a ( t + T )

Бүл қатынас ө ш у  д е к р е м е н т і  деп, оның логарифмі 
өшудің л о г а р п ф м д і к д е к р е м е н т і деп аталады:

Х =  |п «(*+Г) (7312>

Соңғы шаманы әдетте тербелістің сипаттамасы ретін- 
де пайдаланады. р шамасын (73.12) өрнегіне сәйкес X 
және Т арқылы өрнектей отырып, амплитуданың кему 
ааңыи мына түрде жазуға болады:

а  =  а 0ё ~  7 1

Амплитуда е есе кемитін т уақыт ішінде система
- х  -2-

N г=т/Т-ға тербеліс жасап үлгереді. е =е~1 шарты- 
нан }.-ү =}jV Q= l  өрнегін алуға болады. Демек, өшудің
логарифмдік декременті шама жағынан амплитуда е есе 
кемитін уақыт ішінде жасалатын тербеліс санына кері 
шама.

Тербелмелі системаны сипаттау үшін көбійесе тер- 
белмелі системаның б е р і к т і г і  деп аталатын төмен- 
дегі шама енгізіледі:

(73.13)

Анықтамадан көрінгендей, беріктілік амплитуда е есе 
кемитін т уақыт ішіиде жасалатын Ne тербеліс санына 
пропорционал болады.
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p

Өшетін тербеліс жасайтын системаныц импульсын 
табайық. (73.10) функциясын уақыт бойынша дифферен-

циалдап және алынған нәтижені 
массасына көбейтіп төмендегіні 
аламыз:

р — т х — —nictoc- 1̂ [|3 cos (со/+
~1~ ос) +  ш sin (ш/ - fa ) ] .

х Бұл өрнекті мына түрде түрлен- 
діруге болады:

p  =  p o e - ^ c b s ( o i / - f a + i | ) ) ,  ( 7 3 . 1 4 )

мұндағы po^m aol^  о)2 +  Р2;=
— та0а о, ал ф мына шартты қана- 
ғаттандырады:

Егер көбейткіші болмаса, онда (73.10) және
(73.14) теңдеулерінен /-ны шығарып тастап, 71-пара­
графта жүзеге асырыл- 
ғандай, координата 
осьтеріне қатысты төң- 
керілген,- х  және р ко- 
ординаталары и д а ғ ы 
эллипс теңдеуін алған 
болар едік. е~$1 экспо- 
ненциалдық көбейткі- 
шінің болуы, эллипстің 
бұралған спиральға 
айналуына әкеліп соға- 
ды (183-сурет). Бұл 
спираль өшетін тербе- 
лістің фазалық траек- 
ториясы болып табы- 
лады. Өлшеу коэффициент! (3 үлкен болған сайын, ол 
координата осьтеріне қатысты күштірек еңкейеді.

(73.11) формуладан too — (32 =  0 болганла, тербеліе пе­
риоды шексіздікке айналатындыгы, яғии қозғалыс пе- 
риодты болудан қалатындығы байқалады. Арнапы жүр-
гізілген математикалық анализге сәйкес мб—Р2^ 0  
болғанда қозғалыс периодтық (периодсыз) сипатта—

сс»
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тепе-теңдік калпынаи шығарылған система тепе-тсцдік 
қалыпқа тербеліс жасамай қайта оралады. 184-суретте 
апериодтық қозгалыс кезінде системаны тепе-тецдік ка- 
лыпқа келтірудің екі ықтималды тәсілі келтірілген. Осы 
екі тәсілдің қайсысымен системаның тепе-теңдік қалыпқа 
келетіндігі бастапқы шарттарға байланысты болады. 
2 қисықпен кескінделген қозгалыс система

I >  I*„| (р +  ] / Ғ = < )
шарты бойынша анықталатын бастапқы жылдамдықпен, 
тепе-теңдік қалпына қарай х0 ығысумеи сипатталатын 
қалпынан қозғала бастаған жағдайда алынады.

§ 74. Автотербелістер

Өшетін тербелістер кезінде системаның энергиясы ор- 
таныц кедергісін жеиуге жұмсалады. Егер энергиянын 
бұл шығынын толықтырып отырсақ, тербеліс өіипейтіп 
болады. Системаның 
энергиясын толықтыру 
сырттай болатын түрт- 
кі есебінен жүзеге асы- 
рылуы мүмкін, алайда 
бұл түрткілер система- 
ға оның тербелісімен 
үйлестіріле берілуі 
тиіс, олай болмаған 
күнде олар тербелісті 
бәсеңдетуі мүмкін, тіп- 
ті оны тоқтатуы да 
мүмкін. Берілген түрт- 
кінің өзінің қозғалы- 
сымен үйлесімді болуын қамтамасыз ете отырып, тер- 
белмелі система сыртқы әсерді өзі басқаратындай етуге 
болады. Мұндай система а в т о т е р б е л м е л і  систе­
ма деп, ол жасайтын өшпейтін тербелістер — а в т о т е р  
б е л і с т е р деп аталады.

Ең қарапайым автотербелмелі системалардың бірі 
ретінде 185-суретте кескінделген құрылғыны қарасты- 
райық. Иілгіш серпімді сызгыштыц бір ұшы қозғалмас- 
тай бекітілген. Егер сызгыштың бос ұшын төмен басып, 
қоя берсек, сызғыш өшетін тербеліс жасай бастайды.

185-сурст.



Сызғыштың бос ұшы жоғарғы шсктік жағдайда турған 
мезетте тпстіндсй етіп, оган су ағынын бағыттау арқылы 
тербелісті өшпейтін етуге болады. Ағыннык линейка 
ұшыиа соққысы үйксліс салдарынан болатып тербеліс 
энергиясының шығынын толықтырады.

Автотербелмелі системаның екінші мысалы ретіндс 
сағат механизмін қарастырайық. Сағат маятнигі иілгеп 
рычагпсн — анксрмси бір оське орнатылган (186-сурет).

Анкердіц үштарында па- 
леттср деп аталатын ар- 
наулы формадағы шы- 
ғыңқы жерлері болады. 
Тісті жүріс дөнгелсгі оны 
сағат тілінің бағыты бо- 
йынша бұруға тырысатын 
жүктің немесе буралғап 
пружинаның әсерінде бо­
лады. Алайда көп уақыт 
бойы дөңгелек маятник 
теңселген кезде тістердің 
бетімен сырғанап отыра- 

тын; гіалеттсрдің бүйір бетіндсті тістердің біріне тіреліп 
турады. Маятник ортаңғы қалпының маңында тұрған ме­
зетте ғана палеттер тістердің жолып бөгенді дөнгелек, 
өзінің төбесінен сырғып отыратын палеттердің қнялай 
кесілген ушы арқылы анкерді тісімен нтеріп, бурылады. 
Маятник теңселуінің толық циклі ішінде (период ішінде) 
жүріс дөңгелегі екі тіске бұрылады, әрі әрбір палет бір 
түрткіден алады. Осы түрткілер арқылы көтерілген жүк- 
тің немесе бұралған пружинаның энергиясы есебінен, 
үйкеліс салдарынан пайда болған маятник энергиясынід; 
шығыпы толықтырылады.

§ 75. Еріксіз тербелістер

Еріксіз тербелістер деп тербелмелі системада период- 
ты түрдр өзгеретін күштің (біз оны мәжбүр етмші күш 
деп атаймыз) әсерінен пайда болатын тербелістсрді ай- 
тады.

Аііталық, мәжбүр етуші күш уақыт бойынша мынчдай 
гармониялық зацмен өзгсрсін:

f  — F o c o s i o t .  (7 Г>. 1)
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Қозғалыс теңдеуін қурғанда мәжбүр етуші күштен 
басқа системаға еркін тербеліс кезінде эсер ететін күш- 
терді де, яғни квазисерпімді күш пен ортаның кедергі 
күшін де ескеру керек. Тербелісті мейлінше аз деп есеп- 
тей отырып бұрынғыдай кедергі күшін жылдамдыққа 
пропорционал болады деп санаймыз. Онда қозғалыс тең- 
деуі былай жазылады:

тх — — кх — rx +  F0xcos to t.
Бұл теңдеуді т шамасына бөліп, х және х шамалары 

бар мүшелерді сол жағына шығарып, біртекті емес сы- 
зықты екінші дәрежелі дифференциалдық тецдеуді 
аламыз:

x + 2$x + b)ox = f0 cos о/, (75.2)

мүпдағы /о= ■ Р= 2^" — ӨШУ коэффициента, too —

=  I/  —  — система тербелісінің меншікті жиілігі.
і т
Дифференциалдық тецдеулер теориясынан біртекті 

емес теңдеудің жалпы шешімі оған сәйкес келетін бір- 
текті тецдеудің жалпы шешімі мен біртекті емес теңдеу- 
діц дербес шешімдерінің қосындысына тең екендігі бел- 
гілі. Біртекті теңдеудің жалпы шешімі бізге бұрыннан 
белгілі [(73.2) теңдеуінің жалпы шешімі болып санала- 
тын (73.10) функциясын қараңыз). Ол мына түрде жа­
зылады:

х = а0е -V  cos(w'l + a ') , (75.3)
мүндағы со' — У Wq “ Р2. ал а0 жәпе а' — ксз келғеп ту­
ра қтылар.

(75.2) тецдеуінің дербес (кез келгсн түрақты шама- 
лар болмайтын) шешімін табу қалды. Ол шешім мына 
түрде жазылады:

х = а cos{toi — ср) (75.4)

(қарастырылып отырған жағдайда бастапқы фаза 
а-ның орнына — гр арқылы белгілеу қолайлы). Вектор- 
лық диаграмманың (68 және 69-параграфтарды караңыз) 
көмегімен біздің жорамалымыздыц дұрыс екеніп, сон- 
дай-ақ (75,4) функциясы (75.2) теңдеуіп қанагаттапды- 
ратыи а мен гр шамаларының мәнін табуға болатынды-



ғына оцай көз жеткізуге болады. (75.4) функциясын 
уақыт бойынша дифференциялдап, (75.2) тецдеуінің ал- 
ғашқы екі мүшесін мына түрде жазуға болады:

2p,t= —2рсоа sin (со / — ср) ==2роза cos^io/ —ф +  (75.5)

х=  — (о2а cos(o)^ —ф) =(о2а cos (оз/ — ф +  я) (75.6)
(75.2) теңдеуінен байқалғандай, /о cos cot гармония- 

лык тербеліс жиілігі осындай үш гармониялық тербеліс- 
тің қосындысы болып табылады: (75.6) тербелісі, (75.5) 
тербелісі және ыох — ыоа cos(o)/ — ф) тербелісі. Егер соң- 
ғы тербелісті ұзындығы т а  болатын оңға қарай бағыт-
талған вектормен кескіндесек (187-сурет), онда (75.5)<2
тербелісі ою* векторына қатысты сағат тіліне қарсы я/2 
бүрышқа бұрылған ұзыпдығы 2(Зша болатын вектормен, 
ал (75.6) тербелісі мЦх векторына қатысты я бұрышына 
бұрылған ұзындығы ю2а вектормен кескінделеді. (75.2)

1 8 7 - с у р с т .

тендеуі канағаттану үшін, аталған үш всктордыц вектор- 
лык қосындысы f0 cos со* тербелісін кескіндейтін век- 
торға сай келуі керек. Мундай сәйкестік төмендегі 
шарт (187, а-суретті қараңыз) бойынша аныкгалатын a 
амплитудасыныц мәнінде ғана мүмкін болады:

(<і) о — со2) 2а2 +  1 р2(о2а2 =  f  й,
осыдан

Ү (о>“ — u>2)2 I 4^2а)2
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187 а-сурет о)<о)0 жағдайына сай келеді. oj>too жағ- 
дайына сай келстін 187, б-суреттен де а' шамасыныц 
осындай мәні алынады.

187-сурет сонымен қатар (75.4) еріксіз тербелісінің 
сол тербелісті тудыратын (75.1) мәжбүр етуші күшінен 
фаза бойынша қалу шамасын білдіретін ф-дің мәніп алу- 
ға да мүмкіпдік бсреді. Суреттеи мыыаны байқауға бо­
ла ды:

tg •■? =  (75.8)
С0 , .  —

(75.4) өрнегіне (75.7) және (75.8) формулалары бо­
йынша анықталған а және ср шамаларының мәндерін 
қойсақ, (75.2) біртекті емес теңдеуінің-дербес шешімін 
аламыз:
х  = _______/о_______

V — ̂ 2)2 + 432ц)2g o s  [ ш /  —  a r c t g
2̂ (

»2І (75.9)

(75.9) функциясының (75.3) өрнегімен қосындысы, 
системаның еріксіз тербеліс кезіндегі қасиетін өрнектей- 
тін, (75.2) 'теңдеуінің жалпы шешімін береді. (75.3) қо- 
сылғаны тербелістіц (188-сурет) орнығуы деп аталатын 
бастапқы ксзецде ғана сдәуір роль атқарады. е~^  экспо- 
ненциалды көбсйткіш салдарыпан (75.3) құраушысының

і

T ep S en ic
орныгуы

188-сурет.

ролі уақыт өткен сайын кеми береді және едәуір уақыт 
өткен соң, (75.9) қосылғышын ғана сақтай отырып, оны
ескермеуге де болады.

Сонымен, (75.9) функциясы орныққан еріксіз тербе- 
лістерді сипаттайды. Олар жиілігі гармониялық тербелі-
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сі жиілігіне тең мәжбүр етуші күш бодып саналады. 
Еріксіз тербелістің (75.7) амплитудасы мәжбүр етуші 
күштің амплитудасына пропорционал. Берілген тербел- 
мелі система (со0 мен р белгілі) үшін амплитуда мәжбүр 
егуші күштің Жиілігіне тәуелді болады. Еріксіз тербеліс- 
тер фаза бойынша мәжбүр етуші күштен қалыгі қояды, 
әрі қалу шамасы да мәжбүр етуші күш жиілігіне тәуелді 
болады [(75.8) өрнегін қараңыз].

Еріксіз тербсліс амгілитудасының мәжбүр стуші күш 
жиілігіне тәуелділігі берілген система үшін қайсыбір 
анықталған жиілікте тербеліс амплитудасының ең үлкен 
мәніне жетуіне әкеліп соғады. Тербелмелі система мәж- 
бүр етуші күштің әсеріне осы жиілікте ерекше сезімтал 
келеді. Бұл құбылыс резонанс деп, ал оған сәйкес келе- 
тін жиілік — резонанстық жиілік деп аталады.

Ырез резонанстық жиілікті анықтау үшін, (75.7) функ- 
циясының максимумы» немесе онымен бара-бар бола- 
тын түбір астындағы.бөлімдегі өрнектін минимумы» та­
бу керек. Осы өрнекті о) бойынша дифференциалдап жә- 
»е о»ы нольге теңестіріп, шамасын анықтайтын шартты 
аламыз:

— 4(іоо — со2)іо + 8|32оо = 0. (75.10)
(75.10) теңдеуінің үш шешімі бар: оі = 0 жә»е 

= ± V — 2р2. Нольге тең шешім бөлімнің максиму- 
мы»а сәйкес келеді. Қалға» екі шешімнен физикалык 
мәні болмайтын (жиілік теріс бола алмайды) теріс ше- 
шімдер алынып тасталады. Сонымен резонанстық жиілік 
үшін бір мә» алынады:

(Вр е з = І / і % (75 .11)

Жиілікті» бүл мәиі» (75.7) формуласына қойып, резо­
нанс кезіндегі амплитудаға арналған өрнекті аламыз:

йрсз =  — “ = = = ■  (75 .12)
25 I

(75.12) формуласынан, ортаныц кедсргісі болмаган-
да, резонанс кезіндегі амплитуда шсксіздіккс айналатып- 
дығы байқалады. (75.11) бойынша дәл осындай шарт- 
тарда (р = 0 болғанда) резонанстық жиілік тербелмслі 
системаның меншікті жпілігінс сай болады. Еріксіз тер- 
беліс амплитудасының можбүр етуші күш жиілігіне (не­
месе, дәл сондай тербсліс жиілігі) тоуелдігі графнктік
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түрде 189-суретте көрсетілген. Графиктегі жеке қисық 
сызықтар параметрінің әр түрлі мәндеріне сәйкес келеді.
(75.11) және (75.12) өрнегіне сәйкес, неғұрлым (3 аз бол- 
ран сайын берілген қисьіқ сызықтың максимумы жоғары 
және оңға қарай орналасады. Өте үлкен өшу кезінде 
(2 р2><,)^ болғанда) резонанстық жиілікке арналған өр- 
нек жорымал болды. Бұл осы шарттар кезінде резонанс-

а

189-сурет.

тық байқалмайтынын — жиілік өскенде еріксіз тербеліс- 
тін, амгтлитудасы біркелкі кемитінін — білдіреді (189-су- 
реттегі төменгі қисық сызық) 189-суретте кескінделген 
Р параметрінің әр түрлі мәндеріне сәйкес келетін (75.7) 
функцпясы графиктерінің жиынтығы р е з о н а и с т ы қ 
қ и с ы қ  с ы з ы қ т а р  деп аталады.

Резонанстық қпсық сызықтар жайлы тағы да мына- 
дай ескертпелер жасауға болады. со нольге үмтылган 
сайын барлық қнсық сызықтар бірдей нольден өзгеше 
болатын /о /(о „- шамасына, яғни Ғ0/к шамасына тец шекті 
мәнге келеді. Бұл мән системаиың шамасы тұрақты Ғо 
күшініц әсерінен алатын тепе-теңдік қалпынан ауытқуын 
көрсетеді. со шексіздікке ұмтылғанда барлық қисық сы- 
зықтар асимптоталық түрде нольге ұмтылады, өйткені 
үлкен жиілік кезінде күш өз бағытын тез өзгертетіндік- 
тен де система тепе-теңдік қалпынан айтарлықтай ығы- 
сып үлгере алмайды. Ақырында, р аз болған сайын, резо­
нанс маңындағы амплитуда жиілікке байланысты көбі- 
рек өзгереді, максимум «сүйірлеу» болады.

(75.12) формуласынан баяу (аз) өшу кезінде (яғни 
Р<С<о0) редонанстағы амплитуда шамамен мынаған тең:
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aр е з
/ о

2р ш0
Бұл өрнскті, жоғарыда біз анықтаған /оДо о шамасына 
тең болатын, тұрақты Ғ0 күшінің әсерінен тепе-теңдік 
қалыптан Хо ауытқуға бөлейік. Осының нәтижесінде мы- 
наны аламыз:

2

а рез   <і>0   2 tz   л    ^

~ 2 Т  ~  2W
[(73.13) формуласын қараңыз]. Сонымен Q беріктілік 
резонанс мезетіндегі амплитуда системаның мәжбүр ету- 
ші күш амплитудасының шамасындай тұрақты күш (бұл 
жағдай онша үлкен емес өшу үшін ғана дұрыс болады) 
әсерінен тепе-теңдік қалыптан ауытқуынан неше есе ар- 
тық екенін көрсетеді.

187-суреттсн көрінстіндей, сріксіз тсрбелістер фазасы 
бойынша мәжбүр етуші күштер қалып қояды, орі ф қалу 
шамасы 0-ден я-ге дейінгі аралықта жатады. ф шама- 
сынын, |3-ның әр түрлі мәндеріндегі to шамасына тәуел- 
ділігі графиктік түрде 190-суретте көрсетілгсн too жиілігі 
Ф = я/2 шамасына сәйкес келеді. Резонанстық жнілік мен- 
шікті жиіліктен кіші [(75. 11) формуласын қараңыз]. 
Демек, резонанс кезінде ф<л/2. Олеіз өшу кезінде 
іоое, «ыо және резонанс кезіндсгі ф шамаеыныц мәнін 
я/2 шамасына тсң дсп еанауга болады.

Маишналарды және ә.р түрлі құрылыстарды кон- 
струкциялау ксзінде резонанс құбылысымен санаеуга
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тура келеді. Бұл құрылғылардың меншікті тербелістері- 
нің жиілігі ешқашанда мүмкін болатын сыртқы әсердің 
жиілігіне жақын болмау керек. Мысалы, кеме корпусы 
немесе самолет канаты впбрациясының меншікті жиілі- 
гі, ескі винттің немесе прогіеллердің айналуынап пайда 
болатын тербеліс жиіліпінен едәуір өзгеше болуы тиіс. 
Бұлай болмағапда апатқа апарып соғатын вибрация пай­
да болады. Маршпен кёле жатқан солдаттар колоннасы 
өткснде көпірдіц қпрауы тәрізді жағдайлар да болған. 
Бұл жағдай көпір тербелісінің меншікті жиілігі колонна 
адымыныц жиілігіне жақын болуынан туған.

Сонымен қатар резонанс құбылысы әсіресе акустика- 
да, радиотехникада т. б. көбінесе өте пайдалы болып 
саналады.

§ 76. Параметрлік резонанс

Өткен параграфта қарастырылған жағдайда сырттан 
түсірілген мәжбүр етуші күш системаныц те'пе-теңдік 
қалпынан ауытқуын тікелей тудырып еді.
Алайда системаны қатты теңселтетін 
сыртқы әсердің баска да түрі болады 
екен. Бұл эсер кезінде системаның кейбір 
параметр! тербеліспен үйлесе өзгереді, 
сондыктан құбылыстың өзі параметрлік 
резонанс деп аталады. Мысал үшін, қа- 
рапайым маятник — жіпке ілінген шарик- 
ті алайык. Егер маятниктің / ұзындығын, 
маятник шеткі калпына келгенде кыс- \
картып, периодты түрде өзгертіп отыр- \
сақ, онда маятник катты теңселеді. Ма-‘ г 
ятнпк энергиясының артуы, бұл жағдай- 
да, жіпке эсер ететін күш атқаратын 
жұмыс есебінен болады. Маятниктін тер- 
белісі кезіндегі жіптіц керілуі тұрақты болмайды; жыл- 
дамдык нольге айналатын шеткі калыптарында ол аз, ал 
маятник жылдамдығы ең үлкен (максималь) мәніне 
жететін ортаңғы қалпында көп болады. Сондыктан маят­
ник ұзарған кездегі сырткы күштің теріс жұмысы, маят- 
никті қыскарткан кездсгі оң жұмыстан шама жағынан 
аз болады. Осының нәтижесінде сырткы күштіц период 
ішіндегі жұмысы нольден үлкен болады.

191-су pe r .
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ТОЛҚЫНДАР

§ 77. Толқындардың серпімді ортада таралуы

Егер серпімді (қатты, сұйық немесе газ тәрізді) Ьр- 
таның әйтеуір бір жерінде оның бөлшектерініц тербелі- 
сін қоздырсақ, онда бөлшектер арасындагы өз ара эсер 
салдарынан бұл тербеліс осы ортадағы бөлшектердің бі- 
рінен-біріне кейбір v жылдамдықпен тарайды. Тербеліс- 
тің кеңістікте таралу процесі толқын деп аталады.

Толқын тарайтын ортаның бөлшектері толқынмен 
ілесін кетпейді, олар өзінін тегіе-теңдік калпының ма- 
ңында ғана тербеледі. Толқын таралатын багытпсн са- 
лыстырғандағы бөлшектер тербелісінің бағытына бай- 
ланысты қума және көлденең толқындар болын бөлінеді. 
Қума толқында ортаның бөлшектері толқынның таралу 
бағыты бойынша тербеледі. Қөлденең толқында орта- 
нын, бөлшектері толқынның таралу бағытына перпенди­
куляр бағытта тербеледі. Мсхапикалық көлденен тол- 
қындар ығысу кедергісі бар ортада ғана пайда бола ала- 
ды. Сондықтан сұйық және газ тәріздес. ортада тек қума 
толқын ғана пайда болуы мүмкін. Қатты ортада қума 
толқын да, көлдснең толқын да пайда болуы мүмкін.

192-суретте ортада көлденең толқын тараған ксздегі 
бөлшектердің қозғалысы келтірілген. /, 2, 3 және т. б. 
нөмірлермен бір-бірінен 1/4иГ-ға тең қашықтықга, яғни 
толқын бөлшектер ширек период жасағаида жүріп өткен 
қашықтықта түрған бөліпектер белғіленген. ('хомада 
нольдік уақыт ретінде алынған уақыт кезсціпде, то.чкын 
ось бойымен солдаи оцға қарай тарай отырып, / бол- 
шсгіне жетті. Соның салдарыпан басқа бөлшектерді өзі
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мен ілсстіре отырып, бұл бөлшек тепе-теңдік қалыптан 
жогары карай ыгыса бастайды. Ширек период өткен соң
1 бөлшсгі шеткі жоғарғы қалпына жетеді; дәл осы кездс
2 бөлшегі тспе-тендік қалыптаи ығыса бастайды. Тағы 
да шпрек период өткенде біріпші бөлшск, жоғарыдан 
төмен қарайғы бағытта қозғала отырып, тепе-теңдік қа- 
лыптан өтеді. Екінші бөлшек шеткі жоғарғы қалыпқа 
жетеді, ал үшінші бөлшск тепе-тсцдік калыптан жоғары 
қарай ығыса бастайды. Т шамасыпа тец уақыт мезстінде 
бірінші бөлшск тербелістін толық циклін бітіп, бастапқы 
кезсңдегідей қозғалыс күйінде болады. Бұл Т уақыт ме- 
зетіндегі толқын, vT жолын жүріп, 5 бөлшегіне жетеді.

H-t---------- ------------------v T — • ---------------------

192-сурет.

193-суретте ортада қума толқын таралған кездегі 
бөлшектердіц қозғалысы көрсетілген. Көлденең толқын- 
дағы бөлшектердің касиетіне байланысты барлық тұ&ы- 
рымдарды, жоғары және төмен ығысуларды оң және сол 
ығыселармен алмастыра отырып, берілген жағдайға 
көшіруғе болады. 193-суретке карағанда орта арқылы 
кума толқып өткенде, толқынның таралу бағыты бойын- 
ша 'і' жылдамдықпен қозғалатын, бөлшектердін алма-ке- 
зек ауысып отыратын тығыздалуы мен снреуі (бөлшек- 
тсрдің тығыздалуы сурстте пунктирмен белгілепген) пай- 
да болады.

Ылги толқын бар болып тұрған уақыттың ішінде ор- 
таныц бөлшектері өзінің тепе-тецдік қалпының маңында
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тербеліс жасайды, әрі 192 және 193-суреттерде көрсе- 
тілгендегідей әр түрлі бөлшектер фазасы бойынша ығы- 
са тербеледі. Бір-бірінен vT 1 қашықтықта тұрған бөл- 
шектер бірдей фазада (фазаға 2л-ді косу ешқандай эсер 
етпейді) тербеледі, Бірдей тербелетін (бірдей фазада) 
ең жақын орналасқан бөлшектердің арасы т о л қ ы н

193-сурет.

ұ з ы п д ы ғ ы X деғі аталады (толқынныц таралу бағы- 
ты бойымен есептелетін х қашықтығының функциясы

ретінде қарастырыла- 
тын, бөлшектіц тепе- 
теңдік қалыптан I ығы- 
суы кескінделген 194- 
суретті қараңыз). Тол- 
қын ұзындығы толкын- 
ның период ішіиде 
таралатын қашыкты- 
ғына тең болатындығы

(77.1)
Осы қатыстағы Т шамасын 1/v [(62.9) өрнегін қараңыз]; 
v — тербеліс жиілігі І/v арқылы алмастырып, төмемдегі- 
ні аламыз:

Xv = v. (77.2)
Соңғы қатысты төмендегі байлам арқылы да ал\та

1 Қарастырылатын бөлшектердің тепе-тецдік калпы бір-бірінон 
vT шамасыпда қалып отыратындығы сскеріледі.

аиқын:
X = vT
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болады. Бір секунд ішінде толқын көзі, әрбір тербеліс 
кезінде бір «жал» және бір «сай» туғыза отырып, v тер- 
беліс жасайды. Толқын көзі v-інші т.ербеліс жасаған 
кезсңде, бірінші «жал» v жол жүріп үлгереді. Сондықтан 
толқынның «жалы» мен «сайы» v қашықтығында орна- 
ласуы ксрек.

Шындығында .v осі бойынша орналасқан бөлшекхер 
(192- және 193-суреттерде кескінделгендей) ғана емес, 
кейбір көлем ішіндегі бөлшектер жиыны да тербеледі. 
Тербеліс көзінен тарай отырып, толқынды процесс кеціс- 
тіктің жаңа бөліктерін қамти береді. Уақыт мёзетінде 
тербеліс келіп жеткен нүктелердің геометриялық орны 
толқын фронты (немесе толқындық фронт) деп аталады. 
Толқын фронты кеңістіктің толқындық процесс қамты- 
ган аймағын тербеліс әлі пайда болмаған аймағынан бө- 
ліп тұрған бет болып саналады.

Бірдей фазада тербелетін нүктелердің геометриялык 
орпы толқындық бет деп аталады. Толқындық бстті 
ксңістіктің толқындық процесс қамтитын кез келген нүк- 
тесі арқылы жүргізуге болады. Демек, уақыттың әрбір 
кезсцінде толқын фронты біреу ғана болғанымен, тол- 
қындық беттердің шексіз көп жиыны болады. Толқындық 
беттер қозғалыссыз қалып отырады (олар бірдей фаза­
да тербелетін бөлшектердің орныкты қалпы арқылы өте- 
ді). Талқын фронты үнемі орын ауыстырып отырады.

Толқындық бет кез келген формада болуы мүмкін. 
Қарапайым жағдайда олар жазықтық немесе сфера фор- 
масында болады. Осыған орай толқын д'а бұл жағдайда- 
жазық немесе сфералық деп аталады. Жазық толқында 
толқындық беттер бір-біріне параллель жазықтықтар, ал 
сфералық толқында — концентрлік сфералар түрінде бо­
лады.

§ 78. Жазық және сфералық толқынның теңдеуі

Толқын теңдеуі деп, тербелістегі нүктенін ыгі і̂суын 
оныц х, у, z координаталары1 мен t уақыттың функциясы 
рстінде беретін өрнек-ті айтады:

l  = l ( x , y , z -  t). (78.1)

1 Нүктенің тепе-тецдік күйінің координаталары ескеріліп отыр.
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(78.1) функциясы t уақытқа қатысты да, х, у және 2 
координаталарына қатысты да периодты болуы керек. 
/ бойынша периодтылығы g шамасы координаталары х, 
у, z болатын нүктелердің тербелісін сипаттауынан көрі- 
нігі тұр. Координаталар бойынша периодтылық бір-бірі- 
нен X қашықтықтағы нүктелердіц тербелетіндігінен 
шығады.

Тербеліс гармониялық сипатта болады деп санап, жа- 
зық толқын жағдайындағы £ функциясының түрін таба- 
мыз. Оңайлату үшің координата осьтерін х осі толқын-

ныц таралу бағытымен дәл келе- 
тіндей етіп бағыттаймыз. Онда 
толкындық беттің барлық нүкте- 
сі бірдей тербелетіндіктен, g ығы- 
суы х және / шамаларына ғана 
тоуелді болады:

* ’ l  =
х = 0 (195-сурет) жазықтығын- 

да жатқан нүктелердің тербелісі 
төмендегіДей түрде болсын делік: 

|(0, /) =а cos со/. 
х шамасының кез келген діә- 

ніне сәйкес келетін жазықтықта- 
ғы бөлшск тербелісініц түрін табайық. л: =  0 жазықты- 
ғынан осы жазықтыққа дейінгі жолды жүріп өту үшін, 
толқын

-----ДГ-ІАГ--- : -

195-сурет.

х
V

уақыт жүмсайды, .мұндағы v — толқынпың таралу жыл- 
дамдыгы.

Демек, х жазықтыгында жатқан бөлшектердің тербе- 
лісі, х = 0 жазықтығында жатқап бөлшектердің тербелі- 
сінен уақыт бойынша т шамасына кешігеді, яғни мына 
түрде жазылады:

;(дг, /) =  a cos о)(/ a cos u>

Сонымен, жазық толқынның тецдеуі былай жазы- 
лады:

* a cos (о (78.2)
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(78.2) теңдеуіндегі с, шамасы координатасы х болатын 
кез келген нүктеніц бірінің t уақыт мезетіндегі ығысуы 
болып саналады.

(78.2) формуласын қорытып шыгару кезінде біз бар- 
лык нүктедегі тербеліс амплитудасы бірдей болады деп 
санадық. Жазық толқын жағдайында бұл, егер толқып 
энергиясы ортада жұтылмаса ғана байқалады.

ш i^t =  const (78.3)

деп алып, (78.2) теңдеуінде тұрған фазаның кейбір мә- 
нін белгілеп алайық.

(78.3) өрнегі (і) уақыт пен фазанын белгіленген мәні 
берілген мезетте жүзеге асатын орын (х) арасындағы
байланысты береді. Осы өрнектен шығатын шама-
сының мәнін анықтап, біз фазаның берілген мәңі орын 
ауыстыратын жылдамдықты табамыз. (78.3) өрнегін' 
дифференциалдагі, төмендегіні аламыз:

сіі---- — dx  =  0,

бұдан

<78-4)
Сонымен (78.2) теадеуіндегі толқынның таралу жыл- 

дамдығы фазаның орын ауыстыру жылдамдығы болып 
табылады, осыған орай оны ф а з а л ы к ж ы л д а м 
д ы к деп атайды.

(78.4) өрнегінен толкын жылдамдығы (78.2) оң бола- 
тындығы байкалады. Демек, (78.2) теңдеуі л: шамасының 
өсу жағына қарай бағытталған толқынды сипаттайды. 
Қарсы бағытта таралатын толқынның турі мынадай бо­
лады:

^| = acos «(г1 +  (78.5)

Шынында, константа (78.5) толкын фазасын теңесті- 
pin және дифференциалдап, төмендегіні аламыз:

бұдан (78.5) толқыны х шамдсының кему жағына карай 
таралатындығы байқалады.
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Жазық толқын теңдеуін / және х шамаларына кара- 
ранда симметриялы түрде жазуға болады. Ол үшін тол- 
қындық сан деп аталатын k шамасын енгіземіз:

k — 2*
X • (78.6)

(77.1) және (78.6) өрнектерінен толқындық сан k, 
дөңгелектік жылдамдық to және фазалық жылдамдык 
v арасында төмендегідей қатыс болатындығы шығады:

(78.2) теңдеуіндегі v шамасын оның (78.7) катысын- 
дағ.ы мәнімен алмастырып және жақшаға со шамасын 
енгізіп, жазық толқынның теңдеуін төмендегідей түрде 
аламыз:

% = а cos(co/ — kx ) . (78.8)
х шамасының кему жағына қарай таралатын толқын- 

ның теңдеуі (78.8) теңдеуінен kx мүшесіндегі таңба бо- 
йынша ғана ажыратылады.

Енді сфералық толқынның теңдеуін табайық. Кез кел- 
ген нақты толқын көзінің мөлшері болады. Алайда тол- 
қын көзінен қашықтығы оның мөлшерінен әлдеқайда 
үлкен болатын толқындарды қарастырумен шектелсек, 
онда толқын көзін нүктелік көз деп санауға болады.

Толқын жылдамдығы барлық бағытта таралатын 
бірдей жағдайда, нүктелік көз тудыратын толқын сфера- 
лык болады. Толкын көзінің тербеліс фазасы со/ піама- 
сына тең болса деп жориық. Онда радиусы г толкындык 
бетте жататын нүктелер сa(t — r/v) фазамен тербеледі (г 
жол жүру үшін толқын x — r/v уақыт жүмсайды) Бұл 
жағдайда тербеліс амплитудасы, толкын энергиясы ор- 
тада жұтылмаған күннің өзінде, тұрақты болып кал ман­
д ы — ол толқын көзінен қашықтаған сайын \/г зацы 
бойынша кемиді (82-параграфты караңыз) Дсмек, сфе- 
ралық толқынның тендеуі мына түрде жазылады:

{ =  J L  c o s « .  ( <  -  - J - ) ,  ( 7 8 . 9 )

мұндағы a — толқын көзінен біргс тең кашықтыкта сан 
жағынан амплитудаға тең, тұрақты шама. о шамасы- 
ныц өлшсмділігі амплитудаыың өлшсмділігін үзыпдык- 
тың (г шамасының өлшемділігі) өлшемділігіне көбейт- 
кенге тең.

268



Жоғарыда жасалған ұйғарым бойынша (78.9) тсң- 
дсуі г толқын көзінің мөлшерінен әлдеқайда үлкен бол- 
ранда ғана дұрыс болады. г нольге ұмтылғанда ампли- 
тудаға арналған өрнек шексіздікке айналады. Мұндай 
дәйексіз нәтиже теңдеуді г шамасының аз мәндері үшін 
қолдануға болмайтындығымен түсіндіріледі.

§ 79. Кез келген бағытта таралатьш жазық 
толқынның теңдеуі

Өткен параграфта, біз х осінің бағыты бойынша та- 
ралатын жазық толқынныц теңдеуін алдық. х, у, z коор­
дината осьтерімен а, (3 және ү бұрыш жасайтын бағытта
таралатын жазық толкын- 
ның теңдеуін табайық. Ко­
ордината басы арқылы өте- 
тін жазықтықтағы (196-су- 
рет) тербелістін түрі мына- 
дай болсын:

so = a cos (о/. (79.1)
Координата басынан I 

кашықтықта қалып отыра- 
тын толқындык бетті (жа- 
зықтықты) алайык. Бұл жа- 
зықтықтағы тербеліс (79.1) 
тербелісінен т — l/v уақытқа 
калады:

; =  a cos t

Қарастырылатын беттегі нүктелердің г радиус векто- 
рын I арқылы өрнектейік. Ол үшін толқындық бетке нор­
маль п бірлік векторын енгізейік. Бұдан беттің кез кел­
ген нүктесіндегі г радиус-векторы мен п шамасының 
скалярлық көбейтіндісінің I шамасына бірдей мәнге 
ие болатындығын оңай көруге болады:

nr = r cos ф = /. (79.3)
/-ге арналған (79.3) өрнегін (79.2) тецдеуіне қойып, 

жақшаға оо шамасын енгіземіз:
? =  a c o s ^ ---- ^ " пг|. (79.4)

о)/и қатынасы k толқындық санға [(78.7) өрнегін қа- 
раңыз] тең. Модулы бойынша k = 2n/h толқындық санға
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тең және нормалының бағыты толқындық бетке қараған
k — kn

векторы т о л қ ы н д ы қ  в е к т о р  деп аталады. k ша- 
масын (79.4) теңдеуіне енгізіп, төмендегіні аламыз:

| ( r .  t) =а  cos (mt — kr). (79.6)
(79.6) функциясы радиус-векторы г 1 болатын нүкте- 

нің t уақыт мезетіндегі тепе-теңдік калыптан ауытқуын 
береді.

Нүктенің радиус-векторынан оның х, у, z  координа- 
таларына көшу үшін, kr скалярлық көбейтіндісін век- 
торлардың координата осьтеріндегі проекциясы арқылы 
өрнектейік:

kr = kxx + k Уу + kzz.
Онда жазық толқынның теңдеуі мына түрге келеді: 

l(x, у, z; t) =а cos(cot — k xx — k yy — k zz ) , (79.7)
, 2 л  , 2 л ,  2лмұндағы k x = — cos a, cos p, kz = —y  cosy.

(79.7) функциясы x, y, z координаталары болатын
нүктенің t уақыт мезетіндегі ауытқуын береді. п шама- 
сы х, k x=k, k y = kz = 0 осьтеріне сай келгенде (79.7) тен,- 
деуі (78.8) теңдеуіне ауысады.

Жазық толқынның теңдеуі кейде былай жазылады:
г =  ЯеаеІЫ ~кг), (79.8)

көбінесе Re таңбасын алып тастап, жай ғана былай жа- 
замыз:

e =  ae/(“'_Ar) (79.9)
5ұл өрнектің заттық бөлігі ғана алынатындығын ескер-
теміз.

§ 80. Толқындық тецдеу
Кез келген толқынның теңдеуі толқындық тецдеу деп 

аталатын кандай да бір дифференциалдық теңдеудін 
шешімі болады екен. Толқындық тендеудің түрін таға- 

.йындау үшін, жазық толқынды өрнектейтін (79.7) функ- 
циясының координата және уақыт бойынша алынған 
екінші реттік дербес туындыларын салыстырайық.
(79 .7 ) функциясын әрбір айнымалы шама бойынша екі 
рет дифференциалдап, төмсндегіні аламыз:

1 265-беттегі түсіндірмені караңыз.
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64
dtj  =  — оra  cos («>/ — кг) <>һ

дЧ
Ох\ — — k 'xa cos (to/ — кг) =  — k"x\,
04; == — Ңа cos (to/ — кг) 

— — k\a  cos (to/ —  k r ) k%

(80.1)

(80.2)

{80.2) теңдеулерін бірге қосамыз:

(LX
(80.3)

Іінді (80.1) және (80.3) теңдеулерін салыстыра отырып,
төмендегіні табамыз:

64  , 64  , дЧ № дЧ_  + <?у2 dz 2 і>2 дР '
f,2 1

Ақырында, (78.5) бойынша болатынын ес-
ксріп, соңғы қорытындыны аламыз:

04 , дЧ . дЧ 1 дЧ t 
dz2 "Ox*  +  ду2 • V2 $t2 • (80.4)

(80.4) тецдеуі іздеп отырған толқындық теңдеуіміз.
Толқындық теңдеуді (79.7) функциясы ғана емес

f(x, у , z; t) =f ( ( * t - kxx - k yy - k 2z) (80.5)
түріндегі кез келген функция қанағаттандыратынына
оңай көз жеткізуге болады.

Шынында, (80.5) функциясының оң жағындағы жақ- 
ша ішінде тұрған өрнекті £ арқылы белгілесек, төменде- 
гіні аламыз:
df df  д: 64

ОХ-
> -е'., и J
'  dt f  ’ on ~dt 2 соd f ' <ЭС 

dС dt =  / " u >3 (80.6)

1 Бұл теңдеудің сол жағын Д Лаплас операторының көмегімен 
будан гөрі жинақы түрде жазуға болады. Лаплас операторы сим- 
волды түрде х ,  у ,  z  аішымалы шамалары функциясының осы шама- 
лар бойынша алынған екінші реттік д*ербес туындыларының қосын- 
дысын беретін әсерлердің жиынтығын белгілейді:

H = d2 L  + дЛ  . д2 16х* ^  ау2 4- dz2 ■
Лаплас операторын пайдалана отырып, (80.4) тецдеуін мына 

түрде жазуға болады:

AS = ±_6Ч_
t/2 0(2 ‘
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О с ы ғ а н  ұ қ с а с

ду_
дху-

6)2/
ду-2 (80.7)

(80.6) және (80.7) өрнектерін (80.4) теңдеуіне кою 
арқылы, егер и = м/к деп ұйғарсақ, (80.5) функциясы тол- 
қындық тецдеуді қанағаттандыратындығына оңай көз 
жеткізуге болады.

(80.4) түріндегі теңдеуді қанағаттандыратып ксз ксл- 
ген функция қайсыбір толқынды сппаттайды.

д^-ф- өрнегіндегі коэффициента кері шаманың квад­
рат түбірі осы толқынның фазалық жылдамдығын бере­
ди (80.4) теңдеуінің шешіміне қойылатын қосымша 
шарттарга байланысты әйтеуір бір басқа толқын алы- 
нады.

§ 81. Серпімді толқындардың таралу жылдамдыгы

х осініц багыты бойынша қума жазық толқын тарал- 
сын. Орта ішінен биіктігі Ах табанының ауданы S ци- 
линдрлік көлем бөліп алайық. х шамасы әр түрлі бөл-
шектердің

дуі

- ү -

ауытқуы уақыттың әроір мезетінде әр түрлі 
болады (I шамасы л'-тің 
функциясы ретінде кескін- 
делген 194-суретті қара- 
ңыз). Егер уақыттың кейбір 
мезетінде цилиндр табаны х 
координатасымен £ ығысу 
жасаса, онда х-ЦАл' коор- 

u(z*Ax+±i-aL) дината табанының ығысуы 
£ +  Д| болады. Демек, қарас- 
тырылып отырған көлем де- 
формацияланады — ол ДН 
ұзару (Л£ — алгебралық ша- 
ма; Д£<0 цнлиндрдің сы- 

„ ғылуына сәйкес келеді) не-
> месе салыстырмалы үзару

197-сурет. Д;алады. —  шамасы ци-

(  Г 1  
1

г
1

1

1

К : -

1

1

( « -  1 

'  1

1

"  і  

1 

1

1

1

1

1

1
I

1

I

і

1

V .  L -

I

1

1

1

_ _ _ _ _ _ _ _ 1  .

ч

линдрдің орташа деформациясын береді. ,v шамасыныц 
өзгеруіне қарай сызықтық заң бойынша өзгермептіндік- 
тен цилиндрдіц әр түрлі қнмасындағы шын деформация 
біркелкі болмайды. х қпмасындағы деформацпяньг алү
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үшін, Ax шамасын нольге ұмтылдыру керек. Демек,

£ = л
дх (81.1)

(дербес туындының таңбасы Е, шамасының х-қа ғана 
смес, ^-ға да тәуелді болғандығынан алынып отыр).

Созылу деформациясының болуы, аз деформация ке- 
зіидегі деформация шамасына нропорционал, а нормаль 
керпсудің болатындығын білдіреді. (45.5) бойынша

° =  £г  =  Е ^  (81.2)

мұндағы Е — ортаның Юнг модулы.
салыстырмалы деформация, демек, белгіленген

OX

уақыт мезетіндегі о кернеу х шамасына тәуелді болады 
(198-сурет). Блшектерді тепе-тецдік қалпынан ауытқуы 
ең үлкен жерде, дефор­
мация мен кернеу ноль­
ге тең. Бөлшектер тепе- 
геңдік қалпынан өтетін 
жерде деформация мен 
кернеу ең үлкен мәніне 
жетеді, әрі оң және те- 
pic деформациялар 
(яғни созылу мен сығы- 
лу) бір-бірімен алма- 
сып отырады. Осыған 
сәйкес, 77-параграфта 
айтылғандай, қума толкын алма-кезек ауысып отыратын 
сиреу мен тығыздалудан тұрады.

197-суретте кескінделген цилиндрлік көлемге қайта 
оралайық және оған арналған қозғалыс тендеуін жа- 
зайық. Дх шамасын өте аз етіп алып, цилиндрдіц үдеуін
—г шамасына тең деп есептеуге болады. Цилиндрдің
массасы pSAx шамасына тең, мұндағы р — деформацня- 
ланбаған ортаның тығыздығы. Цилиндрге эсер ететін 
күш цилиндр табанының S ауданы мен (х + Лх + £ + Д£) 
және (х + £) қималарындағы қалыпты кернеу айырмасы- 
ның көбейтіндісіне тең:

/  =  SE
лг-ЬДлг+;-(-Д5

(81.3)
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dt.
J ^ j x+& шамасын аз 6 үшін үлкен дәлдікпен былай 

жазуға болады:

дх)( £ 1 г (

d'2zмұндағы ^-2

+/ х
' д_ 
дх

І і
дх

д*
дх

, дЧ ? (81 .4)

ретінде я қимасындагы х бойынша алын-
ған екінші реттік туындысы.

Ах, I және Д£ шамаларының аз болуына байланысты 
(81.3) өрнегіне (81.4) турлендіруін пайдаланамыз:
/  =  SE

д х )> дх
. дЧ , 

+  дГ2 ^

= 5 £ ^ ( Д х  +  Д?)
dz

S E ^ A xд х -

(серпімді деформация кезіидегі салыстырмалы
ұзару бірден олдеқайда кіші болады. Сондықтан 
А|<СД*. Ендеше (Д*-гД£) қосындыдағы А£ қосылғышын 
ескермеуге де болады).

Ныотонның екінші заңының теңдеуіне масса, үдеу 
және күшті қойып, төмендегіні аламыз:

S E  -T-г, Ах.д х 1

Ақырында, SAx шамасына қысқартып, £-нің у пен г-ке 
тәуелді болмайтын дербес жағдайындағы (80.4) толқын- 
дық теңдеуі болып саналатын мына теңдеуге келеміз:

і = т г ! "  (81-5>
(81.5) теңдеуін (80.4) теңдеуімен салыстырып, мына- 

ны табамыз:

v = (81.6)

Сонымен, серпімді қума толқынның фазалық жылдам- 
дығы Юнг модулындағы квадрат түбірді ортаның тығыз- 
дығына бөлгенге тең. Осы сияқты көлденең толқынға 
арналған есептеулер жылдамдыққа арналған мына өр- 
некке келтіреді:

, = У т - ‘ ( 8 1 -7>
мұндағы G — ығысу модулы.
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§ 82. Серпімді толқынныц э и е р г и я с ы

Жазық кума толкын таралатын ортадан AV 'элемен- 
тар көлем бөліп алайық. Бұл көлемді қозғалыстың де- 
формациясы мен жылдамдығы осы көлемнің барлық
нүктелерінде оірдеи және тең болуы үшін мен -ге
сәйкес өте кішкентай етіп аламыз.

(45.15) формула бойынша біздің бөліп алған көлемі- 
міз серпімді деформацияның төмендегідей потенциялық 
энергиясына ие болады:

=  f  ^  f  ( г ғ )  V ,  ( 8 і . б )

мұндағы е— 4^-----салыстырмалы ұзару, ал Е — ЮнгOJC
м о д у л ы .

(81.6) бойынша Юнг модулы Е -ні pv2 (р — ортаның 
тығыздығы, и — толқынның фазалық жылдамдығы) ар- 
қылы ауыстырамыз. Онда АV көлемінің потенциялық 
энергиясына арналған өрнек мына түрде жазылады:

<821)
Қарастырылып отырған көлем, сондай-ақ, төмендегі- 

дей кинетикалық энергияға да ие болады:

д я * = т ( - § ) 2дк (82-2)
(рАУ— көлемнің массасы, — оның жылдамдығы).
(81.2) және (82.2) өрнектерінің қосындысы толық энер- 
гияны береді:

Ь.Е =  ЛЕ* +  =  ф  р д к

АЕ энергияны сол энергия тұрған AV көлемге бөліп, 
энергияның тығыздығын аламыз

и
2

І І
dt v- діү

дх) (82.3)

Жазық толкынның (78.2) теңдеуін t және х бойынша 
дифференциалдап, мыканы аламыз:

d?
dt
dl
дх

ша sin to It x

a sin to 11
n

<0
V
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Бұл өрнектерді (82.3) формуласына қойып, мынаны 
аламыз:

a =  ра2ш- su\2 ^ { t  — =  ра2ш2 sin2(cô  — kx). (82.4)

Көлденең толқын жағдайында да энергия тығыздығы 
үшін осындай өрнек алынады.

(82.4) формуласынан энергия тығыздығы уақыттыц 
әрбір мезетінде кеңістіктің’әрбір нүктесінде түрліше бо- 
латындығы байқалады. Бір нүктедегі энергия тығызды- 
ғы уақыт бойынша синус квадратының заңы бойынша 
өзгереді. Синус квадраттың орташа мәні жартыға тен 
болғандықтан, ортаның әрбір нүктесіндегі энергияның 
орташа (уақыт бойынша) мәні мынаған тең:

и =  -^-рагш2. (82.5)

(82.4) энергия тығыздығы жопе оныц (82.5) орташа 
мәні ортаның р тығыздығына, ы жпіліктіц квадратына 
және а толқын амплитудасының квадратына пропор- 
ционал болады. Мұндай тәуелділік амплитудасы турак­
ты жазық толқында ғана емес, толқынның басқа түрле- 
рінде де орын алады.

Сонымен толқын пайда болатын ортада энергияныц 
қосымша қоры болады. Бұл энергияны тербеліс көзінен 
ортаның ігүрлі нүктелеріне' толқынның өзі тасымалдай- 
ды, демек, толқын өзімен бірге энергия тасымалдайды. 
Қандай да болсын, бет арқылы бірлік уақыт ішінде тол- 
қын тасымалдайтын энергия мөлшері э н е р г и я  а ғ ы  
ны Ф деп аталады. Энергия ағыны — скаляр ша- 
ма, оның өлшемділігі энергия өлшемділігін уақыт өл- 
шемділігіне бөлгенге тең, яғни қуаттың өлшемділігінс 
дәл келеді. Осыған орай Ф шамасын эрг/сек, ватт т. б. 
арқылы өлшеуге болады.

Ортаның әр түрлі нүктелеріндегі энергия агыныныц 
интенсивтілігі түрліше болады. Кеңістіктің әр түрлі нүк- 
телеріндегі энергия агысын сипаттау э н е р г и я  а г ы 
н ы н ы ң т ы ғ ы з д ы ғ ы деп аталатын вектарлық ша- 
ма енгізіледі. Бұл шама сан жагынан, энергия тасымал- 
данатын бағытқа перпендикуляр, берілген нүктедс 
орналасқан бірлік аудап арқылы өтстін энергия агыпы- 
на тең. Энергия ағыиы тыгыздыгы векторыныц багыгы 
энергия тасымалданатып бағытқа сәйкес келсді.

Толқынның таралу бағрітына перпендикуляр AS х
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ауданша арқылы At уақыт ішінде АЕ энергия тасымал- 
дансын делік. Онда энергия агыныныц тыгыздығы /' 
анықтама бойынша мынаган тең:

Д Е (82.6)-
Д Е  

д t шамасы AS х беті арқылы өтетін АФ энергия
агыны екенін ескерсек, мынаны жазуға болады:

ДФ
(82.7)

AS х ауданша арқылы (199-сурет) At уақыт ішіпде 
табаны AS х биіктігі vAt (v — толқынның фазалық жыл- 
дамдығы) цилиндр көлемінде жи- 
нақталған АЕ энергиясы тасы- 
малданады. Егер цилиндрдің 
барлық нүктелеріндегі энергия 
тығыздығын бірдей деп санауга 
боларлықтай цилиндр мөлшері 
мейлінше аз болса, (ASi және 
А/-НЫҢ өте аз болу есебінен) он­
да А£-ні и энергия тығыздығы- 
ныц ASiuA/ шамасына тең цилиндр көлемінің көбейтін- 
дісіне тең деп санауға болады:

AE = uAS± vAt.
АЕ үшін бұл өрнекті (82.6) формуласына қойсак, мына­
ны аламыз:

j = uv. (82.8)
v фазалық жылдамдықты, бағыты толқынның таралу 

бағытымен (және энергияныц тасымалдану) дәл келе-
тін вектор ретінде қарастырып, 
төмендегіні жазуға болады:

j — uv. (82.9)
Энергия ағыны тығыздығының 

векторын қарастыруға алғаш рет 
орыстың көрнекті ғалымы 
Н. А. Умов енгізген, ол У м о в  

200-сурет. в е к т о р ы  деп аталады. и энер­
гия тығыздығы тәрізді .(82.9) век­

торы да кеңістіктің әр түрлі нүктелерінде түрліше бола­
ды' ал кеңістіктің берілген нуктесінде уақыт өткен сайын
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синус квадраты заңы бойынша өзгереді. (82.5) өрнегіи 
ескерсек, оның орташа мәні мынаған тец:

Уор =  «V =  ~~ paho'W. (82.10)

Кеңістіктің қандай да болсын нүктесіндегі j -ді біле 
отырып, осы нүктеде түрліше бағдарланып орналасқан 
шағын аудаиша (200-сурет) арқылы өткен энергия ағы- 
нын табуға болады. Ол үшін AS ауданшасын j векторы- 
на перпендикуляр жазықтыққа проскциялаймыз. ASX 
проекциясының шамасы мынаған тең болатындығы анық:

A Sj .= A S cosa ,  (82.11)
мұндағы a — ауданға түсірілген п нормальдыц ] вектор- 
мен жасайтын бұрышы.

AS-тің аз болуына байланысты AS арқылы қандай 
ағын өтсе, AS ± арқылы да сондай ағып ағып өтеді. A S± 
арқылы өтетін ағын (82.7) бойынша мынаған тең:

ДФ =  jAS х
AS х-ті оныц (82.11) өрнегіндегі мәнімен ауыстырып, 

мынаны аламыз:
ДФ =  /Д5 cos a.

Бірақ / cos а шамасы j векторынын, AS ауданшасына 
түсірілген п нормаль бағытындағы құраушысы болып 
табылады:

j n = j cos a.
Демек, төмендегіні жазуға болады

ДФ =  /„Д5. (82.12)
Сонымен AS шағын ауданша арқылы өтетін энергия 

ағыны тығыздығы векторының нормаль қүраушысын Д5 
ауданшаға көбейткенге тең.

Қалауымызша алынган 5 беттің кез келгеи нүктесін- 
дегі j шамасын біле отырып, осы бет арқылы өтетін Ф 
энергия ағынын есептеп шығаруға болады. Осы мақсат- 
пен бетті AS элементар учаскелерге бөлеміз: бүл учаске- 
лердің кішкентайлығы соншалық, оларды жазық деп, ал 
әрбір AS шегінде j векторын шама жағынан да багыт жа- 
ғынан да тұрақты деп санауға болады. Онда әрбір AS 
учаскесі арқылы ДФ элементар агынын (82.12) формула- 
сы бойынша есептеуге болады, әрбір AS үшін, AS аудан­
ша орналасқан жердегі j векторынын шамасына және 
осы ауданшаның j векторымен салыстырганда багдарла- 
нуына байланысты болатын, / шамасыиын мэпі алы- 
нады.
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5 беті арқылы өтетін толық элементар ағындардың 
қосындысына тең болады:

ф  =  =  ( 8 2 . 1 3 )

Біз алған өрнек жуықтап алынған өрнек болып табы- 
лады. Ф-ның дәл мәнін алу үшін, барлық Д5-ті нольге 
ұмтылдыру керек. Бұл жағдайда (82.13) қосындысы бар- 
лык S беті бойынша алынған интегралға айналады:

q i= § jn ds. (82.14)

(82.14) формула беттің әр түрлі нүктелеріндегі энергия 
ағынының тығыздығы мен осы бет арқылы өткен энергия 
ағыны арасындағы байланысты береді.

Сфералық толқынның толқындық, беті арқылы өткен 
энергия агынын есептейік. Толқындық беттің барлық 
нүктесіндегі энергия ағыны тыгыздығы векторының нор­
маль қүраушысы бірдей жәнс оның орташа мәні мына- 
дай болады:

тп = 4 "  pfl*ш2у
(аг — толқын көзінен г қашықтықтағы толқын амплиту- 
дасы)

(82.14) формуладағы дің тұрақты мәнін интеграл 
таңбасының сыртына шығарсақ, мынаны аламыз:

^ о р таш а J 2 Р^г<х>

Егер толқын энергиясы ортада жұтылмаса,. радиусы 
кез келген сфера арқылы өтетін орташа энергия агыны- 
ның мәні бірдей болады:

Ф 0 р т а ш а  = 2яр(о2і>агГ2 =  const.
Осыдан сфералық толқынның аг амплитудасы толқын 

көзінен қашықтыққа кері пропорционал болатындығы 
көрінеді [(78.9) теңдеуін қараңыз].

78-параграфта біз, толқын энергиясы ортада жұтыл- 
маған жағдайда ғана, жазық толқынның амплитудасы 
тұрақты болатындығын атап кеттік. Олай болмаган жаг- 
дайда толқын интенсивтілігі толқын көзінен алыстаган 
сайын біртіндеп кемиді — толқынның өшуі байқалады. 
Тәжірибе көрсеткендей, мұндай өшу экспоненциалдык 
заң бойынша өтеді. Мүның өзі толқын амплитудасы х қа- 
шықтыққа байланысты а = а0е~^х заңы бойынша кем.и-
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тінін білдіреді, сондықтан жазық толқынныц тендеуі мы- 
на түрде жазылады:

£ = a0e- r r  cos((s)t — k x ) . (82.15)
ү шамасы т о л қ ы н н ы ң  ө ш у к о э ф ф и ц и е н т ) '  

(немесе жұтылу коэффициент!1) деп аталады. Оның өл- 
шемділігі ұзындықтың өлшемділігіне кері болады. ү-ға 
кері шама толқын амплитудасы е есе кемитін қашықтық- 
қа тең екендігіне оңай көз жеткізуге болады (73-пара- 
графтағы өшетін тербелістің р коэффициентімен салыс- 
тырыңыз)

(82.10) бойынша (82.15) толқын интенспвтілігі х қа- 
шықтығына байланысты төмендегі зац бойынша кемиді:

ІоР = Іо90е - ^ х (82.16)
Жұтатын ортада таралатын сфералық толқынпыц 

теңдеуі былай жазылады:

E =  ^ c o s » ( < -  - f ) .  (82.17)

§ 83. Толқынныц иитерференциясы мен дифракциясы

Егер ортада бір мезгілде бірнеше толқын таралса, он- 
да орта бөлшектерінің тербелісі әрбір то.тқын жеке-жеке 
таралған кезде бөлшектер жасайтынддй тербелістің гео- 
метриялық қосындысы болады екен. Дсмек, толқындар 
бірін-бірі ұйытқытпай, бір-бірімен қабаттасады. Тәжі- 
рибе негізінде жасалған бұл ұйғарым толқындардың 
с у п е р п о з и ц и я  (қабаттасу) п р и н ц и п і деп ата­
лады.

Ортаның әрбір нүктесіндегі жеке толқындардан пай- 
да болган тербелістердің фазалар айырмасы түрақты 
болған жағдайда, толқын к о-г е р е н т т і деп аталады. 
Жиіліктері бірдей толқындар ғана когсрснтті болатын- 
дығы айқын.

Қогерснтті толқындар қосылғанда, бір нүктелерде 
тербелісті күшейтетін, ал екіпші нүктелсрде тербелістер 
бірін-бірі олсірететін и н т е р ф е р е н ц и я  қүбылысы 
пайда болады.

Тұрақты фазалар айырмасымен тсрбелетіи 0\ жопе
Дурысын айтсак, жүту коэффициспті деп амилмтудапыц ком\ і11 

синаттайтыи шаманы емсс, то.іқыіим.іц иіітсіісітті.іігіп аГпамыі. Бүл 
шама 2ү га тец.
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0 2 нүктелік толқын көздерінеи (мұндай көздер, олар шы- 
гаратын толқындар тәрізді, когерентті деп аталады) та- 
ралатын екі толқынды қарастырайық. Әрбір толқынның 
жеке-жеке ту.ғызган екі тербелісінің де бағыты бірдей 
болған жағдайдағы (ол үшін толқын көздерініц арасы 
толқыи көзінен берілген нүктеге дейінгі қашықтыктан 
әлдеқайда кіші немесе тербе- 
лістіц бағыты толқын көзі мен 
берілген нүкте жататын жа- 
зықтыққа перпендикуляр бо- 
луы керек) ортаның қандай да 
бір нүктесіндегі қорытқы тер- 
белісін анықтайық.

Оі және 0 2 толқын көзде- 
рінің тербеліс фазасы сәйкес 
(юМ-аі) және (ооН-а2) шама- 
ларына тең болсын. Онда бе- 
рілген нүктедегі тербеліс тө- 
мендегі тербелістердің қосын- 
дысына тең болады:-

^і=Я] cos ( с о /  +  а і — к г х) ,

І2 — ̂ 2 COS (<jit +  СС2 — kf2),
мұндағы и\ жәпе а2— қарастырылатын нүктедегі толқын 
амплитудасы, k —̂ толқындық сан, гх және г2 — толқын 
көзінен берілгеи нүктеге дейінгі қашықтык.

k(rx — г2) — (аі — а2) = ± 2лп  (п = 0, 1, 2, ...) (83.1)
шарттары бойынша анықталатын нүктелердегі тербеліс- 
тер бірін-бірі күшейтеді және қорытқы қозғалыс жиілігі 
ш амплитудасы (ах + а2) гармониялық тербелісті көрсе- 
теді.

к{г\ — г2) -  (ссі — а 2) = ± 2я (п = 0, 1 , 2 , ...)
(83.2)

нүктелердегі тербелістер бірін-бірі әлсіретеді және қо- 
рыткы қозғалыс амплитудасы \ах — а2\ шамасына тең 
гармониялық тербеліс болады. Атап айтқанда, ах=а2 
болғанда бұл нүктелердегі тербелістер жойылады.

(83.1) және (83.2) шарттары
Г\— r2 =  const (83.3)

болатынды.ғын көрсетеді.
Аналитнкалык, геометриядан (83.3) теңдеуі фокуста- 

ры Ох жәпе 0 2 нүктелерінде болатын гиперболаныц тең-
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деуі екендігі белгілі. Сонымен, тербёлістер бірін-бірі кү- 
шейтетін немесе әлсірететін нүктелердің геометриялык. 
орны гиперболалар үйірін береді (2 0 1-сурет а\ — сс2 =  0 
жағдаГіына сай келеді. Тұтас сызықтар мен тербелістер- 
дің бірін-бірі күшейтетін орындары, пунктир сызықтар- 
мен тербслістердің бірін-бірі әлсірететін орындары көр- 
сетілген)

Толкындар өз жолында кездескен бөгетті орап өтеді. 
Бұл қүбылыс д и ф р а к ц и я  деп аталады. Дифракция- 
ның пайда болуы t уақыт мезетіндегі белгілі фронттын 

хү орны бойынша / +  уақыт мезетіидегі
толқын фронтын салу тәеілі тағайын- 

Оул далатын Гюйгенс принципінің көмегі-
мен түсіндіруге болады. Гюйгенс прин- 
mini бойынша толқындық қозғалыс 
жететін әрбір нүкте екінші реттік тол- 
қындар кызметін атқарады; бұл тсл- 
қындардың ораушысы толкын фронты 

Гдқі ның келесі мезетіндегі калпын берсді
) г у \  (20 2-сурет, орта біркелкі емес деп
j—̂  J  ұйгарылады — суреттің төменгі. жа-
г ғындағы толқындардыц жылдамдығы

жоғарғы жағындағыдан үлксн бо- 
202;сурет. лады). v

Тесігі бар жазық бөгетке оған параллель толқып 
фронты түссін, бөліп алынған тесігі бар учаскенің әрбір

203-сурет.

нүктесі біртекті жәпс іпотропты ортада сфералық бола- 
тып екінші рсттік толқын кездсрініц центрі қызметіп 
атқарады. Ёкінші реттік толкындардыц ораушысын қү- 
рып, біз тесіктіц артыпда толқын бөгеттің шетін орап, 
геометриялық көлеңке аймағына (суретте бүл аймақтыц 
Шекарасы пупктирмен көрсстілген) снетініне көз жег- 
кіземіз.
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§ 84. Турғын толқындар

Интерференцияның өте мацызды жағдайы амплиту- 
дасы бірдей бір-біріне кездесетіи екі жақтық толқынның 
қабаттасуы кезіидс байқалады. Осының нәтижесінде 
пайда болатын тсрбелмелі процесс т ұ р г ы н то  л қ ы н 
ден аталады. Іс жүзінде тұрғын толқындар толқынпың 
бөгеттеп шағылуы ксзінде пайда болады. Бөгетке келгеп 
толқын мен оған қарсы қозғалып келе жатқан толқын 
бір-бірімен қабаттасып, тұрғын толқын береді.

Қарама-қарсы бағытта таралатын екі жазық толқын- 
ның теңдеуін жазайық:

l\ —a cos (о)t — kx) ,
±2 — cl cos (ut + kx)

Екі теңдеуді бірғе қосып және оның косинустардың қо- 
сындысына арналған формула бойынша нэтнжелерін 
түрлендіріп, мынаны аламыз:

5 = £і +  92 — 2a cos kx cos cot
k толкындық санын оның 2яД мәнімен ауыстырып, £ ша- 
масына арналған өрнекті мына түрге келтіруге болады:

12acos 2 т:--- ) cos ш/. (84.1)

(84.1) тецдеуі тұрғын толқынның теңдеуі болады. Бұ- 
дан түрғын толқынныц әрбір нүктесінде қарам-қарсы 
толқынның жиілігіндей тербелістер өтетіндігі көрінеді. 
Сонымен қатар, амплитуда х-қа да тәуелді болады:

амплитуда = 2acos 2т: .

2л - Д = ± я л  (п = 0 ,1 ,2 , . . . )  (84.2)
нүктелсрінде тербеліс амплитудасы ең үлкен 2a мәніне 
жетеді. Бүл нүктелер түрғын толқынның ш о г ы р л а 
н у ы  деп аталады. (84.2) шартынан шоғырлану коор- 
динаталарьшың мәні алынады:

Хшок= ± «-5-  1, 2, ...) (8413)

2 ±(л+ф)* (п =  0, I, 2, .)
болатын нүктелерде тербеліс амплитудасы нольге айна- 
лады. Бұл нүктелер тұргын толқынның. т ү й і н д е р і 
деп аталады. Түйіндерде орналасқан ортаның нүктелері
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тербеліс жасамайды. Түйін координа.таларының мына- 
дай мәндері болады:

■*шоК =  ± ( я  +  - y j  (« =  0 , 1 , 2 ,  .)• (84.4)

(84.3) және (84.4) формулаларынан көршілес шоғыр- 
ланудың арасы, сондай-ақ көршілес түйіидердің арасы 
Я/2 екендігі көрінеді. Шогырлану мен түйіндср бір-біріне 
қатысты шмрек толқын ұзындыгына ығысқан.

Тағы да (84.1) теңдеуіне оралайық. (2асоъ2л~~^
көбейткіші нольдік мән арқылы өткенде таңбасын өзгер- 
теді. Осыған орай түйіннің әр жағындағы тербеліс фаза- 
сы бір-бірінен я шамасына ажыратылады, яғни түйін-

Т у й і н  Т у й і н  Ц й і н  Т ц и і н

204-сурет.

нің әр жағында орналасқан нүктелер қарама-қарсы 
фазада тербеледі. Көршілес екі түйіннің арасында орна- 
ласқан барлық нүктелер синфазада (яғни бірдей фаза­
да) тербеледі. 204-суретте нүктенің тепе-тендік қалпы- 
нан ауытқуының бір қатары «сол сәтіндегі фотография- 
лары» берілген. Алғашқы «фотография» ауытқудың ең 
үлкен абсолют мәніне жететін мезетіие сойксс келеді. 
Бұдан кейінгі «фотографиялар» ширек периодты интср- 
валмен жасалған; стрелкалармен бөлшектсрдің жылдам- 
дығы көрсетілген:

(84.1) тецдеуін х және t бойынша дифференциалдап, 
біз ортаның деформациясы е мен бөлшсктсрдіц жыл- 
дамдығы өзгеретін зацды табамыз:

г =  ^ -  =  —-2-Y-asin2ir^-cos«)/, (84.5)

=  — 2u>acos 2 - - ^  sin W. (84.0)
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■ t~0

(84.5) теңдеуі деформацияның тұрғын толкынын, ал
(84.6)— жылдамдықтың тұрғын толқынын сипаттайды. 
Бұл теңдеулердің түрінен, жылдамдықтыц түйіні шоғыр- 
лаиуы ығысудың түйінімен шо- j 
ғырлануына сәйкес келеді; 
сол сияқты деформацияның ^
түйімі мен шоғырлануы жыл- 
дамдық пен ыгысудың түйіні 
мен шоғырлануына- сәйкес ке- |  
леді (205-сурет). Сол уақытта 
g мен е ең үлкен мәніне жет- 
кенде, £ нольге айналады және *
керісінше болады. Осыған 
орай период ішінде екі рет 
тұрғын толқынның энергиясы, j
біресе толығынан толқын тү- 
йіннің маңында (деформация- 
ның шоғырлануы орналасқан і
жерде) жинақталған потен- 
циялық энергияға, біресе то- 
лыгынан толқын шогырлану ■
негізі маңында (жылдамдық- 
тың шоғырлануы орналасқам 
жерде) жинақталған кинети- 
калық энергияға айналады.
Осының нәтижесінде энергия 
әрбір түйіннен оған көршілес 
шоғырлануға және керісінше өтеді. Кез 
қпмасырдағы энергияның орташа ағыны
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205-сурет.

келген толқын 
нольге тең.

§ 85. Шектің тербелісі

Екі ұшы бекітіліп тартылған шекте көлденец толқын- 
ды қоздырғанда тұрғын толқын пайда болады, әрі шек- 
іің бекітілген жерлерінде түйіндер орналасады. Сондық- 
тан шекте, шек ұзындығында жарты толқын ұзындығы 
бүтін сан рет орналасқан тербелістер ғана елеулі интен- 
спвтілікпен қозады (206-сурет). Осыдан

/ =  п - ү  немеее Хя =  —  (п  =  1 , 2 , 3 ,  .) (85 1)

шарты шығады, мұпдағы / — шек ұзындығы. (85.1) тол- 
қын ұзындығына

285



V V

~2l п ( я =  1, 2, 3, •)

жиіліктері сәйкес келеді (и — шектің керілу күші мен 
узындық бірлігінің эдассасы, яғни шектің сызықтық ты-

гыздығы бойынша анықта- 
латыи толқынның фазалық 
ж ылдамдығы)

v п жиіліктері шек тербе- 
лісінің м с іі ш і к т і ж и і 
л і к т е р і деп аталады. 
Меншікті жиіліктер негізгі 
жиіліктер деп аталатын 

v

206-сурет.
жиіліктеріне ессленеді. п = 2, 

3, жиіліктеріне сай келетін жиіліктер обертондар (бі- 
рінші обертон я = 2-ге, екіншісі п = 3-ке және т. б. сәйкес 
келеді) деп аталады. Жалпы жағдайда шек тербелістері 
меншікті жиіліктері әр түрлі бірнеше тұрғын толқындар- 
дың қабаттасуынан да болуы мүмкін.

§ 8G. Допплер эффектісі

Серпімді ортада, толқын көзінем белгілі бір қашық- 
тықта, қабылдагыш деп аталатын, ортаның тербеліеін 
қабылдайтын құрылғы орналасқан делік. Толқын көзі 
мен қабылдағыш толқын тарайтын ортамен салыстыр- 
ғанда қозғалмайтын болса, онда қабылдагыш қабылдай- 
тын тербеліс жпілігі толқын көзінін v0 тербеліс жиілігіне 
тең. Г:гер қабылдағыш толқын көзі не олардың екеуі де 
ортамен салыстырғанда қозғалатын болса, онда қабыл- 
дагыш қабылдайтыд v жиілік vo жпіліктен өзгеіпе болуы 
да мүмкін. Бүл қүбылыс Д о п п л е р  э ф ф е к т і с і деп 
аталады.

Қарапайым болу үшін, қабылдағыш пен толқын көзі 
олардың арасын қосатын түзу бойымен қозғалады деп 
ұйғарайық. Егер толқын көзі қабылдағышқа карай қоз- 
галса, онда толқып көзінің v Кт жылдамдыгы оц деп, ал 
егер толқын көзі қабылдағыіптап алыстаеа теріс деп 
есептейміз. Осы сияқты, егер қабылдагыш толқын көзіне 
жақыпдаса, онда л-КЯб қабылдағыпі жылдамтыгын оц
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дсп, ал стер қабылдағыш толқым көзінен қашықтаса те- 
pic деп санаймыз.

Егер толқын көзі қозғалмайтын болса және vo жиілік- 
гтен тербелсе, онда толқын көзі vo-інші тербеліс жасап 
өткен мезетке бірнеше тербелістен туған толқын «жалы» 
ортада v жол жүріп үлгереді (и — толқыннын ортамен 
салыстырғандағы таралу жылдамдығы). Олай болса, v0 
секунд ішінде толқын көзі туғызған толқынның «жалы» 
мен «сайы» и үзындықтың ішінде орналасады. Егер тол- 
кын ортамен салыстырғанда v Ke3 жылдамдықпен қоз- 
ғалса, онда толқын ү0-інші тербеліс жасаған мезетте, бі- 
рінші толқыинан туған «жал» толқын көзінен v — иквз 
қашықтықта болады (207-сурет) Олай болса, толқын- 
ның vo «жалы» мен «ойысы» v — v Көз ұзындығының ішін- 
де орналасады да, толқын үзындығы мынаған тен, бо­
лады:

>.== v ~ v«*3 (86.1 )Vo
Қозғалмайтын кабылдағыш секунд ішінде, v ұзынды- 

ғының ішінде орналасатын, «жалдар» мен «сайлар» өте- 
ді. Егер қабылдағыш и қаб жылдамдықпен қозғалса, онда 
ол секундтық аралық уакыт соцында, осы аралықтың 
басында қазіргі қалпына v қашықтықта тұрған «сайды»

207-сурет.

қабылдайды. Сонымен қабылдағыш секунд ішінде, 
 ̂+  Укаб ұзындыгынын ішінде орналасқан «жалдар» мен 

«сайларға» сай келетін тербелістерді қабылдайды (208- 
сурет) және

У + к̂аб ( 86.2)

жиілікпен тербеледі.
(86.2 ) өрнегіне I  шамасына арналган (86.1 ) өрнегін 

қойып, мынаны аламыз:
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(86 3)

(86.3) формуласы бойынша қабылдагыш пен толқын 
көзінің осындай, олардың ара қашықтыгы кысқаратып- 
дай, қозғалысында қабылдағыш кабылдайтын v жиілік 
толқын көзінің \о жиілігінен көп үлкен болады. Егср тол- 
қын көзі мен қабылдағыштың ара қашықтығы артса, v 
шамасы vo шамасынан кем болады.

Толқып көзі мен қабылдағыштыц козғплысы олардыц 
арасын қосатын түзуге дәл келмесе, (86.3) формуласын- 
дағы v көз мен оқаб шамаларын толқын көзі меи қабыл- 
дағыш жылдамдықтарынын аталған түзудегі проекция- 
лары деп түсіну керек.

Егер ауада таралатын серпімді толқынның жпілігі 
шамамен 20 дан 20 000 гц аралығында болса, онда олар 
адам құлағына жетіп, дыбыс сезімін тудырады. Осыған 
орай, көрсетілген аралықта жатқан кез келген ортадагы 
жиілігі бар серпімді толқындар дыбыстык толқындар 
немесе жай ғана дыбыс деп аталады. Жиілігі 20 з^-тен 
төмен серпімді толқындарды и н ф р а д ы б ы с деп, жиі- 
лігі 20 000 гц-тен жоғары толқындарды ультрадыбыс деп 
атайды. Инфра- және у л ь т р а д ы б ы с т а р д ы адам- 
ныц құлағы естімейді.

Газдар мен сұйықтардағы дыбыстык толқындар ку­
ма толқын ғана бола алады және ол ортапын алма-кезек 
ауысып отыратын соғылуы мен сирсуінен түрады. Қатты 
денелерде қума толқындар да, көлденең толқындар да 
таралады.

Қабылдайтын дыбысты адам жоғарылыгы, тембрі жә- 
не қаттылығы бойынша ажыратады. Осы субъективтік

v

V гперЪепіс

208-сурет.

§ 87. Дыбыстық толқындар
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бағаның әрқаіісысына дыбыс толқынының белгілі бір 
физикалық сипаттамасы сәйкес кследі.*

Ксз келген нақты дыбыс жай ғана гармонпялық тер- 
беліс емес, жиіліктердің белгілі бір жиыныман тұратын 
күрделі гармонпялық тербелістердің қабаттасуы болып 
табылады. Берілген дыбыс құра- j. 
мындағы тербеліс жиІліктсрінің * 
жиыны оның а к у с т н к а л ы қ 
с н е к т р і дсп аталады. Егер 
дыбыста v'-tcii v''-ке дейінгі ин- 
тсрвалдағы барлық жиіліктегі 
тербелістер болса, онда спектр 
тұтас деп аталады. Егер ды­
быс дискретті (яғни бір-бірі- 
пен шскті интервалдармен бөлін- 
ген) Vi, \’2, үз және т. б. жиілікте- 
рі бар тербелістерден тұрса, онда 
спектр сызықты деп аталады.
209-суретте түтас (жоғарғы) жә- 
не сызықты (төменгі) спектр көр- 
сетілген. Абсцисса осі бойынша 
тербеліс жиілігі, ал ордината осі бойынша оныц иитен- 
сивтілігі салынған.

Шу ішінде тұтас акустикалык спектр болады. Сызық- 
ты спектрі бар тербелістер, едәуір мөлшерде белғілі бір 
биіктігі бар дыбыс түйсіғін тудырады. Мұндай дыбыс 
тондық дыбыс деп аталады.

Тондық дыбыстың биіктігі негізгі (ең аз) жиілікпен 
(209-суреттегі vi жиілігін қараңыз) анықталады. Обер- 
тондардың салыстырмалы (яғни жиіліктері \ 2, v3 жә- 
не т. б. тербелістер) интенсивтілігі дыбыстың бояуын не- 
месе тембрін анықтайды. Әр түрлі музыкалық аспаптар 
қоздыратын дыбыстың спектрлік құрамы, естілуі бойын­
ша, мысалы, сырнайды скрипкадан не>іесе рояльдан 
ажыратуға мүмкіндік береді.

§ 881. Газдағы дыбыс толқыпымың жылдамдығы
Газдағы серпімді толқын газдардың кеңістікте тара- 

латьтн сьтғылуы меп сиреуі алма-кезек ауысатын аймақ- 
тарыиыц тізбеғі болып табылады. Демек, кеңістіктің

1 Бул параграфқа 102 жоне 103-параграфтарды окыганпаи кейіи 
кайта оралған жөн.

__ I 1 1 . 1
vz. Kf V(.
209-сурет.
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әрбір нүктссіндегі қысым, газда толқын болмаған ксзде- 
гі р қысымның орташа мәнімен Ар шамасына псриодты 
түрде өзгеріп отырады. Сонымен, кеңістіктің кейбір нүк- 
тесіндегі қысымның лездік мәнін мына түрде беруге бо- 
лады:

р' = р + Ар.
Дыбыстық толқын х осінің бойымен таралсын делік. 

81-параграфта серпімді толқынныц қатты ортадагы 
жылдамдығын тапқанымыз тәрізді, биіктігі Ах, табаны-

ныц ауданы 5 цилиндр (210- 
;,ч ,- сурст) түріндсгі газ көлемін

қарастырайық. Осы көлем 
ішіндегі газ массасы р5Ах 
шамасына тец, мұндагы р 
толқын ұйтқытпаған газдың 
тығыздығы. Ах шамасыныц 

p'PvtSxr^+A;) аз болуына байлапысты, 
цилиндрдіц барлық нүктс- 
лсріндегі үдеуді бірдсй жә- 

дЧнс рүт шамасына тсц дсп
санауга болады.

Қарастырылып отырған 
газ көлеміне эсер етстін f 
күшін табу үшін, цилнндр- 
дің( 5 табан ауданыныц 
(*Ң-£) қимасы мен (х +  Д.ү + 

+ |  + Д£) қимасындағы кысымдардың айырмасына кө- 
бейтіндісін алу керек. (85.5) формуласына келтірген ұй- 
ғарымды кайталап, мынаны аламыз:

С г ~\
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1
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1
1
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1
1

t 1
1

Т--
---

---
1 J

! IX дуЛг
210-сурет.

f  =
др_
дх S  Ад-

[(81.5) формуласын корыту кезінде A^<A.v ұйғарымын 
пайдаланганымызды сске алайық]. Сонымен біз бөліп 
алынған көлемдегі газдың массасын, оныц үдеүін жопс 
оған эсер ететін күшті таптык. Кнді газдыц осы көле.мі 
үшін Мыотонныц екінші зацыныц геңде\ін жазайық:

(р5 Ах) оі- - d- f S  A.V.Ох

S Ал' шамасына қысқартқан соц төмендегіні аламыз:

Р
о-і
оГ-

< > г ’

Ох (3°' 1)
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Біз алған дифференцналдык теңдеуде екі белгісіз 
функция бар g және р' Тендеуді шеше алу үшін, осы 
функциялардың біреуін екіншісі арқылы өрнектеу керек.
Ол үшін газдың р' қысымы мен оның көлемінің jA- са-
лыстырмалы ұзаруы арасындагы байланысты табамыз. 
Бұл байланыс газдыц сыгылу (немесе үлғаю) процесі- 
нің сипатына байланысты болады. Дыбыстық толқында 
газдың сығылуы мен спрсуі біріпің артынап бірі жиі 
өтетіндіктен, ортаныц көршілес (сыбайлас) учаскелері 
жылу алмасып үлгере алмайды да процесті адиабаттық 
деп санауға болады. Адиабаттық процесс кезінде беріл- 
ген газдың қысымы мен көлемі арасындағы байланыс
(103.4) теңдеуі арқылы беріледі. Сондықтан былай жа- 
зуға болады:
р (S Дх)т =  р' \S (Ах +  А̂ )]т =  /?' Д* +  Ахдх

= P ' {S^ Y [ i  + £ f ,

мүндағы ү — газдың тұрақты қысымдағы жылу сыйым- 
дылыгыныц тұрақты көлемдегі жылу сыйымдылығына 
қатынасы. (SAx)  ̂ шамасына қысқартып, мынаны 
аламыз:

' - " ( ■ + й '
Ұйғарым бойынша -A- 1 ексндігін пайдаланып,OJC

д*
(<+ т өрнегін дәрежесі бойынша қатарға жік-
теп және жоғарғы реттегі аз шамалары бар мүшулерді 
ескермейді. Осының нәтижесінде мына формулаға ке- 
леміз:

р = р і х + 'і £
Бұл теңдеудің р' шамасыпа қатысты шешейік.

ог Р 1
dS \ 1

а х
( 88.2)

 ̂ Т дх
Табылған қатыстан Ар шамасына арналған өрнекті 

оңай алуға болады:--------------------- - і
1 Біз х<СІ үшін дұрыс болатын ~ 1 — х  формуласын панда-

ландық.
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Ь р  =  р ' - р = ^  -і Р § .  (88.3)

д г _ А р
тысынан '

д х Р

ді
Сонымен т -  <С 1 шарты физи-ох

калық тұрғыдаи қысымның орта мәннен ауытқуы қы- 
сымның өзінсн олдсқайда кіші. Бул шынында да солай: 
атмосфералық р қысым 103 мм сыи. бағ. іпамасында 
болганда, ең қатты дыбыс үшін ауа қысымы тербелісініц 
амплитудасы 1 мм. сын. бағ-нан артпайды.

(88.2) өрнегін х бойынша дифференциалдап төменде- 
гіні табамыз:

Соңында
муласына
аламыз:

-г- шамасыныц табылған мәнін (88.1) фор-OX
қойып, мына дифференциалдық теңдеуді

д х -  тр  d t 2
(88.4)

(88.4) теңдеуін (80.4) толқындық теңдеуімен салыс- 
тыру газдағы дыбыстық толқынныц жылдамдыгы үшін 
төмендсгі өрнскті береді:

v = Y V f -  <88-5>
(р және р — ұйтқытпаған газдың қысымьт мен тыгызды- 
ғы екенін ескертейік).

Алғашқыда, газдагы дыбыс жылдамдығы қысымга 
тәуелді сияқты болып көріпеді. Бірақ бүл олай емее, 
өйткені қысымныц өзгеруі газ тығыздығының өзгеруімен 
қабаттаса жүреді.

Қалыпты қысымдагы газ қасиеті төмендсгі теңдеу- 
мен жақсы өрнектеледі:

pV=HLFlT  (88.6)

( т — V көлемде орналасқан газдың массасы, р — сам 
жағынан газдың молекулалық салмағына тең, мольдің 
массасы) Газдың т массасын оның V көлемінс бөліп. 
р тығыздығын алуға болады. (88.6) теңдеуін m/V  шама- 
сына бөліп, төмсндегіні табамыз:

т _ ру- 
н У R T  '
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Тығыздыққа арналған бұл өрнекті (88.5) өрнегіне қо- 
йып, газдағы дыбыс жылдамдығына арналған формула- 
ііы аламыз:

v = (88.7)

Бұдан газдгГғы дыбыс жылдамдығы тсмператураға және 
газды сипаттайтын ү мен р шамаларының мәніне тәуелді 
болатындығы көрінеді. Газдағы дыбыс жылдамдығы қы- 
сымға тәуелді болмайды.

Молекулалардың жылулық қозғалысының орташа 
жылдамдығы

-  -\ГШТ

формуласы бойынша анықталады [(106.17) формуласын 
қараңыз]. Бұл формуланы (88.7) формуласымен салыс- 
тыру газдардағы дыбыс жылдамдығы v молекулалар- 
дың орташа жылдамдығымен

( 88-8)

қатысымен байланысатындығын көрсетеді.
Ауа үшін ү шамасының 1,4-ке тең мәнін қойсақ 

~ 3/4У0рТ болады. ү шамасының мүмкін _боларлық ең 
үлкен мәні 5/з болады. Бұл жағдайда v ^ 4/5v MOJI Соны- 
мен газдағы дыбыс жылдамдығы молекуланың жылулық 
қозғалысының орташа жылдамдығымен шамалас, бірақ 
әрқашанда v мол шамасынан аз болады.

Бөлме температурасындағы (290° К шамасындағы 
абсолют температура кезінде) ауадағы дыбыс жылдам- 
дығының шамасын бағалайық. Ауа үшін ү=1,40, р =  29. 
Универсал газ тұрақтысы 8,31 103 дж/кмоль-град-к,а тең. 
Осы мәндерді (88.7) формуласына қоямыз:

-J Г  1 ,40-8 ,31-103.290 ,v  =  ]/ =  ү  —----- ------------=  340 м/сек.

v шамасының біз тапқан мәні тәжірибе жүзінде алын- 
ған шамаға сай келеді. Молекулалық салмағы белгілі 
газдағы дыбыс жылдамдығын өлшеп, (88.7) формуласы 
бойынша ү шамасын — газдың тұрақты кысымдағы жы- 
лу сыйымдылығының оның тұрақты көлемдегі жылу 
сыйымдылығына қатынасын есептеп шығаруға болады. 
Бұл әдіс іс жүзінде қолданылады.
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Дыбыста дисперсияның, яғни жылдамдықтың жиілік- 
ке тәуелдігінің байқалмауының айырықша манызы бар. 
Мұндай тәуелділік сөйлесуді жүзеге асыруға мүмкіндік 
бермес еді немесе қиындатып жіберер еді жоне музыка- 
га рахаттана алмас едік.

§ 89. Дыбыс күші децгейіііің шкаласы

Дыбыс толқынының интенсивтілігі деп толқынның 
өзімен бірге тасымалдайтын энергия ағыны. тығыздығы- 
ның орташа мәнін түсінеміз. Дыбыстық сезім тудыру 
үшін толқынның есіту табалдырыгы деп аталатын белгі- 
лі бір дәрежеде интенсивтілігі болу керек. Әр түрлі адам- 
дар үшін есіту табалдырығы әр түрлі және ол дыбыс 
жиілігіне көбірек тәуелді болады. Адам құлағы 1000-нан 
4000 гц-ке дейінгі жиілікке анағұрлым сезімтал. Бұл ай- 
мақтағы есіту табалдырығы шамамен 10~9 эрг/см2. сек 
шамасында болады. Бұдан басқа жиіліктерде есіту та- 
балдырығы жоғары жатады (211-суреттегі тө'менгі қи- 
сықты қараңыз).

Интенсивтілік 103 — 104 эрг/см2-сек шамасында бол- 
ранда толқын құлақты ауыртатындай сезім тугызып, ды­
быс ретінде қабылданбайды. Интснспвтіліктің мүндай 
жағдай байқалатын мәні ауыртатын түйсік табалдыры­
гы дсп аталады. Ауыртатын түйсік табалдырыгы, осіту 
табалдырығы жніліккс тәуелді болады (211-сурсттсгі 
жогарғы қисық сызықты қараңыз; бүл сурстте келтіріл- 
гсн мәліметтер орта қалыгіты құлаққа арналган)
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Субъективті түрде бағаланатын қаттылық дыбыс тол- 
қындарының интенсивтілігіне қараганда баяу өседі. Ин- 
тенсивтілік геометриялық прогрессия бойынша өскенде, 
қаттылық шамамен арифметикалық прогрессия бойын­
ша, яғни сызықты түрде өседі. Осыған сүйеніп, қаттылык 
деңгейі берілген дыбыс интенсивтілігі / шамасының^ал- 
ғашқы интенсивтілік ретінде алынған /0 шамасына қа- 
тынасының логарифмі ретінде анықталады:

I  =  (89.1)

Жиілік 1000 гц шамасында болғанда есіту табалды- 
рығы нольдік деңгейде (L = 0) жататындықтан, /0 алғаш- 
қы интенсивтілік 10~9 эрг/см2 ■ сек-қа тец деп алынады.

(89.1) формул асы бойынша анықталатын L қатты- 
лық деңгейі бел деп аталады. Әдетте бұдан 10 есе аз 
бірлікті — децибелді (дб) пайдаланады. L шамасының 
децибелмен алынған мәні

Z,= 1 0 1 g ~  (89.2)

формуламсн анықталатындығы аиық.
Кез келген І\ және /2 екі интенсивтіліктіц катынасы 

да децибелмен өрнектеуге болатынын ескертейік:
L vl=  1 0 1 g ~  (89.3)

(89.3) формуласы бойынша кейбір қашықтықтағы 
толқын интенсивтілігінің кемуін (өшуін) децибелмен өр- 
нектеуге болады. Мысалы, 20 дб-мен алынған өшу деге- 
німіз интснсивтілік 100 есе кемиді деген сөз.

Толқынның адам құлағында дыбыстық түисік (10-9- 
нен 104 эрг/см2 • сек-ке дейін) туғызатын барлық интен- 
сивтілІктері диапазоны 0 мен 130 дб аралығындағы қат- 
тылық деңгейінің мәндеріне сәйкес келеді. 3-таблицада 
кейбір типтік дыбыстар үшін алынған қаттылық деңгейі- 
нің болжалды мәндері келтірілген.

Дыбыстық толқындардың өзімен бірге тасымалдай- 
тын энергиясы өте аз. Егер, мысалы, суы бар стакан өзі- 
не түскен, қаттылық деңгейі 70 дб (бұл жағдайда секунд 
ішінде жұтылатын энергия мөлшері шамамен 
60-10~2 эргісек болады) дыбыс толқынының энергиясын 
толығымен жұтатын болса, онда бөлме температурасын- 
дағы осы суды қайнау температурасыпа дейін жеткізу 
үшін отыз мыц жылдай уақыт керек.
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3 - т а б л и ц а

Д ы б ы сты ң  си паттам асы
К а т т ы л ы к  

д е ң г е й і ,  дб
И н т е н с и в т і л і к ,
эрг/см3 сек

Сағаттың тықылы 20 іо-7
1 м  қашықтықтағы сыбыр 30 10—6
Баяу әңгіме 4 0 10-5
Қаттылығы орташа сөз 60 іо-3
Қатты сөз 70 іо-2
Айқай 80 1 0 -1
Самолет моторының шуы

1035 м  қашықтықта 120
3 м  қашыктықта 130 ю4

Дыбыс толқындарығшң I интенсивтілігі мен (А/?) т 
қысымы тербелісінің амплитудасы арасындағы байла- 
нысты табайық. Оды параграфтыц басында I интенсив- 
тіктің энергия ағыны тығыздығының орташа мәніне сэй- 
кес келетіндігі көрсетілген. Бұл (82.10) бойынша:

I = У о р  =  -ү paWv, ( 8 9 . 4 )

мұндағы p — ұйтқымаған газдыц тығыздығы, a — орта 
бөлшектері1 тербелісінің амплитудасы, яғни £ шамасы 
тербелісінің амплитудасы, со — жиілі.к, v — толқынның 
фазалық жылдамдығы.

g шамасы g =  a cos w (./——-) заны бойынша өзгер- 

сін. Онда —a —  sin со ('t— ^-) (88.3) бойынша Ар =

=  —үp — мәнін қойып, Ap шамасының өзгеру за-
ңын аламыз:

др = -  Тра  “ “ sin ш (t -  =  — (Ap)msin<0 [t —

Осыдан I тербелісінің амплитудасы (яғни а) (Ар) 
сымы тербелісінің амплитудасымен

т ҚЫ-

а = т p l
(89.5)

қатысы арқылы байланысатындығы карінеді.
(89.4) формуласына а үшін (89.5) мәнін және v үшін
1 Ортаныц бөлшектері деп жеке молекулалар емес, сызықтыц 

мөлшері толқын ұзындығынан әлдеқайда кіші микроскопиялық (ягни 
ішінде едэуір мөлшерде молекулалары бар) көлемдерді айтады.
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(88.5) мәнін қойып, онша күрделі емес түрлендірулерден 
кейін

т   {Ьр)гп
7 2Pv (89.6)

қатысына келуге болатындығына оңай көз жеткізуге бо- 
лады.

Осы формуланың көмегімен 0 ден 130 дб аралығын- 
дағы қаттылық деңгейіне ауа қысымы тербелісінің
3-10~4 дин/см2 (яғни 2*10—7 мм сын. бағанасынан) 
1000 дин/см2 (1 мм сын. бағанасына) дейінгі амплитуда 
мәндері сәйкес келетінін есептеп шығаруға болады.

Бөлшек тербелісінің а амплитудасы мен бөлшек жыл- 
дамдығының (£) m амплитудасына бағалау жасайық.
(89.5) формуласы бойынша анықталатын а шамасын
бағалаудан бастайық. болатынын ескеріп,

Л- — ~ — ~  о, 1 ^Еһп- (89.7)
A 2лд Р Р

қатысын аламыз (ү=1,5, олай болса, 2яү^10)
130 дб шамасындағы қаттылық кезінде (Др) m (р қа- 

тынасы 10~3 ретіндегі шама болады, 60 дб қаттылық ке- 
зінде бұл қатынас шамамен 2-10—7 болады. Ауадағы 
дыбыс толқындарының ұзындығы 17 м (v =  20 гц бол- 
ғанда)-ден 17 мм (v =  20 000 гц болғанда)-ге дейінгі ара- 
лықта жатады. Осы мәліметтерді (89.7) формуласына 
қойып, 60 дб қаттылық кезінде бөлшектердің тербеліс 
амплитудасы, ең ұзын толқындар үшін~3-10~4 мм және 
ең қысқа толқындар үшін~3-10-7 мм болатынын таба- 
мыз. 130 дб қаттылық кезінде ең ұзын толқындар үшін 
тербеліс амплитудасы ~  1,7 мм-ге жетеді.

Гармониялық тербеліс кезіндегі (|) m жылдамдық 
амплитудасы, біздің білетінімізше, а ығысу амплитуда- 
сын со дөңгелектік жиілікке көбейткенге тең: асо.
(89.5) өрнсгін с.) шамасына көбейтіп:

( S ) w = =  1 (Лр)т _  ( А / О ш  

V 7 Р Р
(89.8)

қатысын аламыз. Олай болса, 130 дб қаттылық кезінде 
жылдамдық амплитудасы шамамен 340 ж/се/с• 10~3 = 
— 0,34 місек болады. 60 дб қаттылық кезінде жылдамдық 
амплитудасы 0,1 мм/сеіс шамасында болады.
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Жылдамдық амплитудасының ығысу амплитудасы- 
нан ерекшелігі,- ол толқын ұзындығына тәуелді болмай- 
тынын атап өтейік.

§ 90. Ультрадыбыс

Бағытталған, яғни жазық толқынга жақын толқын 
алу үшін, толқын шығарғыштың мөлшері толқын ұзын- 
дығынан бірнеше есе үлкен болуы керек. Ауадрғы ды- 
быбтық толқындардың ұзындығы шамамен 15 л -̂ден 
15 мм аралығында болады. Сұйық қатты ортадағы тол­
кни ұзындығы бұдан да үлкен болады (бұл орталарда- 
ғы дыбыс толқындарынын таралу жылдамдығы ауада- 
ғыдан үлкен болады) Ұзындығы осындай бағытталған 
толқын шығаратын толқын шілгаргышты жасау, *іс жү- 
зінде мүмкін емсс. Ұзындығы бұдан әлдеқайда кіші 
ультрадыбыстық толқындар үшін, іс басқаша қойылады. 
Толқын ұзындығы кеміген сайын, толқынның таралу 
процесіндегі дифракцияның ролі де кемиді. Сондықтан 
ультрадыбыс толқындарын, жарық шоғы тәрізді, багыт- 
талған шоқтар түрінде алуға болады.

Ультрадыбыс толқындарын қоздыру үшін қазіргі 
кезде негізінен скі құбылыс пайдаланылады: кері пьезо- 
электрлік эффект және магнитострикция. Кері пьезо- 
электрлік эффектінің мәні, кейбір кристалдан (мысалы, 
кварц, сегнет тұзы, барий титанаты және т. б.) бслгілі 
бір тәсілмен кесіп алыпған пластннаның электр өрісінің 
әсерінен аз ғана дсформациялануыида (бір багыттаіы 
өріс кезінде ұзарады, ал карама-карсы бағыттагы өрістс 
сығылады) Мүндай гіластинаны, айнымалы ксрнеу бері- 
летін, металл астарларыныц арасына орналастырып, 
пластинаның еріксіз механикалық тербелісін коздыруга 
болады. Егер электр кернеуі өзгерісінің жиілігі пласти- 
наның меншікті жиілігіне сай келсе, бүл тсрбелістер 
ерекше интенсивті болады. Пластинаның тербслісі оны 
коршағаи сұйык немесе газ торізді ортаға беріледі де 
бұл ортада ультрадыбыстык, толқындарды коздырады.

Магнитострикцпяныц моні магнит өрісі эсер еткен 
ферромагннттік заттардың (темір, никель, кейбір қорыт- 
палар және т. б.) аз ғана деформациялануында болып 
табылады. Сондықтан ферромагниттік стерженьді айпы- 
малы магнит өрісіне орналастырып (мысалы, айнымалы
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ток өтетін катушканың ішіне), өткендегідей резонанс ке- 
зінде ерекше интенсивті болатын, оның механикалық 
тербелістерін қоздыруға болады.

Бағытталған ультрадыбыстық шоқтар судағы лока­
ция мақсатында (нәрселерді байқау және оған дейінгі 
қашықтықты анықтау) кең қолдайыс тапты. Ультрады- 
быстық локацияның идеясын алғаш рет көрнекті фран­
цуз физигі П. Ланжевен (1872—1946) айтты және бірін- 
ші дүние жүзілік соғыс кезінде сүңгуір қайықты байқау 
үшін жасады. Қазіргі кезде ультрадыбыстық локатор- 
лар айсбергтерді, балық үйірін байқау үшін қолданы- 
лады.

Айқайлап және жаңғырықтыц, яғни бөгеттен — жар- 
дан, орманнан, құдықтағы су бетінен тағы басқалар- 
дан — шағылған дыбыстыц қайтып келу уақытын анық- 
тап, осы уақыттың жартысын дыбыс жылдамдығына 
көбейтіп, бөгетке дейінгі қашықтықты табуға болады. 
Жоғарыда біз айтып өткен локатор және теңіз түбінің 
тереңдігін өлшеу мен оның рельефін түсіруге арналған 
ультрадыбыстық эхолот осы принципке негізделіп жа- 
салады. Корабль корпусына бекітілген толқын шығар- 
ғыш, вертикаль бағытта қысқа ультрадыбыстық им- 
пульстар жібереді. Теціз түбінен шағылған импульстар 
кабылдағышта тіркеледі. Импульстың шығуы мен оның 
қабылдануы арасында өткен уақыт бойынша тереңдік 
есептеледі.

Ультрадыбыстық локация методы жарғанаттың қа- 
раңғыда үшуы кезінде дыбыс бағдарлауына мүмкіндік 
жасайды. Жарғанат дүркін-дүркін ультрадыбыстық жиі- 
ліктегі импульстар шығарады және есіту органдарының 
көмегімен шағылған сигнал бойынша өзінің маңайында- 
ғы денелерге дейінгі кашықтықты үлкен дәлдікпен 61- 
лед і.

1928 жылы совет ғалымы С. Я. Соколов ультрады- 
бысты дефектоскопия, яғни бұйымдардағы ақауды (де- 
фектілерді) байқау мақсатында пайдалануды ұсынды. 
Егер дефектінің мөлшері толқын ұзындығынан үлкен 
болса, онда ультрадыбыстық импульс дефектіден шағы- 
л£>іп кері қайтады. Бұйымға ультрадыбыстық импульс- 
тарды жіберіп және шағылған толқындарды тіркеу ар- 
қылы бұйымдағы дефектіңі байқап қана қоймай, оның 
мөлшері мсн орналасқан жері туралы да айтуға болады. 
Соколов және басқа ғалымдар жасаған ультрадыбыс-
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тық дефектоскопия әдісі барған сайын кеңінен қолда- 
нылуда.

Интенсивтілігі үлкен болғандықтан және өзінің жү- 
pjn өткен жолындағы ортада қысымның күшті пульса- 
циясын жасайтындықтан, ультрадыбыстық толқындар 
бірқатар ерекше құбылыстарды жасайды: сұйық ішінде 
қалқып жүретін бөлшектердің ұнтақталуы (дисперсия- 
лануы), эмульсияның (өзімен араласпайтын басқа бір 
сұйық ішінде берілген сұйықтың жүзіп жүретін майда 
тамшылары) пайда болуы, диффузия процесінің тездеуі, 
ерітілу, химиялық реакциялардың жандануы және т- б.



Ill б ө л i м
МОЛЕКУЛ А Л Ы Қ Ф И 3 И КА Ж Ә II Е 

ТЕРМОДИНАММ КА

XI Т А Р А У
АЛҒАШҚЫ ДЕРЕКТЕР

§ 91. Молекула-кинетикалык. теория (статистика) 
жэне термодинамика

Молекулалык, физика дегеніміз физиканын, заттын 
құрылысымсн қаспсттеріп молскула-кпнстикалық деп 
аталатын тұрғыдан зерттейтіи физиканын бөлімі болып 
табылады. Бұл тұрғыдан алғанда, қатты, сұйық және 
газ күйінде кездесстін кез келген дене өте кішкентай дер- 
бес бөлшектердің—• молекулалардың1 үлкен жиынтығы- 
нан тұрады. Кез келген заттың молекулалары қалып- 
тасқан бағыты жок, ретсіз, хаосты қозғалыста болады. 
Оның интенсивтігі заттың температурасына байланысты 
болады.

Молекулалардың хаосты қозғалыста болуының тіке- 
лсй дәлелдемесі — броундық қозғалыс болып табылады. 
Бұл құбылыстың мәнісі мынада: сұйықта жүзіп жүрген 
өте кішкентай (тек микроскоппен ғана көруге болатын) 
бөлшектер үздіксіз ретсіз қозғалыста болады, бұл қоз- 
ғалыс сыртқы себептерге тәуелсіз. тек заттын ішкі қоз- 
ғалысының әсеріне ғана байланысты болады. Броундық 
бөлшектер молекулалардың ретсіз соққылауларынын 
әсерінен қозғалыста болады.

Молекула-кинетикалық теория тікелей тәжірнбеде 
заттардың бақыланатын қасиеттерін (қысымын, темпе- 
ратурасын және т. б.) молекулалардьщ қосынды әсерінің 
нәтижесі деп түсіпдіруді мақсат етеді. Бұл үшіи ол ста- 
тистикалық әдісті пайдалаиады, ягнп жеке молекула-

1 Атомдарды бір ато.мды молекулалар регінде қарастыруға бо­
лады.
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лардың қозғалысына назар аудармай, тек бөлшектердіи 
орасан зор жиынтығының қозғалысын сипаттайтын ор- 
таша шамаларды ғана пайдаланады. Сондықтан да оны 
кей жағдайда статистнкалық физика деп те атайды.

Денелердің әр түрлі қасиеттерін және зат күйінің 
өзгерістерін зерттеумен термодинамика да шұғылдана- 
ды. Алайда термодинамиканың молекула-кинетикалық 
теориядан айырмашылығы, ол — денелер мен табиғат 
құбылыстарының микроскопиялық суреттемесін ескер- 
мей, тек олардыц макроскопиялық қасиеттерін ғана 
зерттейді. Термодинамика молекулалар мен атомдарды 
қарастырмай-ақ, процестерді мйкроскопиялық тұрғыдан 
қарастыруға сүйенбей, оныц өтуі жайында бірқатар ко- 
рытындылар жасай алады.

Термодинамнканың негізінде көптегсн тәжірибелік 
деректердің жинағын жалпылау аркылы тагайыпдалғап 
бірнсше негізгі заңдар жатыр (оларды термодинамика- 
лык, бас-тамалары деп атайды) Осы себептен термоднна- 
миканың кортындылары өте жалпы сипатта болады.

Зат күйінің өзгсрістерін әр түрлі көзқарас тұрғысын- 
да қарастыра отырып, термодинамика мсн молекула-ки- 
нетикалық теория бір-бірін толықтырып, нсгізінен бір 
тұтас ілім құрайды. Молскула-кинетикалық ұғымдардың 
даму тарихына орала отырып, алдымен заттың атомис- 
тикалық құрылысы жайындағы ұғымдарды о бастан-ак 
көне гректер айтқанын ескерте кстейік. Алаііда көне 
гректердің бұл идеялары данышпандық болжам ғана 
еді. XVII ғасырда атомистика болжам емес, ғылыми ги­
потеза түрінде қайтадан келе бастады. Бүл гипотеза, әсі- 
ресе, орыстың данышпан ғалымы және ойшылы 
М. В. Ломоносовтың (1711 —1765) еңбектерінде айрық- 
ша дамытылды, ол өз заманында белгілі болған физи- 
калық және химиялық құбылыстардың бір тұтас сурет- 
темесін беруге талпынды. Бұл үшін ол материяның 
корпускулалык (осы кездегі терминология бойынша — 
молекулалық) кұрылысы жайлы ұғуға сүйенді. Өз за­
манында үстемдік еткен жылу тегі (гипотетті жылу 
сұйығы, оның денедегі шамасы дененің қаншалықты 
қызғандыгын анықтайды) теорнясына қарсы, шыгыгі, 
Ломоносов «жылудың себебін» дене бөлпіектерінің ай- 
налмалы қозгалыста болуынан деп тапты. Сөйтіп, Ломо­
носов негізінде молекула-кииетикалық көзқарасты ту- 
жырымдады деуге болады.
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XIX ғасырдың екінші жартысында және XX ғасыр- 
дың басында көптеген ғалымдардың еңбектерімен ато­
мистика ғылыми теорияға айиалды.

§ 92. Молекулалардыц массасы жэне мөлшерлері

Атомдар меп молекулалардыц массаларын сипаттау 
үшін а т о м д ы қ және м о л с к у л а л ы қ с а л м а қ 
(оларды атомдық жәнс молскулалық масса деп атау дұ- 
рысырақ болар еді) деп аталатын шамалар қолданы- 
лады.

Химиялық элементтің атомдық салмағы (А ) деп осы 
элементтің атомының массасының С12 атом (массалық 
саны 12 болатын көміртегінің изотопы осылай белгілене- 
ді; «Атомдық физиканы» қараңыз) массасының V12 бө- 
лігіне қатынасын айтамыз. Заттың молекулалық сал- 
мағы (М) деп осы заттың молекула массасының С12 атом 
массасының V12 бөлігіне қатынасын айтады. Молекула- 
лар мен атомдар массаларының осылайша анықталатын 
шкаласы С12 = 12 шкаласйі1 деп аталады. Бұл шкала 
бойынша С12-ның атомдық салмағы дәл 12-ге тең, О16 
оттегінікі — 15,9949, ал ең жеңіл элемент — сутегінікі 
1,0080 (изотоптардың табиғи қоспасы үшін). Атомдық 
және молекулалық салмақтарДың анықтамасынан, олар- 
дың өлшеусіз шамалар екендігі шығады.

С12 атомының массасының V12 бөлігіне тең массаның 
бірлігі қысқаша «и» деп латын әрпімен (unit) немесе 
«е» (единица — бірлік) деген орыс әрпімен белгіленеді. 

-Ооы бірліктің килограммен алынған шамасын т бір деп 
с'^елгілейік. Сонда атомның килограммен алынған масса­
сы Ат , ал молекуланың массасы Mm p болады.

iri\ және т2 массаларының қатынасы А\ және А2 атом- 
дық салмақтарыныц қатынасындай болатын шамаларда 
алынғаи химиялық қарагіайым екі затта атомдар саны

1 Бүдан бүрып 01С =  16 шкаласы қолданылатыи, ол бойынша 
П16-пыц атомдық салмагы дәлме-дәл 16 болатын (О16 — оттегініц мас- 
салық саны 16 болатын изотопы). Бірақ, 0IG басқа атомдар мен моле­
кулалардыц массаларыіь масс-спектрографиялық әдіспен салыстыру 
ыцгайсыз. Бұл ушін көлііртегініц изотоптарыпың бірін пайдаланган 
өте ыцгайлы. Сопдыістан 1960 жылы шақырылған Таза және колдану 
физиканың Халыкаралық одағының X Бас ассамблеясы СІ2=  12 шка- 
ласын үсынды. Осыьчзп байланысты СССР Ғылым академиясы атом- 
дық жуне молекулалық салмақтарді.ің жаца шкаласына көшу жөнін- 
де шешім қабылдады.
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да бірдей болатындығын оңай түсінуге болады. Дәл осы 
тәрізді, массаларының қатынасы молекулалық салмақ- 
тарының қатынасындай болатын шамада алынғаи химия- 
лык, күрделі екі заттың да молекулалар саны бірдей бо­
лады. Элементтің, килограмм есебімен алынған масса- 
сының сан жағынан алғанда оның атомдық салмағына 
тең мөлшері к и л о г р а м м  а т о м  деп аталады. Бе- 
рілген заттыи, килограмм есебімен алынган массасынын 
сан жагынан алғанда оныц молекулалық салмағына тен 
болатын мөлшері к и л о г р а м м  м о л е к у л а  немесе 
қысқаша к и л о м о л ь  деп аталады (кмоль болып бел- 
гіленеді).

СГС системасында килограмм-атомның орнына г р а м м - а т о м  
ды (берілген элементтің А грамы), ал килограмм-молекуланың ор­
нына г р а м м  м о л е к у л а н ы  немесе м о л ь д і  (берілген заттың 
М граммы) паидаланады.

Килограмм-молекуланың р массасы сан жағынан А\ 
молекулалық салмаққа тең болады. Осы себептен де р-ді 
кейде молекулалық салмақ деп атайды. Алайда, М де- 
геніміз өлшеусіз шама болғанда р киломольдің массасы 
(М-нің өлшемі) кг/моль болатындығын ескерген жөн. 
Сонда атомдарды бір атомды молекулалар деп қарас- 
тыра отырып, килограмм-атомды килограмм-молекула 
деп алуга болатындығы сөзсіз, бұл кезде р, және А ша- 
маларының сан мәндсрі бірдей болады.

Килограмм-молекулалардың массаларының қатына- 
сы сәйкес молекулалық салмақтардың қатынасындай 
болатындықтан, барлық заттардың киломольдсріидегі 
молекулалар саны бірдей және

 ̂ М т  бір

болады, сан жагынан бұл 1//лбіР -ге тец. N \  саны А во 
г а д р о  с а н ы  деп аталады. Тәжірибедеи

N а =6,023- 102G кмоль~х
екепдігі табылган.

СГС — снстемасында Авогадро саны деп таттыц грамм — моле- 
куласындагы молекулалар саиын атапды. Олаіі болса, бул пкмемада

N д  = 6 , 0 2 3 -  Ю 23 м о л ь - '

Авогадро саны арқылы meір массаны анықтауга бо­
лады. Шынында да, т біР сан жагынан \ /N \  ягни 
1/6,023-1026= 1,66-10-27 кг-ға тең. Сөйтіп,
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кез келген атомның массасы 1,66 10-27 А кг,
кез келген молекуланың массасы 1,66 * 10-27 М кг бо- 

лады.
Енді молекулалардың өлшемдеріне баға берелік. 

Сұйықтардың молекулалары бір-біріне өте жақын, ты- 
ғыз орналасады деп ұйғару өзінен-өзі түсінікті. Сондық- 
тан, бір молекула көлемінің жуықталған бағасын алу 
үшін, қандай да бір сұйықтың, мәселен судың, киломо- 
лінің көлемін бір киломольдегі молекулалар санына бө- 
ліп табуымызға болады. Су киломолі (яғни 18 кг) 
0,018 м3 көлемді алады. Демек, жеке молекуланың үле- 
сіне

=  30-10-зо м, ш

шамасына тең көлем келеді екен. Осыдан су молекула- 
тарының сызықтық мөлшерлері жуықтап алғанда мына- 
ған тең:

і/зо-іо-30 ~ 3  ю -10̂ =зл.
Басқа заттардың молскулаларының да мөлшерлері 

сол реттегі бірнеше ангстрем шамасында болады.

§ 93. Системаньщ күйі. Процесс

Денелер системасы немесе жай система деп біз қа- 
растырып отырған денелердің жиынтығын атайтын бо- 
ламыз. Сұйық және онымен тепе-тең қалыптағы бу сме­
те маның мысалы бола алады. Атап айтқанда, система бір 
дснеден де құрылады.

Қез келген система температура, қысым, көлем жә- 
не т. с. с. мэндер арқылы айырылатын әр түрлі күйде 
бола алады. Системаның күйін сипаттайтын осындай 
шамалар к ү й  п а р а м е т р л е р і  деп аталады.

Қандай да бір параметрдің барлық уақытта анықтал- 
ған мәні бола бермейді. Мәселен, дененің әр түрлі нүк- 
телерінде температура бірдей болмаса, онда дененің бел- 
гілі бір Т парамстрі бар деп айта алмаймыз. Бүл жағ- 
дайда күй тепе-тең емес күй деп аталады. Егер осы 
денені басқа денелерден оңашалап және өз бетіне қал- 
дыратын болсақ, онда температура қалыптасып, дененің 
барлық нүктелері үшін Т мәнін қабылдайды — дене те- 
пе-тең күйге ауысады. Т мәні дене сыртқы әсердің нә-
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тижесінде тепе-тең күйден ауысқанға дейін өзгермей ка­
ла ды.

Басқа параметрлер "үшін де, моселеп, р қысым үшін 
де осылай орындалады. Егер, тығыз жүретін поршень- 
мен жабылған цилиндрлік ыдыстағы газды алып, пор- 
шеньді тез қозғалтып, газды сықсақ, онда поршень ас- 
тында қысым газ көлемінің басқа жеріндегі қысымпан 
артық болатып газ қабаты пайда болады. Дсмек, бүл 
жагдайда газды р қысымпыц белгілі бір мәнімен сипат- 
тауга болмайды да, газ тепе-тең емес күйде болады. 
Алайда, егер поршеньді тоқтатсақ, онда газ көлемінің 
әр түрлі нүктелеріндегі қысым қалыптасып, газ тепе-тең 
күйге келеді.

Сонымен, снстеманың т е п е  т е ң  к ү й і  деп снсте- 
маның барлық параметрлері, сыртқы жағдайлар өзгер- 
мей қалган кезде жеткілікті уақыт бойы тұрақты болып 
қалатын белгілі мәндерін сақтайтын күйін атаймыз.

Егер координаталар осьтеріне 
қандай да бір екі параметрдің 
мәндеріп салатын болсақ, онда 
системаның кез келген тепе-тең 
күйі осы графикте нүкте түрінде 
өрпсктеледі (мысалға, 212-сурет- 
тегі / нүктені қараңыз). Тепе-тец 
смес күйді дол осылай өрнектеу- 
ге болмайды, өйткені тепе-тсң 
емес күй кезінде параметрлердің 
ең болмағанда бірсуінің белгілі 
бір мәні болмайды.

Кез келген процесс, ягни сдс- 
теманыц бір күйден екінші күйге өтуі, системаның тепе- 
тец күйден шығуымеп байлапысты болады. Демек, сис- 
темада қандай да бір процесс жүрген кезде система 
тепе-тең емес күйлерінің тізбегінеп өтсді. Жоғарыда қа- 
растырған поршеньмен. жабылгап ыдыстагы газды сығу 
процесіне қайта оралып, поршсньді қозгалтқан коздегі 
тепе-тең күйіпіц бүзылуы газды пегүрлым тез сыгуга 
тәуелді болады дегеп қорытынды жасауга болады. Іігер 
де поршеньді өте баяу қозгалтатыи болсақ, опда тепе- 
тец күйден бұзылуы болымсыз өтеді де газдыц ор түрлі 
нүктелердегі қысымыныц мәні қайсыбір орташа р мош­
не жақын болады. Газдыц сығылуы шекеіз баяу өтетін 
шектік жагдайда газ әр мезетте қысымныц белгілі бір

--------------- v

212-сурет.
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мәнімен сипатталатын болады. Демек, бұл кезде газдың 
әр мезеттегі күйі тепе-тен күй болады және шектсусіз 
баяу процесс тепе-тең күштердің тізбегінен түрады 
екен.

Тепе-тең күйлердің үздіксіз тізбегінен құрылған про­
цесс т е п е  т е ц  п р о ц е с с  деп аталады. Бұл айтыл- 
ғандардан көріп отырғанымыздай, тек шектеусіз баяу 
өтетін процесс тепе-тең процесі бола алады, сондықтан 
да тепе-тең процесі дегеніміз абстракция болып табы- 
лады.

Тепе-тең процесті графцкте сәйкес қисық сызық тү- 
рінде өрнектеуге болады (212-сурет). Тепе-тец емес про- 
цестерді біз шартты түрдс пунктир сызықтармен кескін- 
дейміз.

Тепе-тең күй жәпе тепе-тец процесс ұғымы термодм- 
намикада үлкен роль атқарады. Термодинамиканың бар- 
лык, сандық қорытындылары тек тепе-тең процестер 
үшін нақты орындалады.

§ 94. Системанмң ішкі энергиясы

Кандай да бір дененің толық энергиясынан түтастай 
қозғалысының кинетикалық энергиясы мен сыртқы күш 
өрісіндегі потенциялық энергиясын шығарып тастағанда 
қалған энергия оныц ішкі энергиясы деп аталады. Мәсе- 
лен, біршама газ массасының ішкі энергиясын аныкта- 
ған кезде, газдыц ыдыспен бірге Қозғалысының энергия­
сы мен оның жердіц тартылыс күшінің өрісінде тұрған- 
дығынан пайда болатын энергиясы ескерілмсуі тиіс.

Демек, ішкі энергия түсінігіне молекулалардың хаос- 
ты қозғалысыныц кинетикалық энергиясы, молекула- 
лардың өз ара әсерлесуінің потенциялық энергиясы л о ­
не ішкі молекулалық энергия кіреді екен.

Денелер системасыныц ішкі энергиясы әрбір жеке де- 
нелердің ішкі энергиялары мен денелер жанасатын жұқа 
қабаттағы молекулалардың арасындагы өз ара әсерле- 
су энергиясы болып табылатын, депелердің өз ара эсер- 
лесу энергиясының қосындысына тең болады.

Ішкі энергия система күйініц функциясы болып та- 
былады. Бұл система берілген күйде тұрған лкезде, оньш 
ішкі энергиясы дәл осы күйге тән келетін, спстеманың 
бүдан бұрынғы күйіие тәуелсіз болатын мән қабылдай- 
ды деген сөз.
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Демск, система бір күйден екінші күйге өткен кезде 
оның ішкі энергиясының өзгерісі әрқашан да ауысу өт- 
кен жолга тәуелсіз, ягни системаның бір күйінен екінші 
күйіне келтіретін процесіне немесе процестер жинағына 
тәуелсіз, осы күйлердегі ішкі энергияның мәндеріиіц 
айырмасына тең.

§ 95. Термодинамиканың бірінші бастамасы

Ішкі энергия негізінен екі түрлі процестің: денсніц 
А жұмыс істеуі мен депеге бсрілгеп Q жылу мөлшеріиін 
есебінен өзгере алады. Жұмыс істеу системага эсер ету- 
ші сыртқы денелердің орын ауыстыруымен қоса жүреді. 
Мәселен, ыдыстағы газды жауып тұрған поршень орын 
ауыстыра отырып қозғалған кезде газ А жұмыс істепді. 
Ныотонның үшінші заңы бойынша бұл кезде газ да жұ- 
мыс жасайды: А = —А'

Денеге жылу беру сыртқы денелердіц орын ауысты­
руымен тәуелді емес, демек, денеге жасалғап микроско- 
пиялық (яғни, денені құрайтып барлық молекулаларға 
қатысты) жұмысқа да тәуелді емес. Ішкі энергпяның 
бұл жағдайдағы өзгерісі ыстығырақ дененің жеке молс- 
кулаларының салқынырақ дененің молекулаларына пар­
сы істеген жұмысының әсерінен болады. Бұл жағдайда 
энергия .сәуле шығару арқылы да беріле алады. Бір де- 
неден екінші денеге эпергияның берілуіне эқелетін ми- 
кроскопиялық (яғни түгел денені емес, тек оның жеке 
молекулаларын ғана қамтитын) процестердің жпынты- 
ғы жылу берілу деп аталады.

Бір дененің екінші денеге беретін энергия мөлшерінің 
дененің бір-біріне істететін Л жұмысы арқылы аныкта- 
латыны тәрізді, бір денеден екінші денеге жылу берілу 
арқылы берілетін энергия мөлшері, дененің алатын Q 
жылу мөлшері арқылы анықталады. Сонымен, система- 
ның ішкі энергиясының өсімшссі системага істелген А' 
жұмыс пен системага берілген жылудың қосындысына 
тең болуы тиіс:

U2- U ;  = Q + A'  (95.1)
Мұндагы Uі жйнс U2— системаиың ішкі энсргиясының 
бастапқы жәнс ақыргы мондсрі.

Әдетте, сыртқы денелердің системага істелген А жу- 
мысының орныпа снстеманыц сыртқы денслерге істеген
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A ( — A' жұмысқа тец) жұмысын алады. А' орнына — А- 
ны қойып және де (95.1)-теңдеуді Q-ға қатысты шсшіп,

0  = и 2- и , + А  (95.2)

түрге келтіруге болады.
(95.2) теңдеуі энергияның сакталу зацын өрнектейді, 

әрі т е р м о д и н а м и к а н ы ц б і р і н ш і з а ң ы н ы ң 
(б а с т а м а с ы н ы ң) мазмұны болып табылады. Оны 
сөзбен төмендегіше айтуға болады: системаға берілген 
жылу мөліиері системаның ішкі энергиясының өсімшесі- 
не Ждне системаның сыртқы. денелерде атқаратын жүмы- 
сына жүмсалады.

Бұл айтылғаннан, жылу берілген кезде әрқашан да 
системаның ішкі энергиясы артады екен дегі түсімугс 
болмайды. Системаға жылу берілгенмен де оныц энер- 
гпясы артпай, кемуі мүмкін (U2<U\).  Бұл жағдайда
(95.2) бойынша /4>Q пемесе система жүмысты алынған 
Q жылу есебіиси де, кемуі U \ - U 2-rv тец ішкі эпергия- 
ның қоры есебінен де істеуі мүмкін. Соидай-ақ (95.2) 
тецдеудегі Q мен А шамаларыныц алгсбралық екендігін 
ескеру керек (Q<0 системаныц жылу алмай, жылуды 
беретіндігін білдіреді).

(95.2) теңдеуден жылу мөлшерінің жұмыс немесе 
энергия өлшенетін бірліктермен өлшенетіндігін көруге 
болады. СИ системасында жылу мөлшерінің бірлігі — 
джоуль болып табылады.

Жылу мөлшерін өлшеу үшіп к а л о р и я  деп аталатын арнаулы 
бірлік те қолданылады. Бір калория 1 г суды 19,5°С-таи 20,5° С-қа 
дейін кыздыруға керекті жылу мөлшеріне тек. Мың калория үлкен 
калория немесе килокалория деп аталады.

Тәжірибе аркылы бір калорияның 4,18 дж-ға эквивалентті екен- 
дігі анықталған. Демек, бір джоуль 0,24 калорияға эквивалентті / =  
=4,18 дж/кал шамасы ж ь г л у д ы ң  м е х а н и к а л ы қ  э к в и в а  
л е н т і деп аталады.

Егер де (95.2)-ге енстін шамалар әр түрлі бірліктер аркылы өр- 
нектелетін болса, опда осы шамалардын кснбіреуіи қажетті эквива- 
лентке көбейту керек. Моселен, Q-ды калориямеи, U мен Л-ны 
джоульмен өрнектеп, (95.2) қатысын мына түрде жазуға болады:

■ I Q ^ U 2- U l + A.

Алдағы уақытта біз Q, А және U шамалары бірДей бірліктермен 
өрнектелген деп ұйғарып, бірінші бастаманың теңдеуіи (95.2) түрінде 
жазатын боламыз.
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Системаның істеген жұмысын немесе системаның ал- 
ған жылуын есептеген кезде қарастырылып отырған 
процесті әдетте әрқайсысы системаның параметрлерінің 
азғантай ғана (шектік жағдайда шексіз аз шамаға) өз- 
геруіне сәйкес келетін бірнеше жай элемептар процес- 
терге белуге тура кследі. (95.2) теңдеуі элементар про­
цесс үшін

A'Q = AU + A'A (95.3)

түрінде жазылады, мүндағы A'Q — элементар жылу мөл- 
шері, АА '— элементар жұмыс және AU — осы элементар 
процесс кезіндегі системаның ішкі энергиясының өсім- 
шесі.

A'Q және А'А-ны Q және А шамаларының өсімшесі 
ретінде санауға болмайтындығын ескерген жөн. Бір күй- 
ден екінші күйге өтуге сәйкес келетін SA/ системаның 
өту жолына тәуелсіз болатын, яғни f шамасы күй функ- 
циясы болатын жағдайда элементар процеске сәйкес 
келетін қандай да бір шамасын осы шаманың өсімшесі 
деп қарауға болады. Күй функциясын айтқанда опың 
әрбір күйдегі «қоры» жайында айтуға болады. Мәселен, 
әр түрлі күй жағдайларындағы системаныц ішкі энер- 
гиясының қоры жайында айтуға болады.

Алда көретініміздей, системаныц істеген жұмысы мен 
системаньщ. алған жылу мөлшерінің шамасы система­
ныц бір күйден екінші күйге өту жолына тәуелді бола­
ды. Демек, Q да, А да күй функциясы емес, сондықтан 
да системаныц әр түрлі күй жағдайларындағы жылуы- 
ның немесе жұмысының .қоры жайлы айтуға болмайды.

Сонымен, А және Q шамаларының алдындағы А сим­
волы U шамасының алдындағы А символынан басқаша 
мағына береді. Осы жағдайды баса көрсету үшін, бірін- 
ші жағдайдағы А штрихпен белгіленеді. AU символы 
ішкі энергияның өсімшесін білдіреді, ал A'Q және А'А 
символдары жылу мен жұмыстың өсімшесі емсс, элемен­
тар жылу және элементар жұмыс мөлшерлерін білді- 
реді.

Есептеулер жүргізу үшін, (95.3) теңдеуді дифферен­
циал түрінде жазады. Сонда бірінші бастаманыц тецдсуі 
төмендегі түрге келеді1:

1 (95.4) теидеуіндегі dU толық дифференциал болып іабылады, 
ал d'Q және d'A — голық дифференциалдар е.мес.
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(95.4)d'Q = dU +drA.
(95.4)-ті тұтас процесс бойымша иитегралдау

Q = (U 2- U {)+ A

өрнегіне келтірсді, бул өрнек (95.2) теңдеуімен тең- 
бе-тең.

d'A шамасыныц интегралдау нәтижесін
2

\ d 'A  =  A , - A x 
\

деп жазуға сшбір болмайтындығын тағы да ескере ке- 
тсйік. Бұлай деп жазу снстеманың істсгсн жұмысы екін- 
ші және бірінші күйлердегі жұмыс мәндерінің (яғни қор- 
ларының) айырымына тең болатындығын білдірер еді.

§ 96. Көлемі өзгерген кезде денепің 
істейтін жұмысы

Берілген денеыің жанасатын денелермен өз ара әсе- 
рін оның сол денелерге түсіретіп қысымы арқылы көрсе- 
туге болады. Қысым арқылы газдың 
ыдыс қабырғаларымен, сондай-ақ қат- 
ты немесе сұйық дененің өзін қорша- 
гап ортамен (мәселен, газбен) әрекет- 
тесуін қарастыруға болады. Өз ара 
әсерлесу күштсрі түскеп нүктелердіц 
орын ауыстыруы дсне көлемінің өзге- 
руімсн қосарласа жүрсді. Демек, бс- 
рілген денснің сыртқы денелерге қа- 
тысты істелетін жү.мысын қысым мен 
дененің көлемінің.өзгерісі арқылы өр- 
нектеуге болады. Осы өрнекті апықтау 
үшін мына мысалды қарастырайық.

Тығыз енгізілген, әрі жеңіл қозғалатын поршеньмен 
жабылған цилиндрлі ыдыстағы газды алайық (213-су- 
рет). Егер қайсыбір себентермсн газ ұлгаятын болса, 
онда ол поршеньнің қозғалысына жумыс жасайды. Газ- 
дың, поршеньді Аһ кесіндіге орын ауыстырғанда істейтін 
элементар жүмысы мынаған тец:

213-сурет.
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A ' A — f A h ,

мұндағы f — газ тарапынан поршеньге түсірілген күш. 
Осы күшті газдың р қысымының поршеньнің S ауданына 
көбейтіндісімен алмастырып, мынаны аламыз:

A'A=pSAh.
Алайда SAh дегсніміз газ көлсмінің өсімшссі AV.. Сон- 
дықтан элементар жүмыстың өрнсгіп төмсндегі түрде 
жазуға болады:

A'A=pAV  (96.1)
(96.1) теңдеудегі А'А шамасының алгебралық шама бо- 
латындыгы сөзсіз. Шынында да, газ сыгылған кезде Аһ 
орын ауыстырудың және газ тарапынан поршеньге эсер 
ететін f күштің бағыты қарама-қарсы болады. Сондық- 
тан А'А элементар жұмыс теріс таңбалы болады. Бұл 
жағдайда көлемнің AV  өсімшесі де теріс таңбалы бола­
ды. Сөйтіп (96.1) формула газ көлемінің кез келген өз- 
герістері кезінде жұмыстың дүрыс өрнегін береді.

Егер де газдың қысымы тұрақты болып қалатын бол- 
са (олай болу үшін осыған сәйкес температура да өзге- 
руі тиіс). онда көлемді V\ мәнінен V2 мәніне дейін өз- 
герткен кездегі істелген жүмыс мынаган тең бблады:

A l2 = p(V2- V x). (96.2)
Егер де колем өзгерген кезде қысым тұрақты болма- 

са, онда (96.1) формуласы тек ДЕ-ның өте азғантай жет- 
кілікті аз мәндері үшін ғана орындалады. Бұл жағдайда 
көлемнің өзгерісінің шекті мәндері үшін істелген жү- 
мысты (96.1)— түріндегі элементар жұмыстардың қо- 
сындысы ретінде, яғнп иптегралдау жольімсн есептеугс 
болады:

v:
A |2=  \ p d V  (96.3)

93-параграфта айтылғаннаи, осы алынган формулала- 
рымызды тек тепс-тец процсстерге ғана қолдапуга бо­
лады.

Жогарыда жұмысқа арналган өрнскті қатты, еұнық 
жэне газ тәрізді дснелердің көлемдерінің ксз келген оз-
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герістсріне қолдануға болады. Осы айтылғапның дұрыс- 
тыгына көз жеткізу үшін, тағы бір мысал қарастырайық. 
Дененің барлық нүктелеріне бір- 
дей р қысым түсіретін сұйық не- 
месе газ түріндегі ортаға баты- 
рылған кез келген формадағы 
қатты денені алайық (214-сурст).
Дене бетіміц әрбір элементар 
AS; учаскслері әр түрлі Ah t орын 
ауыстыру алатындай ұлғаяды 
деп есептейік. Сонда і-у часке 
pAS гА/і-қа тец болатын AfA t жұ- 
мыс істейді. Дененің істейтін 
жұмысын жске учаскелердіц жұ- 
мыстарыныц қосындысы ретінде 
табуға болады:

А'Л =  2  =  '%р ASM-

Депенің бетіміц барлық учаскелері үшін бірдей р қысым- 
ды қосыпды белгісініц сыртына шығарып және SASiAhr  
тың дене көлемінің AV өсімшесін беретінін ескеріп,

A'A=pAV

214-сурст.

аламыз, яғни жалпы 
(96.1) формулаға ке­

де гі жаза 
жағдайда 
леміз.

Дененің көлемінің өзгеру про- 
цесін (р, ІД диаграммасымен 
кескіндейік (215-сурет) А 'А —

■ = PiAVі элементар жұмысқа гра- 
фиктің штрихталған жолағы сәй- 
кес келеді. V осімен, p = f(V)  қи- 
сығымен және V\ мен V2 түзуле- 
рімен шектелген ауданныц сан 

жағынан көлемнің V\ мәнінен V2 мәніне дейін өзгерген 
кезде істелген жұмысқа тең болатындығы айқын.

(96.1) өрнегін пайдаланып (дифференциалдарға өту 
арқылы), термодинамиканың бірінші бастамасының
(95.4) теңдеуін төмендегіше жазуға болатындығына на- 
зар аударайық:

d'Q = dU + pdV (96.4)

Vi АЦ и
215-сурет.
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§ 97. Температура

Температура ұғымыныц анықтамасына төмендегідей 
пікірлер арқылы келуге болады. Егер бір-біріне жанас- 
қан бірнеше дене жылулық тепе-тең күйде тұрған болса, 
яғни жылу беру арқылы энергиямен алмаспаса, онда 
мұндай денелердің температурасы бірдей болады деп 
есептейміз. Денелер арасындағы жылу контактісін ор- 
натқан кезде, олардың біреуі жылу берілу арқылы, 
екінійісіне энергиясын берсе, онда бірінші дененің 
температурасы екіншісінен жоғары болып есептеледі. 
Денелердің көлемі, электр кедергісі және т. с. с. бірқа- 
тар қасиеттері температураға тәуелді болады. Осы қа- 
сиеттердің кез келгенін температураның сандық анықта- 
масын жасауға пайдалануға болады.

Температураны өлшеуге арналған денені (термометр- 
лік денені) ери бастаған мұзбен жылулық тепе-теңдікке 
келтіріп, осы жағдайдағы оның температурасын 0° 
деп алайық та, дененің температурасын өлшеу үшін 
пайдаланғымыз келіп отырған дене қасиетін (темпера- 
туралық белгісін) санмен сипаттайық. Дененің осындай 
белгісі ретінде оньщ көлемі таңдап алынсын дейік. Онын 
0°-тағы мәні Vo болсын. Бұдан кейін осы денені атмосфе- 
ралық қысымда қайнап жатқаң сумен жылулық тепе- 
теңдікке келтіріп, оның осы күйдегі температурасын 
100°-қа теңестіріп, осыған сәйкес оның Уюо көлемін 
анықтайық. Біздің таңдап алған температуралық белгі- 
міз (қарастырылып отырған мысалда — көлем) темпе- 
ратурамен сызықты түрде өзгереді де термометриялық 
дененін, көлемі V болатын осы күйдің температурасын

/ « =  .100° (97.1)
Vх КХ) —  V  0

деп жазуымызға болады.
Осылайша анықталған тсмпературалық Цельсий 

шкаласы деп аталатыны белгілі. (97.1)-ге үқсас қатыс- 
ты, температураны өлшеуге көлем емес, қандай да бір 
басқа температуралық белгі алынатын жағдай үшін жа- 
зуға болады.

Термометрді осы айтылған тәсілмен градуирлеп, оны 
температураны өлшеугс пайдалануга болады, ол үшін 
термометрді температурасын өлшегіміз келіп отырған
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денсмсн жылулық тепе-теңдікке келтіріп, көлемнің өзге- 
рісіне ессптеу жүргіземіз.

Табиғаты түрліше гермометриялық денелерді (мәсе- 
лен, сынап пен спирт) немесе әр түрлі темгіературалық 
белгілерді (мәселен, көлем мен элсктр кедергісі) пайда- 
ланатын термометрлерді салыстырган кездс, осы термо- 
мстрлердің көрсетулері, 0° жоне 100° болғанда градуир- 
легсндіктен, осы темпсратураларда бірдей болып, ал 
баска тсмпсратуралардағы көрсетулері бірдсй болмай- 
тындығы байқалды. Осыдан, температура шкаласын бір 
мәнді анықтау үшін, градуирлеу тәсілімен катар, термо- 
метриялық дене мен температуралық белгіні де тац- 
дап алу жайында келісіп алу кажет. Келесі параг- 
рафта|температураның эмпириялық шкаласы деп ата- 
латын шкаланы тағайындаған кезде осы айтылгандарды 
калай таңдау керек екендігі жайлы сөз боЛады. Термо- 
дпнамиканың екінші бастамасының негізінде термомет- 
риялық дененің қасиетіне тәуелсіз болатын температура- 
лык шкаланы тағайындауға болатындығы жайлы алда 
сөз болатындығын айта кетёйік (130-параграфты қара- 
ңыз). Бүл шкала т е м п е р а т у р а н ы ц  а б с о л ю т  
ш к а л а с ы  деп аталады.

§ 98. Идеал газ күйінің тецдеуі

Газ массасының күйі үш параметрдің: р кысымның, 
V көлемнің және і° температураның мәндері арқылы 
аныкталады. Бұл параметрлердің бірінің өзгерісі, қал- 
ғандарын өзгертетін зандылық аркылы байланыскан. 
Көрсетілген байланыс аналитикалық

Ғ (р, V t°) = 0  (98.1)
функцпясы түрінде жазылуы мүмкін.

Қандай да бір дененің параметрлерінің арасындағы 
байланысты беретін қатыс осы дененің күй теңдеуі делі- 
педі. Демек, (98.1) газдың берілген массасыныц күй тең- 
деуі болып табылады.

Егер де (98.1) теңдеуді кандай да бір параметрге, 
мысалы, р-ға қатысты шешетіп болсак, ондай күй теңдеуі

P = f ( V П  (98.2)
түрінде жазылады.

Мектептің физика курсынан Бойль — Мариотт жәнр 
Гей-Люссак заңдары, параметрлердің бірі түрақты бол-
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ғанда күй теңдеулерін берстіндігі белгілі. Мысалы, 
Бойль — Марнотт зацы температура түрақты болғанда 
газдың берілген массасының қысымы оныц көлеміне ке- 
рі пропоршюнал өзгеретінін көрсетеді. Айалитикалық 
тұрғыда мұны былай жазуға болады:

const ( °̂ =  const). (98.3)
Бірдей температурага сәйкес келетін күйлердің жи- 

ынтыгы (р, V) днаграммада (98.3) тсцдеуімен анықта- 
латын қисықпен, яғпи гиперболамсн кескінделеді. Тем- 
ператураның әрбір мәніне белгілі қисық сәйкес келеді 
(216, а-сурет). Бұл қисықтар и з о т е р м а  л а р  («изо»— 
бірдей, тең) деп аталады.

Тұрақты температура кезінде газдыц бір күйден 
скінші күйге өту гіроцесі п з о т е р м а л ы қ п р о ц е с с  
деп аталады. Изотермалық процесс кезіпде газ күйіп 
кескіндейтін нүкте изотерма бойымен орып ауысты- 
рады.

216-сурст.

(р, і°) немесс (V, /°) диаграммада пзотермалық про­
цесс р осіне (V осіне сәйкес) параллель түзу түрінде кес- 
кінделеді. Бұл түзулер де изотермалар болады. Үшінші 
V параметр (/>гс сәйкес) стрелкамен көрсстілген бағыт- 
та түзуді бойлай орын ауыстырған кезде арта отырып, 
осы түзудің бойында тұрақты мәпіп сақтамайды (216, б 
және б-суреттер).

Гей-Люссак заңы, түрақты қысым кезіііде газдың бе- 
рілген массасыныц көлемі температурамеи сызықты то- 
уелділікте өзгеретіпін айтады.

К= Vo( 1 + at0) (р — const). (98.4)
Тұрақты көлем кезіндегі қысым үшіи де осыгап үқсас 

тәуелділік бар.
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p = po(l + at°) (Theorist). (98.5)
Бұл теңдеулердегі t °  — Цельсий шкаласы бойынша 

алынған температура, V0~ 0° кезіндегі көлем, р0 — 0° С 
кезіндегі қысым. и коэффициенті екі теидеуде де бірдей 
болады және мәні 1/273 1 /град1 шамасына тең.

Тұрақты қысым кезінде өтетін процесс и з о б а р а  
л ы қ деп аталады. Газ үшін бұл процесс ( V /°) диаграм- 
мада (98.4) түзуімен беріледі (217. а-сурет; әрбір 
қисық қысымның әр түрлі мәніне сэйкес келеді). Бұл тү- 
зу и з о б а р а  деп аталады. (р, t°) немесе (р, V) диа- 
граммасында изобара t° осіне параллель немесе V осіне 
сәйкес түзу түріиде болады.

Түрақты колем кезінде өтетін процесс и з о х о р а -  
л ы қ деп аталады. (р, /°) диаграммасында изохоралар 
217, б-суреттегідей түрде болады.

(98.4) және (98.5) өрнектерінен шығатыпыпдай, бар- 
лық изобаралар мен изохоралар t° осін

1 + а /°=0
шартыпан анықталатыи бір ғана нүктеде кесіп өтеді, 
бұдан

t ° =  -  —  =  — 273,15°С.

Температураның бастапқы санақ нүктссін осы нүктеге 
ауыстырып, температураның Цельсий шкаласымен абсо­
лют (немесе Кельвин шкаласы)1 2 деп аталатын баска 
температуралық шкалаға өтеміз. Ілгеріде абсолют тем-

1 Дэлірек алсақ, 1/273,15 г р а д —1
2 Бул шкаланың градусы осыған сәйкес °К болып белгіленеді.
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ператураның (яғни абсолют шкала бойынша өлшенгси 
темиератураның) терең физикалык мағынасының бар- 
лығын көреміз.

Абсолюттік шкаланы анықтауымызға сәйкес, абсо­
лют температура (бұл температураны бІз Т әрпімен бел- 
гілейм.із) мен Цельсий бойынша анықталған /° темпера 
тураның арасында мынадай қатынас болады:

Т =  і" +  —  =  Г  +  273,15. (98.fi)
а

Мысалы, 0° С-қа 273,15 К сәйкес келеді. 0° К-қа тең тем­
пература а б с о л ю т  н о л ь  деп аталады, оған 
— 273,15° С мәні сәйкес келеді.

(98.4) жәпе (98.5) теңдеулерде Цельсий бойынша 
температурадан абсолют температураға өтейік. Бұл 
үшін, (98.6) теңдеуі бойынша /°-нің орпына Т — 1 /<л-пы 
қою керек.
V  =  V  (\ + а t ° ) = V 0 

және осыған ұқсас:

1 -j- a  ̂T —j -— a V  о T (98.7)

p = ap0T (98.8)
Осы теңдсулерден

Vi
V2 =  -уЛ (p =  const), (98.9)

Pi
Р2

= -—  (l/=const) 1 2
(98.10)

екендігі шығады, мұндағы 1 және 2 индекстсрі бір ғана 
изобарамен [(98.9) болған жагдайда] немесе бір гана 
изохорамен [(98.10) болған жағдайда] анықталатын 
кездейсоқ алынған күйлерге сәйкес келеді.

Бойль — Мариоттың және Гей-Люссактын зандары 
жуықталып алымған заңдар болып табылады. ІІақты 
газдыц тыгыздығы неғүрлым аз болған сайын, ягни пе- 
ғұрлым көлемі үлкен болған сайын (98.3), (98.9) және
(98.10) теңдсулеріне дәлірск бағынады. (98.3) бойынша 
қысым азайған сайын колем артады, ал (98.9) бойынша 
температураныц жоғарылауымен колем артады. Демек, 
Бойль — Мариотт және Гей-Люссак зацдары орындалуы 
үшін темгіератураның онша төмендсмен, қысымның онша 
жоғарыламай тұрған кезінде орын алады.

(98.3), (98.9) жәпе (98.10) теңдеулеріне дол бағына-
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тын газ и д е а л  газ деп аталады. Идеал газ дсгеніміз 
абстракция болыи табылады. Кез келген нақты газдың 
тығыздығы азайған сайын оның қасиеттері идеал газға 
жақындай түседі. А у а ,  азот, оттегі секілді кейбір газдар 
бөлме температурасында және атмосфералық қысым 
кезінде идеал газға өте жақын 
болады. Әсіресе, гелий мен хуте- 
гі газдары өздерінің қасиеттері 
бойынша идеал газға таяу.

Бойль—Марноттыц және Гей- 
Люссактың теңдсулерін бірікті- 
ріп, идеал газдың күй теңдеуін 
табуға болады. Бұл үшін (р , V) 
диаграмм а дан параметрлердің 
P\V\T\ және р2, V2, Т2 мәндерімен 
апықталатын кез кслген екі күй-

аламыз (218-сурст). / —1' изо­
терма мен 1' — 2 изохорадан тұ- 
ратын У-ден 2-ге өту процесіп қа- 
растырайық. 1' күйінің темпера- 
турасының 1 күйініц температу- 
расына, ал / күйініц көлемінің 2 
күйінің көлеміне тең екендігі анық. Жалны алганда, p'v 
қысымы р\ және р2 қысымдарынан өзгеше.

1 және 1' күйлері бір изотерманың бойында жатыр. 
Сондықтан (98.3)-ке сәйкес былай болады:

p\V\=p'V2-
I жцне 2 күйлері бір изохорада жатыр. Демек, (98.10) 

бо/ днша
P L - - J 1 .Р* т2 ■

Осы теңдеулерден р '-ті шығарып тастасақ, онда
Р \ У  і  р ^ ч

Т х -  Т2 *

тецдігін аламыз.
1 және 2 күйлері қалауымызша алынғандықтан, кез 

келген күй үшін

=  В (98.11)

болады деп түжырымдауга болады, мүндағы В — газ- 
дың белгілі массасы үшін тұрақты шама.

р
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А в о г а д р о н ы ң  з а ң ы  бойынша бірдей жағдай- 
ларда (яғни бірдей температура мен қысымда) барлық 
газдардың килограмм-молекулаларының көлемі бірдег. 
болады. Атап айтқанда, қалыпты деп аталатын жағдай- 
ларда, яғни температ,урасы 0° С, ал қысымы 1 атм кезін- 
де кез келген газдың киломолінің көлемі 22,4 м3/кмольх 
болады. Осыдан, газ массасы бір киломоль болған кезде
(98.11) -дегі В шамасының барлық газдар үшін бірдей 
болатындығы шығады. Бір киломольге сәйкес келетін В 
шамасын R деп, киломольдің көлемін Ккм деп белгілеп
(98.11) теңдеуін мына түрде жаза аламыз:

P ^ l =^R. (98.12)

Бұл теңдеу К л а п е й р о н  т е ң д с  у  і деп аталады. Ол 
идеал газдың киломолініц параметрлерінің арасындагы 
байланысты береді, демек, идеал газдың күй тендеуі б. 
лып табылады. Ол негізінен мына түрде жазылады:

p V K« =  R T  (98.13)
R шамасы газдың у н и в е р с а л ь  т ұ р а қ т ы с ы  

деп аталады. Оның мәнін Авогадро заңының негізінде 
есептеп шығаруға болады, ол үшін (98.12)-ге /7-нің 
1,01 105 н/м2 (1 атм)-ға КккГнің "22,4 м?!кмолъ-ға және 
Г-нің 273° К-қа төң болатын мәндерін қою керек:

^  273 град-һм оль  ’ г р а д - к м о л ь '

Газдың бір молінің қалыпты жағдайлардағы көлемі 
22,4 л/моль. Газдың киломолінен мольге, джоульдеғ эрг 
пен калорияға өте отырып, газдың универсаль тұрақты- 
сының төмендегі мәндерін оңай анықтауға болады:

/? = 8,31 107 эрг

град-м оль
=  1,99 к ал

град -м ол ь

Қейде R мәнін литр атмосфера бөлінген градус ж о п е  

моль түрінде де анықтайды:

1 Қалыпты жағдайларда 1 лг3 көлсмде 

r 6,06- 10-s
L — — 2 2 ~4—  2,68- IQ- молеку ла,

ал 1 см3 көлемде L/ =  2 ,C8-1019 молекула болатындыгьш ескерюГіік. 
L  (немесе L') сапы Л о ш м и д т  с а н ы  деп аталады.
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л  • а т мя -  Lяи'“7f ; 2 , >,"',,  ̂-  о д а — ,--------276 град  ’ град-м оль

Газдың бір киломолі үшін жазылған теңдеуден газ- 
дың кез келген т массасы үшін жазылған теңдеуге же- 
ңіл өтуге болады, ол үшін бірдей қысым мен темпера- 
турадағы газдыц z киломолінің көлемі бір киломольдің 
көлемінен z есе артық болатындығын ескеру керек:
V = z VKm (98.13) тендеуін z =  m/p, шамасына көбейтіп 
(т — газдьщ массасы, р, — киломольдің массасы) және 
zV  км көбейтіндісін К-мен ауыстырып, мына теңдеуді 
аламыз:

p V  =  J!LR t  (98.14)г'
Бұл г.аздың кез келген т массасы үшін жазылған 

идеал газдың күй теңдеуі. Бұл теңдеуден (98.3), (98.9) 
hwHe (93.10) тецдеулерін жеңіл шығарып алуға болады.

Идеал газдың температурасы оның басқа параметр- 
лерінің арасындағы қарапайым байланыс оны термомет- 
риялық зат есебінде пайдалануға итермелейді. Көлемнін 
түрақтылығын қамтамасыз етіп және температуралық 
белгі ретінде газ қысымын пайдаланып, идеал сызықтық 
температуралық шкаласы бар термометр аламыз. Бүдаи 
әрі бұл шкаланы температуранын идеал газ шкаласы 
деп атайтын боламыз.

Халықаралық келісім бойынша, термометриялық де- 
не ретінде сутегі алынады. (98.14) теңдеуді пайдаланып, 
сутегі бойынша анықталған шкала температураның 
эмпиоикалық шкаласы деп аталады.



XII Т А Р А У

ГАЗ ДА Р Д Ы Ң ЭЛ ЕгЛ Е М ТА Р К И I! ЕТ И КАЛ Ы Қ
ТЕОРИЯСЫ

Молекула-кинетикалық теория заттың ең қарапайым 
газ түріндегі күйін түсіндіруде зор табыстарға же-. 
Кинетикалық теория, тіптен өзінің элементар, жеңілде- 
тілген түрінде де газ күйіндегі заттың негізгі қасиеттерін 
және газда болып өтетін құбылыстарды сапа жағынан 
ғана емес, сандық жағынан да (бірге жуық сандық коэф- 
фициентке көбейтуге дейінгі дәлдікпен) түсіндіре алады.

Біздің алға қойғалы отырған бірінші мақсатымыз 
газдың ыдыс қабырғаларына түсіретін қысымыи есептеп 
шығару болып табылады. Бұл мәселені шешу абсолют 
температураныц физикалық табиғатын түсінуге де кө- 
мектеседі.

§ 99. Газдардыц кшіетнкальіқ теоринсыныц қысым
үшіи тецдеуі

Газдыц ец қарапайым молекула-кинетикалық моделі 
төмепдегідей болады. Газ дегеиіміз бірдеіі, хаосты қоз- 
ғалыстағы, өз ара жанасқанша бір-бірімен әрекеттес- 
пейтін молекулалардың жиынтығы. Молекула.іардын 
мөлшерлері өте аз, сондықтан да олардың қорытқы кө- 
леміи, ыдыстың көлемімен салыстырғанда, есксрмсуге 
болады. Молекулалардың әрқайсысы кейде бір-біріне 
иемесе ыдыстың қабырғасына серпімді соқтыққапы 
болмаса, уақытының басым көпшілігін еркін қозғалыста 
өткізеді.

Бүл айтылыгі отырған моделіміз идеал газдыц ми­
дели ІІақты газдардың молекулаларыиыц шектік өл-
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шемдері бар және олар бір-бірінсн өз ара алыстагап 
кезде тез әлсірейтін күшгіен әрекеттесіл отырадьі. Бірақ 
тығыздық азаиған сайын молекулалардың меншікті ко­
лем! газдыц алып түрған көлемінеи азая түседі, ал мо- 
лекулалардың орташа кашықтықтарыыың үлғаятыны 
соншалықты, олардыц арасыидағы өз ара эрекеттесу 
күштсрім ескермеугс дс болады. Демск, ксз келген газ 
идеал газга жақын болатын жағдайда жоғарыда сипат- 
талган моделдің негізіндегі біздің ойларымыз дұрыс бо­
лады екен.

Молекула ыдыстың қабырғасына соққаи кезде, ол 
оған сан мәні өз импульсының өзгерісіне тец импульс 
береді. Қабырға бетінің әрбір AS элементіне көп мөл- 
шерде молекулалар үздіксіз соғылады да, осының арқа- 
сында ол At уақытта AS-ке нормаль бойынша бағыттал- 
ған қорытқы А/С импульс алады. Механикадан білетіні- 
міздей, А/С-ның А^-ге қатынасы AS-ке эсер ететін күшті, 
ал осы күштің AS-ке қатынасы р.қысымды береді.

Молекулалар ретсіз, хаосты қозғалады; қозғалыс ба- 
ғыттарының ықтималдығы бірдей, олардың қайсысыныц 
да басқаларынан ешбір артықшылығы жоқ. Бұлай дей- 
T i  н себебіміз ыдыстың қабырғасына түсірілгеп қысым 
барлық жерлерде де бірдей болады. Егер қайсыбір ба- 
гытта молекулалар қозғалысы басым болса, онда ыдыс 
қабырғасының осы учаскесіне түсірілген қысым да ар- 
тык бол ар еді.

Молекулалардьщ жылдамдықтарының шамалары эр 
түрлі бола алады. Сонымен қатар, әрбір сокдығыстан1 
кейін молекуланың жылдамдығы өзгеріп отыруы тиіс, 
әрі жылдамдыктьщ өсу немесе азаю мүмкіншіліктері де 
бірдей болады. Бұл екі молекуланыц кинетикалык энер- 
гияларының косындысының соктығысканға дейін де, 
соқтығысканнан кейін де бірдей болуы тиіс екендігіиеи 
шығады. Демек, бір молекуланың жылдамдығы арткан 
кезде, екінші молекуланың жылдамдығы кемиді.

Қойылған мәселенің шешуін оңайлату үшін біз моле- 
кулалардың қозғалысына катысты кейбір жеңілдететін 
шар.ттарды енгіземіз. Біріншіден, молекулаларды өз ара 
перпендикуляр үш бағытта козгалады деп есептейміз. 
Егер газдың N молекуласы болса, онда уакыттыц кез

} М а с с а л а р ы  б і р д е й  е к і  ш а р д ы н  с е р п і м д і  ц е н т р л і к  с о қ т ы ғ ы с у і л  
к е з і н д е ,  ш а р л а р д ы н ,  э н е р г и я  а л м а с а т ы н д ы г ы н  е с к е р т е  к е т е й і к .
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кслген мсзгіліндс әрбір бағытпен N/3 молекула, ал олар- 
дың бірінші жартысы (яғни, N /6 молекула) берілген

бағытпен бір жаққа, ал екінші 
жартысы — екінші жаққа қозга- 
лады (219-сурет). Осындай үйга- 
рымға сүйеие отырып, біз қарас- 
тыргалы отырган багытта (мэсе- 
лен, AS қабырғаныц берілгеи эле- 
ментіне нормаль бойымен) моле- 
кулалардың 1/6 бөлігі қозғалады 
деп есептейміз.

Екіншіден, барлық молекула- 
лардыц v жылдамдықтарыныц 
мәндерін бірдей деп аламыз. 
көрсететініміздей, алғашқы шарт 

ақырғы нәтижесіне эсер етпейді;

219-сурет)

Келесі параграфта 
қысымды есептеудің 
екінші шартты қарастырмаудың қандай нәтижеге әкеп 
соғатынын осы параграфта баяндаймыз.

Ыдыстың қабырғасына соққан молекуланың оған бе- 
ретін импульсын есептеп шығарайық. Қабырғаға соқтық- 
қанға дейінгі молекуланың импульсы сыртқы нормаль 
бойымен AS-ке қарай бағыттал- 
ған және mv-ге тең болады. Соқ- 
тығыстан кейін молекуланың им­
пульс тацбасы өзгереді. Сөйтіп,
молекула импульсының өсімшесі -----
мынаған тең болады: /7'v

( — m v )  — ( m v )  — — 2m v .  (99.1)
Ныотонньщ үшінші заңы бо- 

йынша, қабырға соқтығысу ке- 220-сурет.
зінде нормаль бойымен багыт- 
талған 2mv импульс алады.

At уақытта қабырганың AS элементіне дейін осы ба­
гытта козғалып келе жатқан ( табаны AS, биіктігі vAt 
цилиндрдіц ішіндегі) барлық молекулалар келіп жетеді 
(221-сурет) Бұл молекулалардыц саны мынагап тең бо­
лады:

A N  —  —  n v  A S  A t ,о (99.2)

мүндағы n — бірлік көлемдегі молекулалар саны Шы- 
нында молекулалардың бір бөлігі қабырғаға жетсм дс-
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гснше басқа молекулалармен соқтығысып, өзіиіц бағы- 
тын өзгертеді де AS-ке жете алмайды деғен қарсы пікір 
айтуға да болады. Алайда соқтығысулар молекулалар- 
дыц хаосты қозғалысының сипатын өзгерте алмайды: 
қабырғаға карай беттеген молскулалар тобының кейбі- 
рсулсрініц басқа багыттарда қозгалатып молекулалар 
тобына өтуі, дол сол шамалы молскулалардыц басқа 
топтарыпан, қабырғаға қараіі беттеген молекулалар то­
бына өтуімен қатар жүреді. Сондықтан қабырғаға келіп 
жететін молекулалардың санын есептеген кезде молеку- 
лалардың бір-бірімен соқтығысуларын ескермеуге бо­
лады. (99.2) бойынша бірлік уақыттың ___
ішінде AS ауданға келіп соғатын моле- f  ' Іи 
кулалар саны мынаған тең болады: і | /6п Ы

A N 1

ал
ДГ -  6 n V  А5* I

\

бір секунд ішінде бірлік аудаиға ' 
(AS = 1 м2) келіп соқтығатын молекула­
лар саны

A N  1
(99-3) 221-сурет.

(99.2) -дегі соктығысулар санын әрбір соктығысудан 
кабырғаға берілетін (99.1)-дегі импульска көбейтіп, At 
уақытта қабырғаның AS элементіне берілетін косынды 
Д/С импульсты анықтаймыз.

ДАТ =  2mv r w  A S  A t  —  nmv2 A S  A t .

A K  импульстың At уақытқа қатынасын алып, AS-ке 
эсер етуші күшті табамыз. Акыры, табылған күштің AS 
ауданға катынасын алып, ыдыстың кабырғасына түсі- 
рілген газдыц қысымын табамыз. Демек,

' ’= Щ Г  =  Т т *! ( " - 4)

e = mv2/2 шамасының молекуланың ілгерілемелі қоз- 
ғалысыныц кинетикалық энергиясы екенін ескере оты- 
рып,- кьтсымның өрнегін төмендегідей түрге келтіруге бо­
лады:

р  =  -g- fit. (99.5)
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Табылған формулаларға талдау жасалмастан бурын, 
барлык молекулалардыц жылдамдығы бірдей болады 
деген ұйғарьшымыздын осы формул алардым ж азы л у ту- 
pine қаіідай остр in тигізетіпдігіп қарастырайык.

Молекулалардыц жылдамдықтары әр түрлі болсын 
делік, сонымен бірге, бірлік көлемдегі п молекуладап 
п і молекулапыц жылдамдыгы v\, 112 молскуланың жыл- 
дамдығы V2 жәпс жалпылай алгаида tit молскуланыц 
жылдамдығы vL болсын. Онда

Н {  -f- 112 Н ••• Н 11 і I ••• = Д_1111 —  11

болатындығы анық.
Молекулалардың жылдамдықтар бойынша тара- 

луып біле отырып, молекулалардыц орташа жылдамды- 
ғын анықтауға болады. Бұл үшіп барлық п молекула­
лардыц жылдамдықтарыи қосып, алынған шаманы п-ге 
бөлу керек:

пх п< Пі
__  V I +  Vi Ч~ . . .  Д- v \ +  с»2+ і ’2 +  . . .  +  ^ 2 +  . . . +  VI +  VI +  . . .  +  VI +  . . .

s П
Бұл жерде біз гц-ді гі\ рст; v2-u\ п2 рет жопе т. с. с. рет 
алуымыз ксрск. Дсмск, и шамасыи

V  = П]У 1 4 -  п-.у., ‘+ . . .  +  tijVi -ь 
п п tijVi (99.6)

түрінде жазуға болады.
Дәл осындай есептеулерді молекулалардыц ілгеріле- 

мелі қозғалысыныц кпнетпкалық энергиясы е үшін жүр- 
гізіп, оныц орташа мәні үшін мынадай өрнекке келеміз.

п (99.7)

мұндағы п і эперғпясы іс жүзінде ег- -ға тец болатын мо- 
лекулалардыц саны.

(99.7) бойынша, бірлік көлемдегі молекулалардыц 
қосыиды кинетикалық эиергиясы не-ға, яғнп бірлік кө- 
лемдегі молекулар саны мен жеке молекуланың орташа 
энергиясыныц көбейтіидісіие тец, сонымен бірге бүл по- 
тиже молекулалардыц жылдамдықтар бойыпша тара- 
луының пақты түріне тоуелсіз болады.

Молекулаларды жылдамдықтар бойыиша қайсыбір 
зацдылықпен таралған деи есептеп, молекулалардыц 
ыдыстыц қабырғасына соқтығысу санып аиықтайық.
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Жылдамдық мәні vt болатын молскулалардыц ішіпде 
кез келген бағытта қозғалып жүрген молекулалар бар. 
Сондықтан, жсңілдік үшін, қабырғаның AS элементіне 
қарай осы молекулалардың 1/6 бөлігі бағытталады деп 
есептеуге болады. Демек, жылдамдықтарыпың шамасы 

болатын молекулалардың ішіисн А/ уақытта AS эде­
ме нтке

A N ; ti[Di AS At (99.8)

молекула келіп жетеді.
Ал кез келген жылдамдықтагы молскулалардыц то- 

лык, соқтығысу саны
A N

1- AN і — -гг- AS A t ;  Я р r

(99.6)-ға сэйкес 'Lnl vL шамасып ди-мсп алмастырыи,
бірлік уақытта бірлік ауданға соқтығысу саныныц тө-
мендегідей өрнегін аламыз:

ДN 1 ,.......  / \ / ' /  \ Vsn>=  —  n v  1
/  \ ! \ / \I і \ I \____I і / і і  i f/I I ( I I  і

) I і 1 1 У бч 1/I / ; і /0 8\ f \ //
1___V

—̂ V jA  t — *
-------v2 A t -----

- ---------- и ,  А  С-----------

222-сурп.

Д5 Ді£ 6 (99.9)
Бұл өрнектіц бүдап бұрып \ 

алыиған (99.3)-өрнектсп айыр- \ 
мащылығы сол, мұпда барлық 
молекулалар үшін бірдей бо­
латын v жылдамдықтың орны- 
на молекулалардыц орташа v 
жылдамдыгы кіреді.

ANt молекул ал ардың әр- 
қайсысы [(99.8)-ді қараңдар] қабырғага соққап кезде 
оған 2mvi  импульс берілсді. AS элемеитіис At уақытта 
барлық жылдамдықтардағы молекулалардың беретін 
қорытқы импульсы

А І(  =  7 ,2tnvlA N i =  7  2m vi -g- n lv i AS At.

Қысымды аныктау үшін А/(-ны AS псп ААгс бөлу 
керек:

1 Бұл формула жуықталған формула болыи табилады. Долірск 
есептеулер (келесі параграфты қараңыз)

т  1 -
- Г - / I  VД5Д/

формуласын береді.
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_  2_ ' mvi _  2 '
P 3 /  i ni ~2~ —  ~  x  ’

мұндағы Ei = m v2i /2 — жылдамдығы v t молекуланыц 
ілгерілемелі қозғалысының кинетикалық энергиясы.

(99.7) бойынша Ип t eL шамасын пе көбейтіндісімен 
алмастырыгі, мынаны аламыз:

2 — 2 m vJ /пп  1Л,р =  -үПо =  — п —  (99.10)

Бұл өрнектің бұдан бұрын анықталған (99.5) өрнек- 
тен айырмашылығы мұнда барлық молекулаларға ортақ 
е энергияның орнына орташа е энергия кіреді.

(99. 10)-теңдеу газдардың кинетикалық теориясының 
негізгі теңдеуі болып табылады. Бұл теңдеу бойынша 
қысым бірлік көлемдегі молекулалардың ілгерілемелі 
қозғалысының кинетикалық энергиясының үштен екісіне 
тең болады.

(99.10) теңдеуінен п тұрақты болғанда (яғни газ мас- 
сасының көлемі өзгермеген кезде), қысымның молеку- 
ланың е ілгерілемелі қозғалысыпың орташа кинетика- 
лык. энергиясына пропорционал болатындығы шығады. 
Сонымен қатар, өткен параграфта көргеніміздей, идеал 
газ шкаласында Т температура тұрақты көлем кезіндегі 
идеал газдың қысымына пропорционал шама ретінде
аиықталады. Осыдан Т температураның г шамасына 
пропорционал болатындығы шығады. Абсолют темпера­
тура Т мен е-ныц арасындағы пропорционалдық коэффи­
циенты анықтау үшін, (99.10) тецдеуді идеал газ куйініц
(98.13) теңдеуімен салыстырайық. Ол үшін (99.10) тец- 
деуді киломольдіц көлемі Ғкм -ге көбейтейік:

PVкм =  \  (nVKK)l.

Бірлік көлемдегі молекулалар санының бір киломоль- 
дің көлеміне көбейтіндісі Авогадро санына тең болатын- 
дығын ескере отырып, соңғы теңдеуді мына түрде жа- 
зуға болады:

Осы теңдеуді идеал газ күйініц бір киломоль үшін жа- 
зылған p V ta, =RT  тецдеуімеи салыстырып,
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§- Л 'д Г = Я 7 '

ексндігін байқаймыз, осыдап
z = * k T  (99.11)

болады, мұнда к арқылы Б о л ь ц м а н  
R

деп аталатын ~  шамасы белгілснген.А
наған тец:
к = Я 8,31-103

6,02-10^ 1,38- 10~2і д ж

г р а О

т ұ р а қ т ы с ы 
Оныц мәні мы-

.38-lo­ ll. э р г

г р а д

Сөйтіп, біз аса мацызды қорытыидыга ксліп тірслдік: 
абсолют температура дегеніміз жске молекулапыц қоз- 
ғалысыныц орташа энергиясына пропорцпопал шама. 
Бұл қорытынды тек газдар үшін гана емсс, кез кслгеп 
күйдегі зат үшін де орындалады.

(99.11) өрнегінің тағы бір тамаша әсері, ортаніа энер­
гия е тек температурага ғана тәуелді, ал молекуланың 
массасына тәуелсіз.

Идеал газ күйінің теңдеуіпдегі /?-ді N а к арқылы ал- 
мастырып және N А- /V ш екепіп ескеріп, өте мацызды 
формуланы аламыз:

р = пкТ (99.12)
Егер де бірнсше газдардыц қосиасып алсақ, опда 

массалары әр түрлі газдардыц молекулаларыпыц орта­
ша жылдамдыгы әр түрлі болады, бірақ молекулалар- 
дыц орташа энергиясы бірдей болады. Бүл жагдайдагы 
қысым мынаган тец болады:

p — nkT =  (ri\ -\- іі2 --г ...)кТ (99.13)
мұндағы п і, /22 жоне т. с. с. бірлік көлемдегі молекула- 
лардың бірінші, екінші жоне т. с. с. сорттарыныц сапын 
білдіреді. (99.13) өрнекті

p = r i \ k T n 2kT -j- ...
түрінде жазуга болады. Бірақ, П\кТ— ыдыста молскула- 
лардың тек бірінші сорты гана болгап жагдайдагы р\ 
кысымы, ал ыдыста тек скіпші сорттық модекулалары 
болған жагдайда п 2к Т  — сол газдыц р.2 кысымы, жо­
не т. с. с. Қоспаға кіретін молекулалардыц қайсыбір 
сортының дәл сол коспадагыдай мөлшерде ыдыста жал- 
гыз өздері қалган кездегі кысымы, газ қоспасынын. со.і



компонентішң п а р ц и а л қ ы с ы м ы деп аталады. 
Парциал кысымды пайдаланып, (99.13)-ке сүйеніп,

р — Р\Л-Рі +  ••• =  J-Pi (99.14)
деп жаза аламыз.

Сөйтіп, біз идеал газ қоспасының қысымы, соя дог­
наны қүрайтын газдардың парциал қысымдсірмның қо- 
сындысына тең дсп айтылатын Д а л ь т  о н з a it ы п a 
келдік.

§ 100. Молекулалардыц жылдамдықтарыиыц әр түрлі 
багыттар бойыпша таралуыи дәлірек есеитеу

Бул параграфта біз, молекулаларды тск өз ара пер­
пендикуляр үпі багытта гана қозғалады деп ееептейтіп 
жсцілдетуші піартты пайдалапбай-ақ, молекулалардыц

ыдыстыц қабырғасына соқтығысу 
санына дол есептеулер жүргіземіз. 
Сопымсп қатар, аталған жеңілдету- 
ші шарттыц өткен параграфта қы- 
сымға арналған (99.4) өрнегіпе ace- 
pin тигізбейтіиін де көрсетелік.

Ксцісті.ктіц кез келген бағытын 
қандай да бір О нүктесінен бастан 
бағьіттала салынған ОА кесіндісі- 
мен (223-сурет) беруге болады. О 
нүктесі арқылы Z осін және осы ось 
арқылы өтетін Р жазықтығын жүр- 
ғіземіз. ОА бағыты жатқан, OZ осі 
арқылы өтетін Р жазықтыгы санақ 
басы ретіндс алынған Р0 жазықты- 

гымеп ср бұрышып жасайды. ОА багыты OZ осімен 0 бұ- 
рыш жасайды. г*> және ср бұрыштарыныц берілуі 0.-1 ба- 
гытын толық анықтайтындығы сөзсіз. Әр түрлі багыттар 
үшін ср бұрыш 0-ден 2~-ге дейіп, ал 0 бүрышы — 0-деи 
л-ге дейін өзғереді.

Сөйтіп, газ молекулаларының қозгалыс багытын, әр- 
бір молекула үшін қандай да бір белгілепгеп OZ багыт 
(мұндаіі багыт үшін, мәселен, аудашпаныц нормалының 
багытын алуга болады) пен еол арқылы жүргізілгем Р0 
жазықтыгыпап бастап саналатын 0 және ср бүрыштары- 
ныц мәпдерін беру арқылы сппаттауга болады ексн.

Длаііда басқадай көрнектірек іасілді дс қолдапуга

223-сурет.
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болады. О нүктесін R радиусы қалауымызша алынған 
сферамен қоршайық (224-сурет) Осы сфсрадағы кез 
кслген А нүктесі О-даи Л-ға қарай бағытты анықтайтын 
болады. Демек, газ молекулаларыныц қозгалыс багыт- 
тарын сфера бетіндегі нүктелер арқылы да бсруге бола­
ды екен.

Барлық бағыттағы тең ықтималдылық молекулалар- 
дыц қозғалыс багытын кескіндейтін иүктелердіц сфера 
бойынша қарастырылатын молекулалардыц N сапыи 
сфераныц бетіне бөлгенге тец болатып, түрақты тьпыз- 
дықпен таралатындығын көрсетеді, ягнп

Р
N

4 тс/?- ( 100. 1)

Соқтығысулар молекулалардыц қозғалыс бағытта- 
рын өзгертеді, осының әсерінен сфераныц бетіндегі N 
нүктелердің орны да үздіксіз өзгерісте болады. Алайда 
қозғалыс хаосты болгандықтан, z
нүктелердің тығыздығы барлық 4
уақытта өзгеріссіз қалады.

Көріп отырғанымыздай, кеціс- 
тіктегі мүмкін бағыттардыц саиы 
шексіз көп. Әрбір уақыт мезетіи- 
де, қарастырылып отырған моле­
кулалардыц N санына тең шек- 
теулі бағыттар ғана іске асыры- 
лады. Бұдан, белгілі бағыттағы 
(сферада А нүктесімен өрнекте- 
летін немесе О және ф бұрышта- 
рының мәндерімен анықталатын) 
молекулалар саны жайлы мәсе- 
лені қоюдың ешқандай мағына- 
сының болмайтындығы шығады. Шынында да, мүмкін 
болатын бағыттар саны шектеусіз, ал молекулалар саны 
шектеулі болғандықтан, белгілі бағытта бір молекула- 
ның болса да ұшып шығуы жайындағы ықтнмалдығы 
нольге тец болады.

Мәселені Ф және ср бүрыштарымен анықталатын ба- 
ғытқа іргслес бағыттарда қанша молекула қозғалады 
деп- қойгап алдсқайда дүрысырақ болады. Мүпдай ба- 
гыттарга Л пүктссіпіц төцірегіпеи алыпгап сфера бстіпіц 
АҒ элементінс келетін пүктслер сойкес келеді (224-су­
рет). Молекулалардыц козғалыс бағыттарын кескіндей-
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тін нүктелер сфера бетінде біркелкі таралгандыктан АҒ 
шегіндегі нүктелер саны мынаған тец болады:

ДАД, v =  РДF =  N  . (100.2)

АА̂  болғандағы 0- және ф индекстері қозғалыс бағыт- 
тары Ф және ф бұрыштарымен анықталатын бағыттарға 
жақын қозғалыс бағыттары жайлы сөз болып отырға- 
нын көрсетеді. AҒ арқылы өтетін бағыттарды қамтитын 
AQ =  AF/R2 денелік бұрышын енгізіп, (100.2) -өрнекті

=  (100.3)

түріндс жазуға болады.
Молекулалардыц қабырғамен соқтығысу шарттары 

(атап айтқанда, соқтыгысу кезінде қабырғаға берілетін
импульс) молекулалардыц 
қозғалыс бағыты мен қабыр- 
ғаның А 5 элементіне қарай 
жүргізген нормальдың ара- 
сындагы -0 бұрышына ғана 
тәуелді, ал ф бұрышына тәуел- 
сіз болады. Бірлік көлемдегі п 
молскуланыц қаншасының 
(оны сіп» дсп белгілейміз) 
О-дсп O +  rfO-re дсйін аралықта 
жатқан нормальмсн бүрыш 
жасайтын бағыттарының бола- 
тындығын^ табалық. Ол үшін
(100.2) бойынша '0-піц осын- 
дай мәпдеріне сойксс келетіп 
сфера бетінің ііҒ элсмснтін та­

бу керек. Беттіц бұл-элемспті, 225-суреттен көріп отыр- 
ганымыздай, ұзындығы 2nR  sin ені Rd$  болатын шар 
поясы болып табылады. Мұндай поястыц беті мына- 
ған тең:

сІҒъ =  2nR sin ®Rdi} = 27iR 2 sin Odft.
Демек, (100.2)-re сәйкес мыиаііы аламыз:

dtia п 2я/? - sin 0 do 
4TRi

_1_
2 и sin 0 db. (100.4)

~  sin d көбейткіші молекулалардыц й бүрышыныц
мәндері бойыпша таралуып сипаттайды. Пгер бірдей </й 
бүрыштар интервалы арқылы өтстіп, бірақ 0 мәнімеп
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айырылатын dn§ молекулалар санын өз ара салысты- 
ратын болсақ, онда мұндай dm  шамалар sin if) тәрізді 
өзгереді.

Енді Дt уақыт ішінде кішкене Д5 ауданға соғылатын 
молекулалар санын табайық. Қозғалыс багытыныц 
AS -к е  жүргізген нормальмен жасайтын бұрыштары -0 
және O-fdO аралығында жататын молекулалардың іші- 
нен, 226-суретте көрсетілген көлбеу цилиндрдің1, AV кө- 
леміндегі барлық dN2 молекулалар түгелдей Д/ уақыт- 
та Д5-ке келіп жетеді; AV көлемі

ДК = Д5Д? cos О,
мұндағы v — барлық молекулалар үшін бірдей деп ұйға- 
рылған жылдамдық.

Бізге керекті бірлік көлемдегі молекулалар саны
(100.4) формуласымен анықталады. Соидықтан

flfiVo =--dn& AV —-үП  sin UdOASvAi cos \h (100.5)
Осы өрнекті О бойынша 0-ден jt/2-ге2 дейінгі шекте ин- 
тегралдап, At уақыт ішінде AS ауданға соқтығысудың 
толық санын аламыз:

A N  =  j,d N 0 ivu  A S  A t  j  sin D cos 0 d i) n v  A S  A t .

1 Б е р і л г е н  м е н  б і р г е  б а р л ы қ  б а ғ ы т т а р д ы  б і з  о й ш а  ф  б ү р ы -  
ш ы н ы ц  д о з  к п г е н  м о п ін е  с ә й к е с  к е л е т і н  б і р  ж а з ы қ т ы қ қ а  л й н а л д ы -  
р ы п  о т ы р м ы з ,

2 О - н ы ц  ср-ге л / 2 - д е н  л - r e  д е й і и г і  м ә н д е р і н е  A S  б а г ы т т а р ы н а н  
ұ ш ы п  к е л е  ж а т қ а н  м о л е к у л а л а р  с ә й к е с  к е л е д і .
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Осыдан бірлік уақыттағы бірлік ауданға соқтыгысу 
саны үшін төмендегідей өрнекті табамыз:

т а ғ - т » ° .  <>00.6)

бұл мәнніц өткен параграфта алынған (99.3.)-өрнектен 
3/2-ге тең сандық көбейткішке ғана айырмашылығы бар.

Енді қабырғаға тусірілетін газ қысымын есептеп шы- 
ғаруға кірісейік. ■д бұрыш жасай түсетін әрбір молекула 
оған нормаль бойымен бағытталган 2tnv cos ft шамасына 
тец импульс береді (227-сурет). At уақыт ішінде қабыр- 
ғаның AS элементіне ft бұрыш жасай, (100.5)-формула- 
мен анықталатын, dN& молекула келіп соғылады. Де- 
мек, осы молекулалардың Д5-ке беретін импульсы мына 
шамаға тең:

dKb = 2 mv cos ftdNb = nmv2 AS At cos2 ft sin ftdft.
Барлық бағыттағы молекулалардыц Д5-ке беретін 

толық Д/С импульсын интегралдау арқылы аламыз:
тс2

ДК =  j d K a  —  n m v 2 A S  A t  j cos20 sinU d \)  =  n m v 2 A S  A t .

о
Осыдан қысым

Д/С 1 
1 [ Ш  =  —  птъ-, (100.7)

mv.

(100.7)-өрнек молекулаларды өз ара перпендикуляр 
үш бағытта қозғалады деп үйғару аркылы алынғаи кы-

сымның (99.4) өрнегімен бірдей. 
Мұндай дәлме-дәлдікті былай тү- 
сіндіруге болады: бір жағынан, жо- 
ғарыда келтірілген болжам моле- 
кулалардып қабырғаға келіп соғу 
санын азайтады [(100.6) және
(99.3) -өрнектерді сллыстырындар], 
екіншіден, әрбір соқтығысу да қа- 
бырғаға берілетін импульсты арт- 
тырады. (99.4) -өрнекті шығарған 
кезде орбір соқтыгысу саііыи қа- 

бырғага 2mv-re тец импульс беріледі дедік. Шыньшда 
да, қабыргага берілетін импульс і) бурышыпа тәуелді

mv.
Нормаль

1V/,
2і27-су|)от.
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болады, осыдан бір рет соқтығысу кезіндегі орташа им­
пульс ~  mv болады. Нәтижесінде екі дәл келмеушілік
бір-біріи жояды, сөйтіп жецілдетін қарағаниыц өзінде 
де қысымның дәл өрнегін алады екенбіз.

§ 101. Энергішиыц еркіндік дэрежелері боныиша 
біркелкі таралуы

Молекуланың орташа энергиясы үшін 99-параграфта 
алынған

Г =  -т^кТ (101.1)

өрнск молекуланыц тек ілгерілемелі қозғалысыньщ энер- 
гиясын ғана есептейді. Алайда ілгерілемелі қозғалыспеи 
қатар молекулалардың айналуы және молекуланың қоз- 
ғалыс құрамына кіретін атомдардың тербСлуі де мүмкін. 
Қозғалыстың бүл екі түрі қандай да бір энергия қоры- 
мен байланысты болады, ал бұл энергияны анықтауға 
статистикалық физика тағайындайтын энергияның моле- 
куланың еркіндік дәрежелері бойынша біркелкі тара­
луы жөніндегі қағида мүмкіндік береді.

Механикальіқ систёманың еркіндік дәрежелері деп 
системаның орнын анықтауда мүмкіндік беретіп тәуелсіз 
шамалардың жиынтығын атайды. Материйльіқ нүктенің 
кеңістіктегі орны оның үш координаталарының (мәселен,
x, у, z декарт координаталарының немесе г, 0, гр т. б. сфе- 
ралық координаталардың) 
берілген мәндерімен анық- 
талады. Осыған сәйкес ма- 
териялық нүктенің үш ер- 
кіидік дәрежесі болады.

Абсолют қатты дененіц 
орнын оның инерция центрі- 
ніц үш координаталарын (х,
y, z ) және денемен байла­
нысты, әрі дененің инерция 
центрі арқылы өтетін әйте- 
уір бір бағытын анықтай- 
тын 0 және ср бұрыштарын 
(228-сурет), ақырында, де­
немен байланысты бірінші оське перпендикуляр екінші 
осьтің бағытын анықтайтын ф бүрышын беру арқылы
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анықтауға болады. Сөйтіп, абсолют қатты денеиін. алты 
еркіндік дәрежесі болады. ф, ср және ^  бурыштары өз- 
гермеген кездегі инерция центрінің координаталары- 
ның өзгеруі қатты дененің ілгерілмелі қозғалысынан 
болады. Сондықтан осы сәйкестік ілгерілмелі еркіндік 
дәрежелері деп аталады. Инерция центрінің өзгермей, 
ср және і|) бұрыштарыныц кез келген біреуінің өзгеруі 
қатты дененіц айналмалы қозғалысынан болады, сол се- 
бептен бұл еркіндік, дәрежелері айналмалы еркіндік дә- 
режелері деп аталады. Олай болса, абсолют катты дене- 
ніц алты еркіндік дәрежесінің үшеуі ілгерілемелі де, ал 
үшеуі — айналмалы болып табылады.

Нүктелерінің арасында қатаң байланысы жоқ /V 
нүктелерден тұратын системаның 3N еркіндік дәрежеле-

рі болады (нүктелердің әрбіреуі- 
нің орны үш координатамен бері- 
луі тиіс). Екі нүктенің ара 
қашықтығын өзгеріссіз ұстап тұ- 
ратын кез келген нақтылы бай- 
ланыс еркіндік дәрежелерінің са- 
нын бірлік еркіндік дәрежесіне 
кемітеді. Мысалы, егер система 

ара қашықтығы / өзгермейтін (229-сурет) екі материя- 
лык, нүктеден тұратын болса, онда бұл системаның ер- 
кіпдік дәрежелерінің саны бесеу болады. Шынында да, 
бұл жерде нүктелердіц координаталарыныц арасында

(* 2 -* і)2+  ( У 2 - У \ ) 2 +  {Z2-Z{y  = l 2 (101.2)
цатынасы болады да, координаталар өз ара тәуелеіз бол-

май шығады: кез келген бес координатаны алудыц өзі-.іқ 
жеткілікті, алтыншы координата (101.2) шартымен 
анықталады. Осы бее еркіндік дәрежесін түр-түрге бөлу
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үшін, өз ара қатаң байланысқан екі материялык нүкте- 
лерден тұратын системаның орнын былан анықтау корек 
екенін ескерелік: снстеманың инерция центрініц үш
координата (230-сурет) және система осінің (яғни екі 
нүкте арқылы өтетін түзудіц) кецістіктегі багытын 
аиықтайтын б және ср бұрыштарын беру керек. Осыдан 
келіп, үш еркіндік дәрежесінің — үшеуіыің ілгерілемелі, 
ал қалған екеуінің айналмалы болатындығы шығады. 
Айналмалы еркіндік дәрежелері системаның 0 0  осіне 
перпендикуляр болатын өз ара перпендикуляр O'O' және 
0 ,г0"  еці осін айнала қозғалуға сәйкес келеді (231-су- 
рет). Матернялық нүктелер үшін 0 0  осі арқылы айналу 
туралы сөз етудің қажеті жоқ.

Егер екі материялық пүктенің арасындағы байланыс 
қатаң болмай, серпімді болатын болса, яғни нүктелердің 
тепе-теңдік аралығы г0 өзгерген кезде, нүктелерді бұ- 
рынғы орындарына әкелуге ұмтылатын күштер пайда 
болатын болса, онда 
еркіндік дәрежелері- 
нің саны алтыға тең.
Бұл жағдайда систе- 
маның орнын инерция 
центрінің үш коорди- 
наталарын, -0 және ср 
бұрыштарын және нүк- 
гелердің г ара қашық- 
тығын беру арқылы 
анықтауға болады, г- 
дің өзгеруі системада- 
ғы тербеліске сәйкес
келеді, сондықтан да бул. еркіндік дәрежесін тербелмелі 
деп атайды. Сонымен, қарастырылып отырған система- 
ныц үш ілгерілемелі, екі айналмалы және бір тербелмелі 
еркіндік дәрежесі болады екен.

Бір-бірімен серпімді байланысқан N  материяльтқ нүк- 
теден тұратын системаны қарастырайық. Мүндай систе- 
маның 3N еркіндік дәрежесі болады. Нүктелердің систе- 
маның потенциялық энергиясының минимумына сәйкес 
келетін тепе-теңдік конфигурациясы болады. Тепе-теңдік 
конфигурациясы нүктелердің ара қашықтықтарының 
белгілі мәндерімеы сипатталады. Егер де нүктелерді те- 
пе-теңдік конфигурациясына сәйкес кслетін қалыптан 
шығарып жіберсек, онда системада тербелістер пайда

232-сурет.
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болады. Системаныц орнын тепе-теңдік конфигураиня- 
сыныи қалпыи жәме ііүктелердіи- тепе-тецдік калыптары- 
нан ауытқуып синаттайтып шамаларды бсру аркылы 
амықтауға болады. Соцғы шамалар тербелмелі еркімдік 
дәрежелеріне сәйкес кследі.

Тепе-тецдік конфигурациясының орны абсолют қатты 
деиенің орпы тәрізді алты шамамен анықталады, оньщ 
үшеуі ілгерілмелі, үшеуі — айналмалы еркіндік дәреже- 
лсріне сәйкес келеді. Сонымен, тербелмелі еркіндік дә- 
режесінің саны 3N — 6 1 болады екен.

Газдардың жылу сыйымдылығын өлшеуде жүргізіл- 
ген тәжірибсден шығатынындай, молекуланың еркіндік 
дәрежелерін анықтаған кезде, атомдарды материялық 
иүктелер деп есептеуге болады. Демек, бір атомды 
молскулаға үш ілгерілемелі еркіндік дәрежесін, екі а гом- 
ды молекулаға, атомдары арасындағы байланыстыц тү- 
ріне қарай, не үш ілгерілемелі және екі айналмалы (сер- 
пімді бапланыс болғанда) қатан, байланысқан үш атом­
ды молекулаға — үш ілгерілемелі (егер байланыс қатаң 
болса) нсмесе осы бес еркіндік дәрежесінсн басқа, тағы 
да бірсуін, тербелмелі еркіндік дәрежесін, қатаң байла- 
нысқан үш атомды молекулаға — үш ілгерілемелі және 
үш айналмалы еркіндік дәрежесін және т. с. с. жазуға 
болады.

Молекуланың еркіндік дйрежелерінің саны қанша 
болмасын, оныц үшеуі міндетті түрде — ілгерілемелі бо- 
латынын ескерелік. Молекуланың ілгерілемелі еркіндік 
дәрежесінің қай-қайсысының да басқаларынан ешбір 
артықшылығы болмайтындықтан, олардың әрқайсысына 
ортаіиа есеппен (101.1) монінің үштсн біріне, яғни 
/гГ/2-ге тең бірдей энергия келуі керек. Қозғалыстыц қай 
түрінің де бір-бірінен артықшылыгы жоқ деп үйғару та­
блиц нәрсе, демек, кез келген еркіндік дәрежесіне — іл- 
герілемелі, айналмалы және тсрбелмелі — орта есеппен 
ҺТІ2-ге тен бірдей энергия (дәлірек айтсак, кинетика- 
лык) келуі тиіс. Осы айтылған түжырым энергияның ер- 
кіндік дәрежелері бойынша біркелкі таралу жайлы ерс- 
женің мазмұны болып табылады. Бүл ереженін. канша-

1 ІІүктелердіц тепг гоқдік қялпы бір түзудіц Гоііы.іда жатпаилы 
деп сссптеледі. Олаіі болмпган кездо, а Г ш а л м л л ы  оркіидік дә{л.чсаі 
екеу, ал тербелмолі сркіндік дәрежелері  3/V — 5 гаиа бол.іди. Мупдал 
жағдаіімен біз екі нүктсден түратын а і а ч м а и ы  карастыргам козде 
кездостік.
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лықты орындалатындыгын біз алдағы параграфта қа- 
растырамыз.

Біркелкі таралу жайлы ереже бойынша бір молеку- 
ланың энергиясыныц е орташа мәні (бірдей температура 
кезіыде), неғұрлым молекула күрделірек, неғурлым опың 
еркіндж дәрежесі көп болған сайып, соғұрлым үлкен бо- 
ладыг е шамасын аиықтаған кезде біз тербелмелі еркін- 
дік дәрежесінің энергия сыйымдылығының ілгерілемелі 
немесе айналмалы еркіндік дәрежесініц энергия сыйым- 
дылығынан екі есе артық болатындыгын ескеру керек. 
Мүның өзі былай түсіндіріледі: молекуланың ілгеріле- 
мелі және айналмалы қозғалысы тек кинетикалық энер­
гия корымен ғана байланысты, ал тербелмелі қозғалыс 
болса, ол кинетикалық және потенцнялық энергиялар 
қорымен байланысты, әрі гармониялық осциллятор үшін 
кинетикалық және потенциялық энергиялардың орташа 
мәндері өз ара тец. Сондықтан да, әрбір тербелмелі ер- 
кіндік дәрежесіне орта есеппен екі жарты ҺТ келуі тиіс. 
Оның біреуі — кинетикалық энергия, екіншісі — потен- 
циялық энергия түрінде. Сөйтіп, молекуланың орташа 
энергиясы мынаған тец болуы тиіс:

T = - L k T  (101.3)

мүидағы і — ілгерілсмелі, айналмалы және екі еселенген 
тербелмелі еркіндік дәрежелері сандарыныц қосындысы:

і = п іл+ л ай +  2/ітер. (101.4)
Атомдарының арасында қатац байланысы бар моле­

кула үшін і молскуланың еркіндік дәрежелерінің санына 
тең болады.

§ 102. Идеал газдыц ішкі энергиясы және 
жылусыйыыдылығы

Идеал газдыц молекулалары қашықтықтан әрекет- 
теспейтін болгандықтан, мундай газдыц ішкі энергиясы 
жеке молекулалардың энергияларының қосындысынан 
тұрады. Демек, идеал газдыц бір киломолініц ішкі энер­
гиясы Авогадро санын бір молекуланыц орташа энергия- 
сына көбсйткепгс тсц болады:

UKм =  N a1 =  -L MAk T ^ - ~ R T  (102.1)
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Массасы т газдың ішкі энергиясы газдың бір молініц 
энергиясын т массадағы киломольдердін санына кө- 
бейткенге тең болады:

U =  =  ± R T  (102.2)r r z
Қандай да бір дененің жылу сыйымдылығы деп оның 

температурасын бір градусңа көтеру үиіін к?ректі жылу 
мөлшеріне тең шаманы айтады. Егер де денеге берілген 
d'Q жылу мөлшері оның температурасын dT шамасына 
арттыратын болса, анықтама бойынша жылу сыйым- 
дылық

Сде„е =  ^  (Ю2.3)

болады. (102.3) шамасының өлшем бірлігі дж/град.
Заттың киломолінің жылу сыйымдылығын С әрпімен 

белгілейтін боламыз. С-ніц өлшем бірлігі джіград-кмоль.
Заттың бірлік массасыиың жылу сыйымдылығы 

м е н ш і к т і ж ы л у с ы й ы м д ы л ы қ деп аталады. 
Онрт біз с әрпімен белгілейтін боламыз. с-нің өлшем бір- 
лігі дж/град-кг.

Заттың киломолінін жылу сыйымдылығы мен осы 
заттыц меншікті сыйымдылығыпыц арасында төмепдегі- 
дсй қатыстыц болатыны анық:

с =  (102.4)
Жылу сыйымдылығының шамасы денені қыздыру 

шарттарына тәуелді болады. Қыздыруды көлем немесе 
қысым тұрақты болған жағдайда жүргізгендегі жылу 
сыйымдылықтың айрықша маңызы бар. Бірінші жағ- 
дайда жылу сыйымдылық — тұрақты көлем кезіндегі 
жылу сыйымдылық (Су деп белгіленеді). екінші жағ- 
дайда — тұрақты қысым кезіндегі ж ы л ү  сыйымдылық 
( С р деп белгіленеді) деп аталады.

Егер қыздыру тұрақты көлем кезінде болатын болса, 
онда дене сыртқы денелерге карсы жұмыс жасамайды, 
сондыктаи термодинамиканың бірінші бастамасы бойын­
ша [(95.4)-ті қараңыз] барлық жылу дененіи іиікі энер­
гиясын арттыруға жұмсалады:

d'Q y—d-U, (102.5)
(102.5) өрнегінеп, көлем түрақты болган ксзде ксз кел- 
ген дененің жылу сыйымдылығыпың
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( 102.6)
^  dU  >
Lv==4 T

болатыпдыгы шығады.
Демек, түрақты көлемде идеал газдыц киломолінің 

жылу сыйымдылығын алу үшін газдың ішкі энергиясы- 
ның (102.1) өрнегін температура бойынша дифферен- 
цналдау керек. Дифференциалдап, былай жазамыз:

Cv— -ү-R’ (Ю2.7)

Осы өрнектен көріи отырғанымыздай, тұрақты көлемде 
идеал газдың жылу сыйымдылығы газ күйінің параметр- 
леріне, олардың ішінде температураға, тәуелсіз түрақты 
шама болып шықты.

(102.7)-ні ескерсек, идеал газдың ішкі энергиясының 
өрнегі төмендегіше болады:

U KU= C v T  (102.8)
Егер газды қыздыру тұрақты қысымда өтетін болса, 

онда газ ұлгаяды да сыртқы денелерге оң жұмыс жа- 
сайды. Демек, бұл жагдайда газдың температурасын бір 
градусқа арттыруга тұрақты көлем кезіндегіге Караган­
да жылу көбірек керек болады, өйткені жылудың бір 
бөлігі газдың істейтін жұмысына кетеді. Сондықтан, тұ- 
рақты қысымдагы жылу сыйымдылық тұрақты көлем- 
дегі жылу еыйымдылықтан артық болуы керек.

Газдың киломолі үшін термодинамиканың бірінші 
бастамасының (96.4) теңдеуін жазайық:

d 'Q p -d U ^ + p d V w  (102.9)
Бұл өрнектегі t/'Q-дың жаиындагы р индекс жылудың 
газга р түрақты болган жағдайында берілетіндігін көр- 
сетеді. (102.9)-ды dT-ге бөліп, бір киломоль газдың тұ- 
рақты қысымдагы жылу сыйымдылығының өрнегін та- 
бамыз:

с р = ^  +  р [ Ч г - ) р <1021°)

1 Дәлірек айтсак, бұл өрнек С v = ^түрінде жазылады. Осы-

лай жазу U және Т бойынша дифференциалдағанда көлемді түрақты 
деп ееептеуді білдіреді. Идеал газ жағдаііында U шамасы Т бойьш- 
ша алыяган функция болып табылады [(102.1)-ді қараңыз], демек, 
(102.6) өрнек қатаң сақталады.
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d V  км . .~df~ қосылғышы, жоғарыда көргеніміздеи, киломоль
газдың тұрақты көлем кезіндегі жылу сыйымдылығын 
береді. Сондықтан (102.10) формуласын мына түрде жа- 
зүға болады:

d V км
сіт

С , =  С„ +  / , ( ^ )  (102.11)

шамасы, р тұрақты болып, температура бір
градусқа артқан кездегі киломоль көлемінің өсімшесі 
болып табылады. (98.13) күй теңдеуіпе сәйкес

у км р
Осы өрнекті Т (р--= const) бойынша дифференцнал- 

дагі, мынаны табамыз:
( d V KM \  _

\ dT Ip P
Ақырында, осы нәтижені (102.11) -ге қойып, мыианы 

аламыз:
Cp = C v +R. (102.12)

Сонымен, идеал газдың киломолініц тұрақты қысым- 
да бір градусқа арттырған кезде оның жасайтын жұмы- 
сы газдың универсаль тұрақтысына тең болады екен.

(102.12) қатысын идеал газдың күй теңдеуіне сүйене 
отырып шығарғанымызды, сондықтан оның идеал газ 
үшіи ғана орындалатындығын ескерте кетейік.

(102.7) формуласын ескеріп, Ср үшін мынадай өрнек 
аламыз:

Cp= \ R  +  /? =  і +-2/?. (102.13)

(102.13) -ті (102.7)-ге бөліп, әрбір газға тән Ср -нің 
С у -ге қатынасын табамыз:

Ср і + 2 
1 ' -  Су ~  ~~і ' ( 102. 11)

(102.14)-тсн байқағанымыздай, у шамасы молекула- 
ның еркіндік дәрежесінің саны мен сипаты арқылы анық- 
талады.

4-таблпцада әр түрлі молекулалар үшін (102.7),
(102.13) және (102.14) формулалары бойынша аиықтал-
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ran Cv,Cp және ү-лардыц мәндері кслтірілген. 5-табли- 
цада тсориялық нәтижелер экспериментальдык, дерек- 
термен салыстырылгаи. Теориялық мәтижелер (табли- 
цадағы ескертпеде келтірілген жағдайдың біреуінен

4 - т а б л и ц a

Молекул я
Атом д а р  а ра-  
сы ндагы  б а й -  
л а н ы ст ы ң  с и -  

паты

Е р к ін д

0/и

1к д э р е л

odX
cd

e саны  

*4о
VOcuCJ

i c \ cp 1

3 5
Вір атомды — " 3 — “ 3

~2R 2 * 1,67

Екі атомды катан 3 2 — 3 I *
7
1 R 1,40

7 9
» » серпімді 3 2 I 7

7 Л'
1,29

Yin жәие G 8
одан да 3 3 — 6 2 « 7 * 1,33
көп атом-
ды катан

5 - т а б л и ц а

Г аз

М о л е -
к у л а д а -

I LJ
а т о м -

дііЧ/град. км оль
С р  ю - з  

д ж /г р а д ,  км оль Т

дар
саны т е о р . з к с п е р . т е о р . з к с п е р . т е о р . з к с п е р .

Г е л и й  ( Н о ) 1 12.5 12.5 2 0 . 8 20 9 1.67 1.67

Оттегі ( 0 2) 2 2 0 . 8 20.9 29.1 28.9 1.40 1.40

Кем ip тотыгы 
(СО) 2 2 0 . 8 21.0 29.1 29.3 1.40 1.40

Су буы (Н20 ) 3 25.0
33.2*

27.8 33.2
41.5*

36.2 1.33
1.25*

1.31

* i =  8 үшін, яғни үйғарымда 
режесі бар деген.

қосымша тербелмелі еркілдік до-
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басқасы) молекулалардың атомдары қатаң байланыс- 
қан деген болжамға сүйеніп алынған: экспериментальды 
деректер бөлме температурасына жақын темпсратура- 
ларда алынған.

5-таблицадан көріп отырганымыздай, теория мен экс­
перимент арасындағы пікір бірлігі бір қараганда бір 
және екі атомды молекулалар үшін гана болса да ойда- 
ғыдай орындалатын сияқты. Шынында олай емес. 
Өзіміз қарастырған теория бойынша, газдардың жылу 
сыйымдылығы бүтін, R/2-ге еселі болуы қажет, өйткені 
еркіндік дәрежелері тек бүтін сан ғана бола алады. Сон- 
дықтан да, С у және Ср мәндерінің Rf2-ге еселі болатын 
шамалардан сәл ғана ауытқуының өзі прннішппальды 
роль атқарады. Таблицадан көріп отырғанымыздай, мүн- 
дай өлшеудің мүмкін болатын қателерінен аса артық 
кеткен ауытқулар жоқ емес.

Теория мен эксперименттің арасындағы айырмашы- 
лық, әсіресе, жылу сыйымдылықтыц температураға то- 
уелділігінен аса білінеді. 233-суретте сутегі үшін алын- 
ған бір киломольдің Су  жылу сыйымдылығьтның темпе- 
ратураға тәуелділігінің қисығы кескінделген. Теория 
бойынша, жылу срійымдылық температурага тәуелсіз 
болуы тиіс [(102.7)-ні қараңыз]. Суреттен көріп отырга­
нымыздай, бүл тек кейбір температура пнтервалдары- 
ның жеке шектері үшін ғана орындалады екен, сонымен 
қатар әр түрлі температура интервалдары үшін жылу 
сыйымдылығының мәндері молекуланың сркіндік дәре- 
желерінін әр түрлі санына сәйкес кследі. Д\зсслен, / — Г
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учаскесінде Су шамасы —  R-ге тең. Бұл молекуланын
тск ілгерілсмелі еркіндік дәрежелері ғана бар система 
тәрізді ұстайтынын көрсетеді. 2—2' учаскесінде С у ша­
масы R-ге тең. Демек, осы учаскеге сәйкес келетін
температураларда молекуланың бұдан анағұрлым төмен- 
гі температураларда байқалатын үш ілгерілемелі еркін- 
дік дәрежесінің катарына қосымша екі айналмалы ер- 
кіндік дәрежесі қосылады. Ақырында, біршама жоғары
температураларда С к шамасы R-re тең болады, мұ-
ның өзі осындай температураларда молекула тербелісі- 
нің пайда болғандығын білдіреді. Көрсетілген интервал- 
дардың арасында жылу сыйымдылығы температураға 
тәуелді монотонды, яғни еркіндік дәрежелерінің айны- 
малы бөлшек санына сәйкес келетіндей турде өседі.

Сонымен, жылу сыйымдылық арқылы білінетін моле­
куланын. еркіндік дәрежелері температураға тәуелді бо­
лады екен. Төменгі температураларда молекулалардың 
тек ілгерілемелі козғалысы ғана байқалады. Жоғары 
температураларда ілгерілемелі қозғалыспен қатар мо- 
лекулалардың айналмалы қозғалысы Да байқалады. 
Ақырында, бұдан анағұрлым жоғары'температураларда 
қозғалыстың алғашқы екі туріне молекулалардың тербе- 
лісі де қосылады. Бул кезде, жылу сыйымдылық 
сызығынын монотонды өзгерісінен көріп отырғанымыз- 
дай, айналмалы қозғалысқа, содан соң тербелмелі қозға- 
лысқа молекулалардың барлығы бірдей араласгіайды. 
Алдымен, мысалы, айналмалы қозғалыс молекулалар- 
дың бір бөлігінде ғана байқалады. Температура артқан 
сайын, айналмалы қозғалыстағы молекулалар саны да 
артып, ақыры температураның белгілі бір мәнінде айнал­
малы қозғалысқа барлық молекулалар қатысады. Осы- 
ран ұқсас процесс молекулалардыц тербелмелі қозғалы- 
сы үшін де орын алады.

Жылу сыйымдылығынын осындай өзгеріс-сппатып 
кванттық механика түсіндіреді. Кванттық теория таға- 
йындағандай, айналмалы және тербелмелі қозғалыстар- 
дың энергиясы квантталған екен. Муның өзі молекула­
нын айналмалы қозғалысыныц жоне тербелмелі қозға- 
лысының энергиялары кез келген мән қабылдай 
алмайтынын, тек дискретті (яғни бір-бірімен шекті ша-
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мага айьірмашылығы бар, жеке) мәндер ғана кабылдай 
алатынын білдіреді. Демек, қозғалыстыц осы түрлеріне 
байланысты энергиялар тек секірмелі түрде ғана өзгере- 
ді. Ілгерілемелі қозғалыстың энергиясы үшін мүндай 
шектеулер болмайды.

Энергпяның рухсат етілетін жеке мәндерінің интер- 
валдары (немесе, энергия деңгейлерінің аралықтары), 
айналмалы қозғалысқа қарағанда, тербеліс үшін шама- 
мен бір ретке жоғары боладьт. Екі атомды молекуланың 
айналмалы және тербелмелі деңгейлерінің жеңілдетіл- 
ген схемасы1 234-суретте келтірілген.

106-параграфта көрсеткеніміздей, газ молекулалары 
энергия мәндері бойынша, басым көпшілігінің энергиясы

і  V, •, £ уцрБеЛіс

-  (ж огиры  
т ем п .)

деңгенлерінің 
мейлінше ар-

е-нын орташа мәніне, ал өте аз бөлігінікі ғана е-нан 
едәуір артық болатындай түрде таралған. Сондықтан,'4 
молекулалардың айтарлықтай үлесі айналмалы немесе 
тербелмелі козғалысқа араласуы үшін, олардың орташа

энергиясы соларға сәйкес эпер- 
гиялардың мүмкін 
ара кашықтыгынан 
тық болуы керек.

Молекуланың е, орташа энер- 
гиясының мәні айналмалы қозга- 
лыстың мүмкін деңгейінің мәні- 
нен де едәуір аз болатын менлін- 
ше төменгі температураны алайық 
(234-суреттегі ең төменгі пунктир 
сызықты караңыз). Сонда бар- 
лык молекулалардың тек азған- 
тай бөлігі ғана айналмалы козға- 
лыска келеді, сондыктан газ мо­
лекулалары түгелдей ілгерілеме- 
лі козғалыста болады. Темпера- 
туранын аз өзгерісі тек ілгері- 
лемелі козғалыс энергиясының 
өзгерісін ғана тугызады, осыған-----£

(о р т а  т е м п .)

—  £ (т в л т /г/  
О темп.)

сәикес жылу сыйымдылық 3/:R- 
ге тең болады (233-суреттегі ки- 
сықтыц / —1' учаскесін қара-

234-сурст. ныз).
1 Шыидыгынла да, айналмалы дсіисіілсрінііі арасы ор түрлі бо­

лады. Алайда бұл қарастырылып отырган мәссле үіиін ескорусіз.
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Тсмпсратураның өсуі е-ныц өсуімен қатар жүреді дс, 
осының салдарынан молекулалардың айналмалы қоз- 
галысқа араласатын бөлігі дс арта түседі. Бүл проческе 
233-суреттегі қисықтыц V—2 учаскесі сәйкес келеді.

Молекулалар түгелдей айналмалы қозғалысқа келген- 
лен кейін 2—2' горизонталь учаскесі басталады. Бүл 
учаскегс сойкес келетін тсмпературалар да с-ныц мәпі 
тербелмелі энергия деңгейлерінің ара қашықтыгынан 
мейлінше аз, осының салдарынан молекулаларды тер- 
белмейді деуге болады. Температураны одан әрі арттыр- 
ганда молекулалар көптеп тербелмелі қозғалысқа келе 
бастайды, бұған жылу сыйымдылығыныц қисығындағы 
2'—3 өту учаскесі сәйкес келеді. Ақырында жеткілікті 
жорары температурада молекулалар түгелдей тербел- 
мелі қозғалысқа келеді де, осыған байланысты жылу 

Тсыйымдылық — /?-ге тец болады.
Осы айтылған жылу сыйымдылықтың классикалық 

теориясына қайта оралып, оның нәтижелері жеке темпе­
ратура интервалдары үшін шамамен дұрыс деп айта 
аламыз, сонымен қатар оның әрбір ннтервалына моле- 
куланыц еркіндік дәрежесіпің бір саны еойкес келсді.

§ 103. Идеал газдыц аднабаталык. тецдеуі

Сыртқы ортамен жылу алмасусыз өтетін процесс 
адиабаталық процесс деп аталады. Адиабаталық процесс 
кезінде идеал газдыц параметрлерін байланыстырып тұ- 
ратын теңдеуді табайық. Термодинамиканың бірінші 
бастамасыныц (96.4) теңдеуіне идеал газ үшін сШ өрне- 
гін қоямыз:

d'Q =  - y C vd T  +  p d V
Адиабаталық процесс үшін d'Q — 0 болгандықтан,

d?-Cv d T  + p d V  =  Q (103.1)

шарты орындалуы тиіс.
Енді р-ні идеал газдың күй тецдеуіне сәйкес V жоне 

Т арқылы анықтаймыз:

347



муиы (103.1)-гс қоямыз. Нәтижесінде иольдсн срскшс 
m/ц көбейткішіне қысқартып, мынаны аламыз:

Cvd T  + R T ~  =  0.

Алынған өрнекті былайша түрлендірсйік:
d r  R  d V  __ 0
Т 1 c v V

Сонгы қатынасты
d ( \ n T +

түрінде жазуга болады, осыдан адиабаталық процесс 
кезінде

In 1' -j- -S-— In И =  const (103.2)

екендігі шығады.
Идеал газ үшін Ср—Су —R екендігін ескерсек, R/.C v 

қатынасын у — 1-меи алмастыруға болады, мұндағы 
у = Cp/Cv  (103.2)-де осындай түрлендіру жүргізіп және 
алынған шаманы потенцирлеп,

TVt~] = const (103.3)
теңдеуіне келеміз.

Табылған қатыс Т және V айныійалыларда идеал газ- 
дыц адцабаталық теңдсуі болыгі табылады. Бұл теңдеу- 
р ден идеал газдың тендеуіне сәй-

кес Г-ні Р және V арқылы өрнек- 
теп, р және V айнымалылары 

ЛдиаЪата арқылы жазылған теңдеуге өтуге
болады:

\t_pv_
т Rизотерма

Т =  J—1

235-сурет.

Г-ніц мәнін (ІОЗ.З)-ке қойып жә- 
—у не р және V шамаларыныц тұ- 

рақты екенін ескере отырып, мы­
наны аламыз:

pV t =  const1 (103.1)
(103.4) қатысы р және V айнымалылары арқылы жа-
1 (103.2) — (103.4) фррмулаларындагы const моніпіц ор түрлі бо- 

латындмғы сөзсіз.
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зылған идеал газ адиабатасыныц тецдеуі болып табы- 
лады. Оны П у а с с о н  т е ц д е у і деи те атайды.

Адиабатаның (103.4) теңдеуін изотерманың (98.3) 
теңдеуімен салыстырудан адиабатаның изотермаға Ка­
раганда тезірек өтетінін көреміз. Изотерма меп адиаба­
та үшін -ныц бір гана (р , V) пүктедегі мәнін есептеп
шыгарайық (235-сурет).

(98.3) -теңдеуін дифференциалдасақ, былай
pdV +  Vdp — 0.

Осыдан изотерма үшін мынаны аламыз:
d p  _  _р__
d V  V '

болады:

(103.5)

(103.4)-ті дифференциалдасак, былай болады: 
pyVi  - ' d V + V 1 dp = 0,

осыдан:
*Р_ _  _  ~ J L  
d V  * V

Сонымсн, аднабатаның көлбеу бұрышыныц тангенс! 
изотерманікінен ү есе артық болады екен.

Жоғарыда біз барлық уақыттарда да, газдың күйі 
әобір уақыт мезетінде р және Т параметрлерінің белгілі 
мәндерімен сипатталады, яғнн, басқа сөзбен айтқанда, 
қарастырылып отырған адиабаталық процесс тепе-тең- 
дікте өтеді деп ұйғардық. Біз білетіндей, тек өте баяу 
өтетін процесс қана тепе-теңдіктегі процесс бола алады. 
Сонымен катар, табиғатта жылуды мүлдем өткізбейтін 
заттар болмайтындыктан, процесс неғұрлым аз уақытқа 
созылса, системаның коршаған ортамен алмасатын жылу 
мөлшері адиабаталық процеске жуык болады. Мұн- 
дай процестің мысалына дыбыс толкыны таралған ғаз- 
дың әрбір нүктедегі сығылуы мен ұлғаюы жатады. Үлкен 
көлемнің шегінде бұл кездегі газ күйін тепе-теңдікте деп 
айтуға болмаса да (әр түрлі нүктелерде р мен Т түрліше 
мән кабылдайды), әрбір мейлінше аз көлем үшін газ 
күйі (103.4) адиабата теңдеу-ін толық қанағаттанды- 
рады.

§ 104. Политроптық процестер

Жоғарыда қарастырылған процестердің барлығы да 
политропты процестің дербес жағдайлары болып табы-
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лады. Политроптык про­
цесс деп, идеал газдың қы- 
сымы меи көлемі

pV'1 — const (104.1) 
қатысымен банланысқан 
процесті айтады, мұндагы п 
(-—оо)-тси (+  со)-ке дсйіигі 
мондерді қабылдай алады.

6-таблицада политроп­
тык процестің өзімізге бел- 
гілі процестіц бірімен теңбе-тең болгандағы /і-нің м ә н і  

көрсстілген. Кестснің алғашқы үш жолы бслгілі. Тәр- 
тінші жолдың да орындалатындығыпа көз жсткізу үіиіи 
полнтроптың (104.1) тецдеуін былай жазайық:

Рі V nx =p2Vn2, (104.2)
мупдағы 1 жәнс 2 нндекстср қалауымызша алынған екі 
күйғс жатады. (104.2)-деи п-дбрсжелі түбір алайық:

і і

Енді /?-ді ( + со)-ке нсмссе (—со)-ке үмтылдырсақ, 
онда изохоралық процесті сипаттайтын мыпа ніартқа 
келеміз:

V .  =  V2.
Бір кнломоль үшін жазылгап идеал газ күйіпің тең- 

деуіиен

(Ю4.3)

скендігі шығады. р-нің осы мәнін (104.1 )-ге қойып және 
R-діц түрақты 'екендігін ескере отырып, полптроптың Т 
және V арқылы жазылған теңдеуіне келсміз:

TV n _  ̂=  const. (104.4)
Идеал газдың киломолінің политроптык процесс, ке- 

зіндегі жылу сыйымдылығын табайық. (96.4) және
(102.8) бойынша былай боиады:

d'Q^CvdT-\-pdV
Демек,

п  d'Q „  . dV
С iij Cv г Р dp • ( Ю4.5)

6 - т а б л и ц а

п п р о п с сс

0 пзоОара.чык.
1 п ютормиялык,
Y адиараталик.

±  с о изохоралык.
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d VOf -iii табу үшін, политроптың (104.4) түріндегі
тецдеуін пайдаланамыз. Осы теңдеуді дифференциалдау 
мынаны береді:

V " - ' d T + T { n - \ ) V n~hlV = 0,
бұдан

d V  _  V  R
d T  ~~ Т (п — 1) р{п— 1)

[(104.3) қатысын пайдаландық]. 
d v^р-нің осы табылған мәнін (104.5) формулаға қой-

сак, полнтроптык процесс кезіндегі идеал газдыц бір мо­
лнии жылу сыйымдылығы үшін мынандай өрнекке ке-
леміз:

R п С у — Ср
п — 1 п 1 (104.6)

Бұл өрнекте куй параметрлері р,  V және Т болмайды. 
Сондықтан, (10 1.6)-өрнектегі жылу сыйымдылық турақ- 
ты шама болып табылады. Осығам сәйкес политроптық 
процесті жылу сыйымдылығы тұрақты болып қалатын 
процесс ретінде анықтауға болады. Бұл анықтама,
(104.1) -дсғі анықтамаға қарағанда, жалпылама — оны 
кез келген тектегі денелерге қолдануға болады, ал
(104.1) -дегі анықтама тек идеал газ үшін ғана орын- 
далады.

С =  Сп — const деген ұйғарымға сүйене отырып, осы 
жағдайдағы идеал газдың (104.1) теңдеуіне бағынатын- 
дығын көрсетуге болады, мұнда

п — с ^ с 7 ' (104.7)

Осы қорытыидыны жаттығу ретінде шығаруды үсы- 
намыз.

§ 105. Идеал газдыц әр түрлі процестер 
кезінде істейтін жүмысы

Кандай да бір денепің 1 күйден 2 күйге өткен кезде 
сыртқы деиелергс істейтін жүмысы

Л12= |  p d V  (105.1)
и,

шамасыпа тец болатыны белгілі [(96.3)-ті қараңдар].
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Инстегралдау үшін р~ні V арқылы анықтауЫмыз ке- 
рек. Ол үшін әр түрлі процестер кезіндегі р мен V ара- 
сындағы байланысты пайдаланамыз.

Идеал газ политропының (104.1) тецдеуін былай жа- 
зуга болады:

рУп=РУ І  = р2УІ
мундагы, рь V\ және р2, V2 — газдың бірінші (бастанқы) 
және екінші (ақырғы) күйлеріндегі қысымы мен көлемі, 
ал р мен V — кез келген аралық күйдегі қысым мен 
көлем.

Осы қатысқа сәйкес, газ қысымын оның көлемі мен 
'бастапқы күйдегі1 параметрлері арқылы өрнектейміз:

Рі^і
Р =  !-ү іг -  (105.2)

(105.2) -ііі (105.1)-ге қойып, мынаны аламыз:

А ^  =  р У !  f % .  (105.3)
б,

Әуелі п ф  1; болатын жағдайды қарайық, сонда (105.3)- 
тегі интеграл

Va f
Г * d V  _  1 /__1______ 1__\

Д Уп ~  л — V'1- 1 /
шамасына тең боладьй

Интегралдың осы мәнін (105.3)-ке қойып жәнс қара- 
пайым түрлендірулер жүргізгеннеп ксйін, мынаны 
аламыз:

PlVl 
■ п —  1 (105.4)

Табылган өрнекті түрлендіруге болады, ол үшін идеал 
газда қандай процесс жүріп жатқанмен де оның пара- 
метрлерінің (98.14) күй теңдеуі арқылы байланыста бо- 
латындығын пайдалану керек. Атап айтқанда, бүл бас- 
тапқы күй үшін де орындалады:

P x V x ^ ^ R T x -  1 (105.5)
(105.5)-ті (105.4)-ке қойып, мынаны аламыз:

1 Дол осылаіі қысі.імды пдыргы күГідіц иарпыетрдорі прқьмы да 
өрнектеуге болады.
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(105.6)Л 12 '

т
Ц

ПТ1 Г, 
п — 1

Л-1 1

(105.4) жэне (105.6) өрнектері идеал газдың, изотер- 
малық процестен басқа, кез келген политроптық процесс 
кезіндегі істейтін жұмысын береді (изотермалық процесс 
кезінде п=  1 мәніне сәйкес1 болады. Оның ішінде адиа- 
баталық процесс үшін

немесе
Лі2 Р і У^і 

7 - 1

Vj_\7—1' (105.7)

Л ТП R T  х«г1і9 — ---------;
t* 7 — 1.

Изотермалық процесс кезіндегі идеал газдың істейтін 
жұмысын ссептеп шығару үшін, (105.1) формуладағы 
қысымды, күй теңдеуіне сүйеніп. басқа шамалар арқылы 
алмастырамыз. Нәтижесінде (Т тұрақты болғандықтан, 
оны интегралдыц сыртына шығаруға болады) мына тө- 
меидегі өрнекті аламыз:

V -1 (105.8)

Л 12 —

пг
Ц

Сөйтіп, изотермалық процесс кезінде идеал газдыц 
істейтін жұмысы былай болады:

A v — f R T l  n £ .  (105.9)

Изобаралық процесс кезінде кез келген дененің, оның 
ішінде идеал газдың, істейтін жұмысы, (105.1)-ден көріп 
отырғанымыздай, мынаған тең:

A ]2 = p(V2- V,) (105.10)
Егер де (105.4)-тегі л-ді но.льге тец деп алсақ та, дәл 

осындай нәтижеге келеміз. Изохоралық процесс кезінде- 
гі істелетін жұмыс нольге тең болады, бұл кез келген де- 
не үшін де орындалады.

§ 106. Газ молекулаларьшың жылдамдықтар 
бойынша таралуы

-,Газ молекулалары әр түрлі жылдамдықтармен қоз- 
галыста болады да, әрбір жеке-жеке алынған молекула

1 1 болғапда (105.4) және (105.6) өрнектерінің анықталмай-
тын болып шығатынын еокерсйік.
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жылдамдыгыпыц шамасы да, бағыты да соқтыгысулар- 
дың әсерінен ү.ідіксіз өзгеріп отырады (алда көретіні- 
міздей, қалыпты жагдайларда, әрбір молекула секунд 
сайын 10 рет соқтығысады).

Қозғалыстың барлық багыттары тец ықтіыалды 
болғандықтан, молекулалардың бағыттар бойынша та- 
ралуы бір қалыпты болады: белгілі бір аралықта қалай 
болеа, солай бағытталған, бірақ 'шамасы турақты AQ 
депелік бұрышта әрбір уақыт мерзіміндс молекулалар- 
дыц орташа есеппен \М  о,? болатын бірдей саиының 
қозғалыс бағыттары жатады. /

Молекулалардыц v жылдамдығыныц сан мәндерінің 
жағдайы тіпТен басқаша. Н олеэД с н  шексіздікке дейінгі 
аралықтағы жылдамдықтың мүмкін мәндерін бірдей 
ықтималды дей алмаймыз. Бұл мыма жағдайдап шыға- 
ды. Молекулалардыц жылдамдығының с.оқтығысу кезін- 
де өзгеруі кезденсоқ өтеді. Қайсыбір жске молекула бір- 
қатар жүйелі соқтығыеқан сайын өз сыңарларынан энер­
гия алып отыруы мүмкін, соның нәтнжесінде оныц энер- 
гнясы е орташа монінен артып кетсді. Алайда газдыц 
барлык, молекулалары өз энергияларын жалғыз молеку- 
лага беріп, өздері тоқталып қалады деп ойлағанныц 
өзінде бұл молекуланыц эпергиясы, демск, оныц жыл- 
дамдығы, шектеулі шамада болады. Сөйтіп, газ молеку- 
лаларыныц жылдамдыгы қандай да бір v тлх-нан баста- 
лып оо-пен бітетін мәндер қабылдай алмайды. Барлық 
молекулалардыц қорытқы эііергиясыныц едәуір үлесін 
бір молекулаға беретін процестер ықтималдыгы өге аз 
болады деп ессптей отырып, мәні жылдамдықтыц орта­
ша мәчіпеіЕ әлдекайда артық жылдамдықтар да өте сн- 
рек ксздессді деген түжырымға келеміз. Дол осы тәрізді.

,соқтығысулар ксзінде молекуланыц жылдамдығы нольғе 
айналады деп те айтуға болмайды. Демек, жылдамдық- 
тыц орташа мәнімен салыстырғапда өте аз жоне өте үл- 
кен жылдамдықтардыц пайда болуыныц да ықтпмалды- 
лыгы өте аз болады, сонымен қатар с-ніц оеіл мәкініц 
ықтималдылығы кезінде де, кезінде де иоль-
ге үмтылады.

Осы айтылгандардан, молекулалардыц жылдамдық- 
тары жылдамдықтыц аса ықтимал монініц төцірсгіндс 
топтасатындыгы шығады.

Мол( кулаларді.іц мопдері бойынша таралуын сандыц 
еипаттап шығу тәсілін анықтау үшіп томондегідей көр-



от :
1-Я . м олекула

— V
ч

236-сурет.

некі әдісті пайдаланайық. Жылдамдықтың мәндерін v 
осіпдіті нүктелермен белгілейік. Сонда орбір молекула- 
ға осы осыегі нүкте сойксе келеді, санақ басы болып 
табылатын О нүктосіиеп осы нүктеге деііінгі қашықтық 
сам моні жағынан қарастырылып отырған молскуланың 
жылдамдығының шамасына тсц болады (236-сурет) 

Біршама, мөлшсрдсгі газдың барлық N молскулала- 
рыныц жылдамдығын бір мсзгілде апықтай алатьш оді- 
сіміз болсын деііік.
Алынған нәтнжсні v 
осіндегі нүктелср1 тү- 
рінде кескіндой оты- 
рып, t уақыт мезсті 
үшін барлық молеку- 
лалардың «лездік су- 
ретін» аламыз (237-су- 
рет) Егер де жылдам- 
дықтың барлық мәнде- 
рі бірдей ықтималды 
болса, онда иүктелер v 
осіндс біркелкі тарал- 
ған болар еді. Алайда
жоғарыда көргеніміздей, жылдамдықтар негізінен ықти- 
малдылығы аиағүрлым көбірск мәнініц төңірегінде топ- 
тасады екеп. Мольге жуық немссе өте үлкен мәнді жьтл- 
дамдықтар өтс сирек кездеседі. Сондықтан, v осінде 
нүктелердің орналасуы әркелкі, осьтіц әр түрлі участке- 
лерінде түрлішс тыгыздықгісн таралады.

Нүктелердің, тығьтздыгын Av пптсрвалына (237-су- 
рет) тап болатып \ i \ v иүктелср саныиыц осы интер- 
валдың

237-сурәт.

шамасыпа қатынасы түрінде анықтайтын болсақ, онда 
бұл шаманы у-нін функциясы деугс болады [р = р(с)]. 
Шынында да, омың мәні Av интервалда v осінін қай же- 
рінде алғанымызға, яғни и-ге тәуелді болады.

Молекуланьщ арасындағы әрбір соқтыгысу v осіндегі 
нүкгелердіц қалпьш кездейсоқ түрде өзгертеді. Сондық- 
тан t\, /2 -'Коне т. б. әр түрлі уақыт мезгілдері үшін «су-

1 Әрбір пүктсні салу үиіін бір секунд гана жүмсалатын болса, 
онда 2,7 1013 нүкте салу үпчн 1012 жыл ецбсктену ксрек болатынын 
айта кетеғк.
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реттерді» алып, оларды бір-бірімен салыстыратын бол- 
сак (238-сурет), онда осы «суреттерден» бір-бірімен 
дәлме-дәл түсетін нүктелерді кездестірмес едік. Алайда 
егер газ тепе-тецдік күйде (ягнн параметрлері өзгермей 
қалатын күйде) турса, онда молекулалардың жылдам- 
дықтар бойынша таралуы өзгермей қалады. Сондыктан 
да, v осінің әр түрлі учаскелеріндегі нүктелердің таралу 
тығьгздығы барлық уақыт мезгілдері үшін бірдей болады.

Егер газдың бірдей жағдайлардағы (р жәпс Т бірдей 
болғанда) бірнеше порциясын алатын болсақ, онда

олардағы молекула- 
лардың жылдамдық- 
тар бойынша таралуы 
да бірдей болады. 
Алайда v осіндегі нүк- 
телср тығыздығының 
бірдей сипатта тара­
луы қарастырылып 
отырған молекулалар- 
дыц N санына пропор- 
цнонал болатындығы 

анык, демек, газдың әр түрлі порциялары үшін әр түрлі 
болады. Әр түрлі порциялар үшін

L,
12

Av

— -Н 1 г \ . г
+ + -ь + + + + + - 4" 4- +

* + * * f 4* +1* - + + + +

238-еурет.

/ ( * ) Р (V) 
N

1 u v z
N  Av (106.1)

қатынасы ғана бірдсй болады.
Осылайша анықталған f(v)  функциясы газ молеку- 

лаларының жылдамдықтар бойынша таралуын сипаттай- 
ды да т а р а л у ф у н к ц и я с ы  деп аталады. / (и) -нің 
түрін білсек, онда берілген N молекулалардын ішінен 
жылдамдықтары Av интервалында жататын, яғни мондс- 
рі у-ден и +  Ді»-ге дейінгі AN v молекулалардың санын 
анықтай аламыз:

ANv = Nj(v)Av.  (106.2)
^ 2  =  /(•») До (106.3)

қатынасы молекула жылдамдығының берілгем (v мен 
н + Лн-нін арасында жатқан) жылдамдық интервалы 
Ду-нің (AN болған кезде v индекс Дн интервалы»
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белгілеуге арналған1 шегіндегі мәнінің ьтқтималдығын 
береді.

У  AN v=y>Nf (vt) Av і=2р/Д
қосындысы молекулалардың N толық саньша тең болуға 
тиіс. Осыдан таралу функциясының төмендегідей касиеті 
шығады:

^ H v ^ A v  =  1.
Соңғы нәтижені былайша түсіндіруге болады:

(106.4)

өрнегі молекула жылдамдығының 0-ден оо-ке дейінгі 
аралықтағы бір мәнге ие болатындығының ықтималды- 
лығын береді. Молекула жылдамдыгының сөзсіз бір мә- 
ні болады, сондықтан бұл ықтималдық нақты болатын 
уақиғаның ықтималдығы, демек, ол бірге тең болады.

(106.4) шарты, дәлірек айтқанда, төмендегі түрде 
жазылуы тиіс:

$f(v)dv = \. (106.5)
о

(106.2) — (106.5) қатыстары таралу функциясының 
жалпы анықтамасынан шығады және оның нақты түрі- 
не тәуелсіз болады.

Таралу функциясын теория жүзінде Максвелл ашты 
және соның есімімен аталады. Оның түрі мынадай:

mu’
f ( v )  =  A e ~ 2kTv 2, (106.6)

мұндағы A  — и-ге тәуелсіз көбейткіш, т  — молекуланың 
массасы, k — Больцман тұрақтысы.

Максвелдің таралу функциясына тән нәрсе, е-нің дә- 
реже көрсеткішінде, «—» таңбасымен алынған, қарас- 
тырылып отырған v жылдамдыққа сәйкес келетін моле- 
куланың mv2/2 кинетикалық энергиясының молекуланың 
орташа энергиясын сипаттайтын kT шамасына қатына- 
сы болатын жағдай.

1 Қ а й с ы б і р  м о л е к у л а н ы ң  ж ы л д а м д ы ғ ы  кез к е л г е н  м ә н д е г і  а н ы қ -
т а л ғ а н  и м ә н г е  и е  б о л с а ,  о н ы ң  ы қ т и м а л д ы ғ ы  н о л ь г е  т е ң  б о л а д ы .  
М у п ы  б ы л а й  т ү с і н у г е  б о л а д ы :  и - н і ң  м ү м к і н  м ә н д е р і н і ң  с а н ы  ш е к с і з  
д е , а л  м о л е к у л а л а р д ы ң  с а н ы  N  ө т е  з о р  б о л ғ а н м е н ,  о л  ш е к т е л г е н  
б о л а д ы  [ 1 0 0 - п а р а г р а ф т а ғ ы  ( Ю О . І ) - д е н  ( 1 0 0 . 2 ) —  д е й і н г і  т е к с п е н  
с а л ы с т ы р ы ң д а р ] .
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v артқан кезде, v2 көбейткішіне қарағанда е~ах>'‘ тү- 
ріндегі көбейткіш тезірек азаяды, сондықтаи функция 
нольден басталып (и2-тыц себебінен), макспмумгс жетіп. 
содан асимптоталық түрде иольге ұмтылады (239-су- 
рет) f(v)  қисығы қамтнтып аудан (106.5)-ке сәйкес 
бірге тең болады.

(106.5) шарты (105.6)-өрнегіидсгі Л-ііы есептсп шы- 
ғаруға мүмкіндік береді:

со тіР
А 1 е 2kTv 2 civ =  1.

6
БұД шарт функцияны нормалау шарты, ал А норма- 

лау көрсеткіші деп аталады.

f ( V )
і

тЕсептеулер А үшін 4я )
Максвслдің таралу функцнясының 

/  (v) =  4тг т
2 к к Т

мәпін бсрсді. Сөйтіп, 
түрі мынадай окон:
m:P ,

““ уTCf v~. ( 106.7)

Ойлағандай-ақ, функцняныц пақты түрі газдыц тегі- 
не (молекуларіың массасьша) және күй парамстрінс (Т 
температураға) тәуслді болады ексн. Газдыц қысымы 
мен көлемі молекулалардың жылдамдықтарыныц тара- 
луына эсер етпейді деп есептейік.

(106.7) функциясы таралуды дүрыс сппаттайтын се- 
кілді болып' көрінуі де мүмкін, осыған байланысты ол 
тек ціексіздікте ғана нольге анналады, ал нақты жыл-
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дамдықтардың мәпі болса, олар шектслген, олардың ше- 
гі болады. Алайда и-нің жсткілікті үлкен мәні үшін
(106.7) функциясыныц нольден аздап қана . айырмашы- 
лығы болады, сопдықтан келтірілген ауытқу іс жүзінде 
ешқандай роль атқармайды.

Таралу функциясыныц максималь мәніне сәйкес ке- 
летін жылдамдықтыц сң ықтпмал жылдамдық болатын- 
дыгы анық. Шынында, егер жылдамдықтары шамалары 
бірдей/бірақ ор түрлі алынғац АР интсрвалыныц шегін- 
де жататын молекулалардыц AN v сандарын салысты- 
ратын болсақ, онда максимумныц аймағында ANv орна- 
ласқан интервалға сәйкес келетіи AN v -нің мәні ең үл- 
кеи болады. Сөйтіп, біз f(v) функциясыныц максимумын 
табуда есспті шеше отырып, сц ықтимал уЫқ жылдам- 
дықты табамыз. (Юб.б)-ны v бойыпша дифференциал- 
дап, табылған өрнекті нольге тецестіріп, былай жа- 
замыз:

d f  (у) 
dv Ае 2 кТv =  0.

Осы тсцдеуді қанағаттандыратын а = 0 және и = со 
мәні f(u) -ның мннимумына сәйксс келеді. Жақшадағы 
шаманы нольге айналдыратын v мәні іздеп отырған 
•уЫқ -ніц мәні болып табыл'ады:

v ^ = V 2-y f -  (106.8)
(106.7)-ге ең ықтимал жылдамдықты қойып, f ( v )-ның 

максималь мәнін табамыз.

=  ( 106-9)

Таралу қцсығыныц молекула массасы мен газ темпе- 
ратурасына тәуелді түрде қалай өзгеретіндігін зерттейік.
(106.8) бен (106.9)-дан қнсық макснмумыныц темпера­
тура артқанда (немесе молскуланың массасы кемі- 
генде) оңға қарай жылжитыны және төмендейтіндігі 
шығады, сонымен қатар өзіміз білетіндей, қисықтың 
қамтитып ауданьт өзгеріссіз қалады. 240-суретте не әр 
түрлі Ті және Г2 температураларына жататын (т бірдей 
болғанда) нс молекулалардыц әр түрлі гп\ және т 2 мас- 
саларына (Т бірдей) жататын қарастыруға болатын екі 
таралу қнсығы салыстырылып берілген.
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Жылдамдықтары қайсыбір и0 мәнінен артық бола- 
тын молекулалардың салыстырмалы саны

со

j  f (v)dv
V a

өрнегімен анықталады.
Графикте бұл интегралға ауданның и0-ден оңға" қарай 

жатқан қисықпен шектелген бөлігі сәйкес келеді. 240-су- 
реттен көріп отырғанымьіздай, жылдамдықтары ио-ден

f/v ))

асып түсстін молекулалардың салыстырмалы саны тем­
пература артқан кезде тез өседі.

7 - т а б л и ц а

V

^ық N ' '°
V

чГк
д н  ..
N  ’ '

0—0,5 8,1 2—3 4 ,6

0 СЛ 1
 

сл 70,7 > 3 0,04
1,5—2 16,6 > 5 8.10- 9

7-таблицада жылдамдықтардың әр түрлі интервалы 
үшін алынған молекулалардың (106.7) функциясына

A N  . .сәикес келетш салыстырмалы саны -др келтірілген.
Таблицадан көріп отырғанымыздай, молекулалардын 
70%-тен артығының жылдамдықтарының ең ықтимал 
жылдамдықтан айырмашылығы 50%-тен аспайды. Моле- 
кулалардың 0,04%-і ғана жылдамдықтары ең ықтимал 
v Ық жылдамдықтан 3 есе артық болады. 5v ык жылдам- 
дықтан артық жылдамдық орташа есеппен молекула­
лардын тек 12 миллиардтан бірінде ғана байқалады.

360



Молекулалардың жылдамдықтар бойынша таралуын 
біле отырып, жылдамдықтың, сондай-ақ жылдамдықтың 
функциясы болып табылатын кез келгсн шаманың, мә- 
селен у2-тың, орташа мәнін табуға болады. Жылдам- 
дықтар осі і і  шагын Avt интсрвалына бөлейік. Әрбір ин- 
тервалға (106.2) бойыыша, молекулалардың

A N Vl = N f ( v t)Avt  (106.10)

саны сәйкес келеді.
A Vi интервалы өте кішкене болғандықтан, ANV -дегі 

молекулалардың әрқайсысының жылдамдығын шамамен 
-ге тен, яғни Аіү ннтервалына жататын жылдамдық- 

тардың бірініц мәніне теқ деп алуға болады. Сонда бар- 
лык /V молекулалардың жылдамдықтарының мәндерінің 
қосындысын AN v деп жазуға болады. Осы қосын-
дыны молекулалар саны N-re бөліп, орташа жылдам- 
дық о-нің мәнін анықтаймыз [ (106.10)-ды ескереміз]:

v=  2 •оi f(Vi)Avt.
Қосындыдан интервалға өте отырып, мынаны та- 

бамыз:
оо

V= vf (и) dv. (106.11)
0

Егер (106.11)-re (106.7)-дегі /(у)-ның өрнегін қоссақ 
және есептеулер жүргізсек, онда былай болады:

* =  <10612'

Осыған ұқсас жылдамдықтың квадратының орташа 
v2 мәні үшін төмендёгі өрнекті аламыз:

00

y2_ J  v2f(v)dv.
о

/(и)>ны орнын алмастыра отырып ессптеуден и2 = 3kT/m 
шыгады. і>2-дси алынған квадрат түбір квадратталған 
орташа жылдамдық деп аталады. Сонымен,

® о р .  кв =  V | / — . ( 1 0 6 . 1 3 )' т
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Бұл нәтиже бұдан бұрын е үшін табылған (99.11)_өр- 
некпен бірдей. Осығап көз жеткізу үшіп (99.11)-дегі е-ді
т и 212-мен алмастырсақ болғаны. и¥=и және v2=fcv- бо- 
латындығын ескерту керск.

(106.8)l_(106.12) жәііо (106.13)-терді салыстыра оты- 
рып, и ық, v жәііс цор -лардың өзгешеліктері тек сандық 
көбейткіштерде ғана болып, ал температура мен моле­
кула маесасына тәуелділіктері бірдей болатындығын 
байқауга болады. Егер иык-ды 1 деп алсақ, онда и =  1,13, 
о̂р. кз=Л,22 болады (241-сурет).

Максвелл тағайындаған молекулалардыц жылдам- 
дықтар бойынша таралу заңының және одан шығатын 

. салдардыц тек тегіе-
теңдікте тұрған газ 
үшіп ғана орындала- 
тынын тағы да баса 
айтқанымыз жөн. Заң 
кез келген N саны үшін 
орындалады. Онда да 
бұл сан жеткілікті үл- 
кен болса, Максвелл 
заңы — статистикалық 

-V заң, ал статистика зац- 
дары бірдей объекті- 

241-сурет. лердің неғұрлы.м көп
санына қолданылған 

сайын, соғұрлым дәлірек орыпдалады. Объектілердің 
саны аз болған кезде, статпстпканыц болжамдарынан 
едәуір ауытқу байқалады. Егор тепе-теңдікте түрған газ 
қоспасы берілсе, онда молекулалардыц әрбір сорты ара- 
лығындағы өздсрінің пг мәпі үшін (106.7) таралу орын­
далады. Ауырырақ молекулалар жеңіл молекулаларга 
қарағанда орташа ессппен күрделірек қозғалады.

Молекулалардыц жылдамдықтар бойынша

d N r, =  AM-
т

2ъкТ
'!IV:
7/Гг dv (106.1-1)

таралуынап шыға отырып, молекулалардыц ілгерілсмелі 
қозғалыстың кннетикалық энергияларыныц мопдері 
бойынша таралуыи табуға болады. Ол үшін v айпыма- 
лыдан mv2!2-гс тец s айнымалыға өту керек. (106.1 1) —

362



de шамаларына ал-өрнегіпе v= Л/ _£і және d v = — L=r 1 V m  У ‘2 т г
мастыру жасап, мынапы аламыз:

d N e =  N  -Л= —V  е~йу7с1е ,  (106.15)
I r. ( k T ) u

мұндағы dNe эпергиясыныц мәні е-нан e + de-ға дейінгі 
аралықта болатын молскуланың саныи білдіреді.

Сөйтіп, е  мә і і і  бойынша молекуланыц таралуы
е

/ {г)  =  А'е~ш Ү Т  (106.16)
функциясымен сппатталады. Мұндағы А '— нормалау кө-
бейткіші, о і і ы ц  мәні ----------- -— ■

V  * ( Ы ) !
Қорытындылай келе, мәселен, оттегі молекулалары- 

ның орташа жылдамдығын бағалап өтейік. Есептеулерді 
женілдсту үшін (106.12)-дегі k/m қатынасын соған тең 
R/[i қатынасымсн алмастырган ыңғайлы. Сонда орташа 
жылдамдықтың өрнегі мына түрде болады:

v  = (106.17)

Оттстінің молекулалық салмағы 32. Демск, киломоль- 
дің массасы pi =  32 кг/кмоль. Бөлменіц температурасы 
300° К- (106.17) формулаға оған енетін шамалардың сан 
мәнін қойсақ, мынаны аламыз:

v - Vе8,31• 105-300 
3,14-32 500 м/сек.

Сопымен, оттегінің әрбір молекуласы секунд сайын ша- 
мамен 0,5 км жол жүреді скен. Молекула басқа молеку- 
лалармен жиі-жиі соқтығысатын болғандықтан, бұл жол 
сынық сызық құрайтын көптегсн кішігірім түзулсрден 
тұрады.

Сутсгі молекулаларынын, массасы оттегі молекула- 
ларынікінен 16 есе жеңіл, соидыктап олардыц сол темпе­
ратура дағы жылдамдығы оттеғі молекулаларынікінен 
4 есс артық болады да бөлме температурасында орташа 
есеппен 2 км/сек шамасьтн құрайды.
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§ 107. Максвелдіц таралу зацьш тәжірибеде тексеру

Молекулалардың жылдамдығын тұңгыш рет тәжіри- 
беде 1920 жылы Штерн анықтады. Осы мақсатқа арнал- 
ған прибор екі коасиальды цилиндрден турады (242-су- 
рет). Гірибордың осі бойынша күміс жалатылған плати­

на жіп керілген. Жіпті электр тогымен 
қыздыр.ған кезде оның бетінен күміс- 
тің атомдары буланып ұшып шығады. 
Ұшып шыққан атомдардың жылдам- 
дықтары жіптің температурасына сәй- 
кес келген. Жіпті тастап шыққан 
атомдар радиаль бағыттарда қозғала- 
ды. Ішкі цилиндрдің вертикаль орна- 
ласқан жіңішке ұзын саңылауы бар, 
ол арқылы атомный, жіцішке шоғы 
(молекулалық шоқ) сыртқа өтеді. Кү- 
міс атомдары ауа молекулаларына 
соқтығысып ауытқымас үшін прибор- 
да ауа сиретілген. Сыртқы цилиндрдің 
бетіне жеткен күміс атомдары жіңіш- 
ке вертикаль жолақ түрінде шөгіп қа- 
лады.

Егер приборды айиалмалы қозға- 
лысқа келтіретін болсақ, онда молеку- 

242-сурет. лалар шоғыныц ізі сыртқы цилиндр- 
дің бетінде қайсыбір шамаға ығысады 

(242-сурет). Мұның себеб(, күміс атомдары цилиндр- 
дің арасындағы саңылаудан ұшып өткенше прибор 
Аф бұрышына бұрылып үлгереді, нәтижесінде атом- 
дар шоғына қарсы сыртқы цилиндрдің екінші бір учас- 
кесі тап келеді. Бұл молекула шоғының алғашқы ізі 
So-ке қатысты As шамасына ығысқан болады да ^Дф 
(R — сыртқы цилиндрдің радиусы) күміс атомдарының 
қозғалысын айналмалы санақ епстемасындағы цилиндр- 
мен байланыстыра қарастырып, іздіц ығысуын 2т[\чо] 
шамасына тең кориолис күшініқ әсерінен туады деп тү- 
сіндіруге болады.

Бастапқы және ығысқан күміс жолақтарыпыц ара 
қашықтыгы As цилиндр айналысыныц о) бүрыштық жыл- 
дамдыгымен, прибордыц геометриясымен және атомдар- 
дын. v жылдамдығымен өрнектеуге болады. Үшып өту
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уақытын At арқылы белгілеп, былай жазуға болады 
екеи:

As^uRAt.  (107.1)і
Ішкі цилипдрдің радиусы сыртқы цилиндрдің R ра- 

диусымен салыстырғанда өте аз болғандықтан, ушып 
өту уақыты Д^-ні

деп алуга болады. Осы өрнекті (107.1) -гс қойып, алын- 
ган тецдеуді v жылдамдыққа қатысты шешіп, мынаны 
аламыз: х

/ у  —‘ ’ As
Іздердің As ығысуын және прибордың айналыс жыл- 

дамдығын өлшеп, атомдардың v жылдамдығын анық- 
тауға болады Расында, жылдамдықтар бойынша тара- 
лудан атоМдардың қоз- 
ғалысы күрделене тү- 
седі, олардың жылдам- 
дықтары да түрліше 
болып, ығысқан жо- 
лақ бүзылады1 Іздің 
профилін зерттей оты- 
рып (242-сурет), күміс 
атомдарының жылдам- 
дықтар бойынша таралуын шамамен есептеуге болады.

Штерн тәжірибесінің нәтижелері Максвелдің таралу 
заңынан шығатын атомдардың орташа жылдамдығы- 
ның дүрыстығын дәлелдеді. Таралудың сипаты жайлы 
бүл тәжірибе тек жуықталған мәліметтерді ғана бере 
алады

Таралу заңы дәлірек Ламмерттің тәлсірибесінде тек- 
серілді (1929 жыл) Ол молекулалар шоғын бір-бірімен 
Ф бұрышын жасайтын радиал орналасқан саңылаулары 
бар айналмалы қозғалыстағы екі диск арқылы жіберді 
(243-сурет). Бірінші дискідегі саңылаудан өткен моле- 
кулалардың ішінен екіниіі диск арқылы, сол мезетте мо- 
лёкулалар шоғының жолына екінші дискінің саңылауы

1 Прибор қозіалмаіі тұрған кездегі іздің ені тек прибордың гео- 
метриясы аркылы, оның ішінде молекулалар шогы өтетін саңылаудың 
ені арқылы анықталады.

243-сурет.
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дәл келген, молекулалар гана өтеді. Анағұрлым жыл- 
дам қозғалатын молекулалар екінші дискіге ерте жетсе, 
ал баяуырақ қозғалатындары— ксш жетсді де, екеулері 
де екіпші днскінің саңылауынан өтпейді. Сөйтіп, бұл те- 
тік шоқтың ішінен белғілі бір мәндегі жылдамдықтары 
бар молекулаларды бөліп алуға мүмкіндік береді (са- 
ңылаулар ені белгілі бір шамада болғандықтан, аспап 
жылдамдықтары Av интервалында жататын молекула­
ларды бөліп алады) Прибор бөліп алатын молекулалар- 
дың орташа жылдамдығы мына шарттан табылды: мо- 
лекулалардың дискілерінің арасындағы I қашықтықты 
ұшып өтуге жұмсайтын t{ уақыты (t\ = ljv) дискілердің 
ср бұрышқа бурылуға кететін /2 уақытымен дәл келуі тиіс 
(б2 =  фЛо) Осы екі уақытты теңестіріп, мынаны аламыз:

¥
Прпбордың айналыс жылдамдығы со-ны (пемесе дис- 

кілердің арасындағы ф бурышып) өзгерте отырып, моле­
кулалар шогынан жылдамдықтары әр түрлі мәндегі мо­
лекулаларды бөліп алуға болады. Содан кейін осы мо­
лекулаларды белгілі бір уақыттың ішінде бақылай 
отырып, олардыц шоқтағы салыстырмалы санын анық- 
тауға болады.

Ламмерттің тәжірибесініц және осы мақсатта қойыл- 
ған басқа да тәжірибелердің нәтижелері Максвелдің 
теория жүзінде тағайындаған таралу зацымен толық 
үйлеседі.

Ескерте кететін жәііт ыдыстағы тесік арқылы өткен 
шоқтағы молекулалардың жылдамдықтар бойынша та- 
ралуы жабық ыдыстағы молекулалардың таралуынан 
аздап өзгеше болады. Өйткені анағұрлым жылдамырақ 
қозғалатын молекулалар баяуырақ- қозғалатын молеку- 
лаларға қарағанда тесік арқылы көбірек өтеді, сондық- 
тан шоқ анағурлым жылдамырақ қозғалатын молекула- 
ларымен байи түседі. Тесік арқылы бірлік уақытта 
өтетін молекулалар саны о-ге пропорцпонал болғандык- 
тан, шоқтағы молекулалардың таралуы (106.6) фуик- 
циясымеи емес,

/,(г») =  Л ,еТш -ол
фуикциясымси сипатталатын болады, мундагы А \— нор- 
малау көбейткіші. Бул кездегі ең ықтимал жылдамдық
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мынаған тец: =ы  к,

У  rzkT  
Urn болады.

орташа жылдамдық v' =

§ 108. Барометрлік формула
Қайсыбір һ биіктіктегі атмосфералық қысым жоға- 

рырақ жатқан газ қабатының салмағының әсерінен бо­
лады. һ биіктіктегі қысымды р деп белгілейік. СонДа 
h + dh биіктіктегі қысым p — dp болады, егер мұида dh 
нольден үлкен болса, онда dp нольдеи кіші болады, өйт- 
кені атмосфераның жоғарырақ жат- 
қаи қабаттарының салмағы, демек, 
қысым да, биіктеген сайын азая бере- 
ці. р және p + dp қысымдарының айы- 
рымы, табанының ауданы бірге тсң, 
ал бніктігі dh болатын цилиндр көЛе- 
міндегі газдыц салмағына тсц болады 
(244-сурет):

р -  (p + dp) =pgdh,
мұндағы р — һ бніктіктегі газдыц ты- 
ғыздығы.
Осыдан:

dp= — р gdh.
Күй теңдеуін пайдаланып, газдың 

сым мен температура арқылы өрнектеуге болады. Жо- 
ғарыда атап өткеніміздей, қалыпты жағдайларға жуық- 
таған кездс, атмосфера құрамына кіретіп газдардын 
қаснеттерінің идеал қасиеттерінен айырмашылығы аз бо­
лады. Сондықтан (98.14) теңдсуін пайдаланатын бола- 
мыз. Осы теңдеуді m/V-гс қатысты шешіп, р тығыздық- 
ты табамыз:

р =  т - = | г -  <108-2)

p-tdp

Р
! СІҺ

- I -

244-сурет.

(108.1)
тығыздығРін қы-

р-га арпалган 
аламыз:

өрнекті (108.1 )-ге қойып, мынаны

ПЧ?
RT dhy

осыдап
(108.3)
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Т температура қайсыбір ft-тан алынған функция бо- 
лып табылады. Егер осы функцияның түрі белгілі болса, 
онда '(108.3) теңдеуді интегралдап, р-ні ft-тың функция- 
сы түрінде анықтай аламыз. Температура тұрақты бол- 
ранда (108.3)-ті интегралдасақ, мынаны аламыз:

\ п р =  — ^  +  ІпС,
мұндағы С — тұрақты (интегралдау тұрақтысын In С 
арқылы өрнектеген ыңғайлы болады) Алынған өрнекті 
потенцирлей отырып, мынаны табамыз:

_
р — Се RT

Осыған ft = 0-ді қойыгі, мынаны аламыз:
Р о = С

мұндағы р0 — ft —0 биіктіктегі қысым.
Сөйтіп, температураны 

тұрақты деп алып, қысым- 
ның биіктікке тәуелділігі 
жөніндегі біздің жорама- 
лымыз

р =  р0е RT (108.4) 
формуласымен өрнектеледі. 
Бұл формула б а р о м е т р  
л і к деп аталады. Бұдан, 
газ неғұрлым ауырласа (ц 

артса) жэне температура төмендесе, қысымнын биікте- 
ген сайын тезірек азаятындығы шығады. 245-суретте
(108.4) түріндегі екі қисық келтірілген, оларды әр түрлі 
р мәндеріне (Т бірдей болғанда) немесе әр түрлі Т мән- 
деріне (}х бірдей болғанда) сәйкес келеді деп алуга бо­
лады.

р

§ 109. Больцманның таралу зацы
(108.4)-тегі р қысымды nkT арқылы алмасгырып 

[ (99.12) -ні қараңыз], бірлік көлемдегі молекулалар са- 
нының биіктік бойынша өзгеру заңын анықтаймыз:

_
п =  п0е т<г

Мұндагы п0 — нольге тең болған бпіктікте бірлік кө- 
лемдегі молекулалар саны, ал п — ft биіктіктегі дол еон- 
дай сан.
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[i/R қатынасын оған тең m/к қатынасымен (мұндағы 
т — бір молекуланың массасы, к — Больцман турақты- 
сы) алмастырыгі табылған өрнекті түрлендіруге болады:

_ ткһ 
п =  п0е кТ ( 1 0 9 . 1 )

(109.1) өрнегінен температура төмендегенде нольге 
тец емес биіктіктерде бөлшектер санының азантындығы, 
ал Т = 0 болғанда, нольге айналатындығы шығады (246- 
сурет). Сөйтіп, абсолют нольде барлық бөлшектер жер 
бетіпде орналасқан болар 
еді. Жоғары тсмперату- т4 
раларда, керісінше, биік- 
тікке көтерілген сайын п 
баяу кемнді, ендеше, мо- 
лекулалар биіктікке кө- 
терілген. сайын біркелкі 
таралады дерлік.

Мұның физикалық мэ- 
нін оңай түсінуге болады.
Молекулалардың биіктік 
бойынша әрбір нақты та- 
ралуы екі түрлі тенден- 
цияның әсерлерініц нәтп-
жесінде қалыптасады: 1) молекулалардың жерге тарты- 
луы (m^-мен сипатталатын) оларды жер бетінде орна,- 
ластыруға тырысады, 2) молекулалардың жылулық 
қозғалысы (kT шамасымен сипатталатын) оларды бар- 
лык биіктіктер бойыпша біркелкі таратуға тырысады. 
Неғурлым гп улкен, ал Т аз болтан сайын, бірінші тен­
денция кушейіп, молекулалар жер бетіне таяу жерде 
қоюлана түседі. Т = 0 болатын шектік жағдайда жылу- 
лық қозгалыс толык тоқталып, молекулалар тартылыс- 
тың әсерінен жер бетінде орналасады. Жоғары темпера- 
туралар кезінде жылулық қозғалыс артып, молекула- 
лардың тығыздығы биіктеген сайын баяу түрде азая 
береді. Әр түрлі биіктікте молекуланыц потенцпялық

,-һ
246-сурет.

энергия қоры да әр турлі болады:
е —nigh. (109.2)

Демек, молекулалардың биіктік бойынша таралуы 
сонымен қатар, олардыц потенциялық энергияларының 
мәндері бойынша да таралуы болып табылады. (109.2)-
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НІ пайдаланып, (109.1)-формуланы төмендегідей жазуға 
болады:

мұндагы no — молекуланыц потенциялық энергиясы 
нольге тең болатын жердсгі бірлік көлемге келетін мо- 
лекулалар саны, п — молекуланың потенциялық энер­
гиясы е -га тең болатып кецістіктегі нүктелерге сәйкес 
келетін бірлік көлемдегі молекулалар саны.

(103.3) -тен потенцпялық энергиясы аз болатын жер- 
лердс молекулалардың тыгыз орналасып, ал потенциа­
лы^ энергиясы көгі болатын жерлерде — сирегірек ор- 
наласатындыгы шыгады.

(109.3) бойынша, молекуланың потенциялық энергия- 
сыныц мәндері срі және ер2 болатын нүктелердегі пг діц 
«2-ге қатынасы

Больцман (109.3) таралудың, одан шығатын (109.4) 
формуланың да тек жердің тартылыс күшінің потен­
циал ық өріс жагдайында гана емес, кез келген күштің 
потенциялық өрісінде хаостьг ж.ылулық қозғалыс. күйін- 
де болатын кез келген бірдей бөлшектер жиынтығы үшін 
де орындалатындығын дәлелдеді. Осыған сәйкес (109.3) 
таралу Б о л ь ц м а н н ы ң т а р а л у’ з а ң ы деп ата- 
лады.

Максвелдіц заңы бөлшектердіц кннетикалық энер- 
гиялары бойынша таралуын берген кезде Больцманның 
зацы бөлшектердіц потепциялық энергияларыныц мән- 
дері бойынша таралуын береді. Таралу зацдарының 
екеуіне де тән нәрсе ол — экспоненциялық кебейткіштің 
барлыгы, оныц дәрежесінде жеке молекуланыц кинети- 
калық энергиясыныц немесе оған сәйкес потенцнялық 
эпергпясының, молекуланыц жылулық қозгалыеыныц 
орташа энергнясына қатынасы түр.

(106.14) жәнс (109.3) таралуларын, жылдамдықтары 
v мен v-'rdv аралыгында жататын бірлік көлемдегі моле­
кулалар саныныц

р

п =  пК)е кТ (109.3)

: . — й .
р  1 р -

(109.4)
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шамасына тең болатындығын анықтайтын М а к с в е л л  
Б о л ь ц м а н  з а ц ы н а біріктіруге болады, мұндағы 
no — ғр =  0 болатын нүктедегі бірлік көлемге келетін мо- 
лекулалар саны, ал Е — молекуланың толық энергиясы, 
ол оньщ кинетикалық және потенцйялық энергиясының 
қосындысына тең болады. (106.5) шартына сәйкес,
(109.5)-ті 0-дем со-ке дсйін интегралдасақ, (109.5) тара- 
луымен дәл келетін

гр

п  =  іц е  кТ
өрнегіне келеміз.

(109.5)—-таралуында потенциялық энергия ер және 
кинетикалық энергия шу2/2, демек, толық энергия А-нің 
мәндері үздіксіз қатар құрайды. Атомный, ішкі энергия- 
сына ұқсас, бөлшектің толық энергиясы Е ь Е2, .... тәріз- 
ді дискретті мзндер қабылдайтын болса, онда Больцман 
іаралуы

N i==Ae~k? (109.6)
түрінде жазылады, мұндағы N t— энергиясы E t болатын 
күйдегі бөлшектер саны, Л —

_  E l
EiN i =  A^]e кТ — N

шартын қанағаттандыратын пропорционалдық коэффи­
циент (N — қарастырылып отырған системадағы бөл- 
шектер саны).

Соцгы қатыстан табылған А-ның мәнін (109.6) фор- 
мулаға қойып, энергияның дискретті мәндері үшін 
Бс..ьцман таралуының өрнегіне келеміз:

N  е  k TN , =  Ne (109.7)
_ 1 

'Ze kT

110. Перрениіц Авогадро санын аиықтауы
(109.4) таралу Перреннің (1909 ж.) Авогадро санын 

анықтау жөніндегі тәжірибелерінің негізінде ашылган 
болатын. Сұйыкта қалқып, жүрген қатты кішкене бөл- 
шектер броундық қозгалыс деп аталатын үздіксіз ретсіз 
қозғалыс күйінде болады (91-параграфты қарацыз). 
Мұның себебі мынада: бөлиіектердің мөлшерлері мейлін-
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шс кішкене болганда молекулалармсн соқтыгысқапда 
оған әр жақтан бсрілстін имиульстар бір-бірін компен- 
сацияламайды екен. Өлшемі едәуір бөлшектсрге ор жақ- 
тап молскулалардың басым көгтшілігі бір мезгілде соқ- 
тыгысатындықтан, иәтижссіндс молекулалар соқтьтғысу- 
ларыныц орташа мэні алынады. Бөлшектің мелшері 
кішкене болған кездс жеке молекулалар жылдамдықта- 
рының жәнс соқтығысатып молскулалар санының орта­
ша мәнінсн ауытқуы білінс бастайды. Еғср бөлшекке бір 
жағьшан соғатын молскулалардың жылдамдығы псмесе 
саны, оған екінші жағынап соғып жатқан молекулалар- 
дың жылдамдығынан немссе санынан өзгсше болса, он- 
да бөлшскке берілетін қорытқы импульс иольден ерекше 
болады да бөлшек сәйкес бағытгісн қозғала бастайды. 
Келссі мезстте қорытқы имгіульстың бағыты басқа бо­
лады. Демек, бөлшек өне боны ретсіз орын ауыстырыи 
отырады.

Броундық қозғалыс кішкене бөлшектсрдіц молскула- 
лардың жылулық қозғалысына еріп котстіндігін көрсс- 

теді. Жылулық қозғалысқа қатыса оты-
I ____I рып, мұндай бөлшектер өздерін орасан

зор молскулалар жиынтығы тәрізді сезі- 
,| неді, сондықтан олар кинетикалық тсо-

ЦдШі рияның заңдылықтарына, оиыц ішінде
(109.4) заңына бағынуы тпіс.

---- і— - і----1 Перрен тәжірибелерінде негізгі қиын-
--------------- дық -бірдей бөлшектерді дайындап, олар-
247-сурет. дың массаларын анықтау болды. Центри- 

фугпрлеу әдісін бірнеше қайтара қолда- 
нып, Перрен радиусы микронный, ондық үлссі. дсй 
болатын бірдёй ғуммигут1 шариктерінен тұратын біртск- 
ті эмульсия дайындай алды. Эмульсия тсреңдігі 0,1 мм 
жазық шыны кюветке құйылып, микроскоп арқылы ба- 
қыланды (247-сурет) Микроскоптың көру өрісінің те- 
реңдігі өте аз еді. Ол тек қалыңдығы 1 мк болатып 
горизонталь қабаттағы бөлшектерді- гана көрсете алділ. 
Микроскопты вертикаль бағытта жылжыта огырып, 
броундық бөлшектердіц биіктік бойынша таралуын зерт- 
теуге мүмкін болды. Микроскопта көрінетіп қабаттың 
кюветтін түбіпен биіктігін һ әрпімен белгілейік. А\пкро- 
скоптыц көру өрісіпс түсетін бн.ішектердіц сапы

1 Гуммигут — Осі Имдияда жәно Цейлонда пгоіім ксііоір пгаш 
түрлсріпіц қабықтарьш тілгсиде алі.питын коііылтылгап ідтгі піырыи.
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A N  =  n ( h ) S A h

формуласымсн анықталады, мұпдағы п ( һ ) — бпіктіктегі 
һ  бірлік көлемге келетін броундық бөлшоктердіц саны, 
5 — аудан, ал А һ — микроскоптың көру өрісінің тереқ- 
дігі.

Броундық бөлшектерге (109.3)— формуланы қол- 
данып,

_  Ч - ! і
п (іҺ) =  Пцв кТ

деп жаза аламыз, мұндағы п0 — һ = 0 болғапда бірлік 
көлемдегі бөлшектер саны, р '  — эмульсиядағы Броундық 
бөлшек, яғни Архимед зацындағы түзетуді ескере оты- 
ү :п алынған салмақ.

Бөлшектер саны A/V-ныц екі түрлі һ \  және һ 2 биіктік- 
терге арналған өрнегін жазып,-мынаны аламыз:

_  р'һ'
ДА/-! =  пУ)е kT S  Дһ,

_ р''һ
ДN 2 п0е kT S  Дһ.

Ақыры, AN i/AvVo қатынасын логарифмдеп, мынандай өр- 
некке келеміз:

In A N t

ЛАД
p 'V h- fh )

k T

Осы формула арқылы өлшеиген р \  Т .(һ2 — һл) AN { 
жәпе AyV2 бойынша Больцманның тұрақтысы /г-ны анық- 
таймыз. Одан әрі, газдыц универсаль тұрақтысын У?-ды
&-ға бөліп, Авогадро санын анықтауға болады. Перрен- 
ніц әр түрлі эмульсия үшін танқап N a м ә н і  

6,5-1026 кмоль~х-ден 7,2-1026 кмоль~1-ге дейінгі аралықта 
жатты. Басқа дәлірек әдістермен анықталған N л мәні 
G,02 1026 кмоль~х Сөйтіп, Перрепніц тапқан мәні басқа 
әдістермен табылған мәндермен жақсы үйлеседі, бүл 
броундық бөлшсктергс (109.4) таралуын қолдануға бо- 
латындығын көрсетеді.
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§ 111. Еркін жүру жолыныц орташа үзындығы

Жылулық козғалыстағы газ молекулалары бір-бірі- 
мсн үздіксіз соқтығыс.та болады. Соктыгысу кезінде екі 
молекуланың центрлерінің арасындағы еи мпнимал қа- 
шықтық молекуланың э ф ф е к т и в т і к диаметрі d деп

аталады (248-сурет) Ілгеріде көреті- 
німіздей (117-параграфты қараңыз), 
эффективтік диаметр молекулалардың 
жылдамдықтары артқан кезде, яғнн 
температура жоғарылаған кезде, ша- 
малап азаяды. а — л d2 шамасы моле- 
кулапың э ф ф с к т н в т і к қ н м а с ы 

2 18-сурет. Дсп аталады.
Бірінен соң бірі болатын екі соқ- 

тығысу арасыпдағы уақытта молекула сркіп жүру ұзі-'1- 
дығы деп аталатын қайсыбір / жол жүреді. Еркін жүру 
жолы — кездейсоқ шама. Кейде молекула соқтығысулар 
арасында бірталай жол жүрсс, баска 'уакытта бүл өте 
мардымсьтз болады. Молекуланың соқтығусыз / жол жү- 
ріп өтетіндігініц w(l) ықтималдығының

w (/) =  е 1 (111.1)
формуласы бойынша анықталатындығьш көрсетуге бо­
лады, мүндағы X — бірінен соц бірі болатын екі соқты- 
ғысулар арасында молекуланыц жүріп өтетін, о р т а ш а 
е р к і н ж ү р у ж о л ы деп аталатын орташа I жолы.
(111.1) -ге сәйкес, молекуланыц соқтығысусыз қагдай 
да бір жол жүруінің ықтималдыгы /-дің артуымен экспо­
ненциал түрінде кеми түседі. Бір секунд ішінде молеку­
ла орташа есеппен орташа жылдамдық v-re тек жол жү- 
реді. Егер бір секунд ішінде ол ү рет соқтығысатын бол- 
са, онда орташа еркін жүру жолыныц

шамасына тең болатыидығы сөзсіз.
Соқтығысулардың орташа саны v 'о ссептсп іпыгарх 

үшін, алдымен қарастырылыи отырган молскуладап бас­
ка молекулалардың барлыгы да вз орыпдарыпда ко ;та­
лы ссыз калады деп үйғаралық. Болін аліап молекула-
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ның қозғалысын бақылайық. Қозғалмай тұрған молеку- 
ламсн соқтығысип, келесі соқтығысқанға дейін ол түзу 
с ы з ы қ т ы қ о з г л л ы с т a
бодады (249-сурет)
Бұл соқтығысу тыныш 
турған молекул аның 
центрі ушып келе жат- 
қан молскуланың бағы- 
тынан молскулаиың 
эффекгивтік дпаметрі 
d-леи аз қашықтықта 
орналасқан жағдайда 
өтеді. Соқтығысудың 
пәтпжссінде молекула 
өзініц ушу бағытын өзгертіп, центрі 249-суретте көрсе- 
тілген радиусы сі цнлиндрдіц шегінде орналасқан моле­
кул а мен кездескепшс, тагы да біршама уақыт түзу сы- 
зықты қозгалады.

Бір секунд ішінде молекула и-ге тең жол жүреді. Осы 
уақыттың ішінде тыныш түрған молекулалармен соқты- 
ғысу санының, центрлері ұзындыгы v, радиусы d және 
көлсмі nd'2v болатын сынық цилиндрдің ішінде қалатын 
молекулалардың сапына тец болатындығы сөзеіз. Осы 
көлемді бірлік көлемдсгі молекулалар саны п-ге көбей- 
тіп, қозға іыстагы молекуланыц бір секунд ішінде қоз- 
ғалмай тұрган молекулалармен соқтығысуларының орта- 
ша санын аламыз:

v '= nd2vn.
Шынында, барлық молекулалар да қозғалыста бола- 

ды, сондыктан сокгығысулар сапы молекулалардыц бір- 
біріне қатысты қозғалысыныц орташа жылдамдығымеи 
анықталады. Қажетті есептеулср көрсеткспдей, молеку­
лалардыц салыстырмалы қозғалысының орташа жыл- 
дамдыгы молекулалардыц ыдыстыц қабырғасына қатыс- 
ты алынатын жылдамдығынан 2 есе артық болады. Сон­
дыктан соқтығысулардыц бірлік уақыттагы орташа 
саны

v =  I 2nd2vti (111.3)
шамасына тсц. Осы сайды (111.2)-ге қойып, еркіп лд/ру- 
діц орташа жолына арналған өрнекке келеміз:

375



(111 . 4)/ 1
I 2 к  d - n

Эффсктивтік диаметр d-ni молекуланың ст эффективтік 
қимасымен алмастырып, төмсндегі формулаға кслеміз:

). =  — 4 ------- . ( П 1 . 5 )
Y2zn

Температура тұрақты болғанда п қысым р -ге пропор- 
ционал өзгеретіндіктен, сркін жүрудің орташа жолы қы- 
сымға кері пропорционал болады:

( 111.6 )

Атап өтксміміздей, молекулалардыц эффективтік диа­
метр!, температура артқан сайын, азая туседі. Сондық- 
тан орташа еркін жүру жолы температураның жоғарла- 
уымен артады. Я-ның Г-ге тәуелділігі Сезерленд форму- 
лаеымен өрнектеледі:

Х==,-“ Т Т С '  (HI-7)

г
—/

//
1

—

250-сурет.

мұндағы С — Сезерленд тұрақтысы деп аталатын әрбір 
газга тән тұрақты шама, оныц өлшсмділігі темгіерату- 
ранікіндей. ?„ * , —  Г =  со болгандағы орташа еркін ж ү р у  
жолы.

(111.7)-ден Т=С  болғанда X манінің 0 ,5 ^  болатын- 
дыгы шыгады.
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250-суретте оттегі үшін (С=125°) Х-ның температу- 
раға тәуелділігі келтірілген.

Орташа еркін жүру жолын және бір секунд ішіндегі 
соқтығысулар санын бағалайық. 92-параграфта біз м"о- 
лекулалардың мөлшерінің бірнеше ангстрем шамасында 
болатындығып тағайындадық. Молекуланың эффектшв-

о
тік радиусы 1 А-ге, яғни 10~10 м-ге тең деп алайық. Қа- 
лыпты жағдайларда п Лошмидт санына, яғни 
2,68 • 1025 м-ге тең болады. Осы нәтижелерді (111.4) фор- 
мулаға қойып,

Х = 1
] /  2  - 3 , 1 4 - 4 - 1 0 - 2 0 - 2 , 6 8 . 1025

2 -10~7 М  =  2 -10- 5 CM

болатындығын көреміз. Қысым 10~3 мм сын. бағ-на тен, 
болғанда (шамамен 10-6 ат) к шамамен 10 см болады. 
Демек, егер ыдыстың сызықтық мөлшерлері бірнеше 
сантиметр шамасында болатын болса, онда мұндай қы- 
сым кезінде молекулалар қабырғадан қабырғаға дейін 
соқтығыспай-ақ өте алады. Қысым 10_6 мм сын. бағ-на 
тең болғанда к шамамен ондаған метрге жетеді.

8-таблицада кейбір газдардың қалыпты жағдайлар- 
дағы к мәндері мен молекулалардың эффективтік диа- 
метрлері келті^ілген.

8 - т а б л и ц а

0 ° С  ; к ә и е 0 ° C  ж о н е
7 6 0  м м 7C0 м м

Г а з с ы н .  б а ғ а - о Г а з с ы н .  б а г а - о
d ,  Ан а с ы н д а - d ,  A н а с ы н д а -

гы  X, м гы  X, м

н 2 1 , 1 0 - Ю - 7 2 , 7 5 n 2 0 , 5 9 - 1 0 “ 7 3 , 4 5

Н с 1 , 7 5  1 0 ~ 7 2 , 1 8 A y a 0 , 6 0 - 1 0 ~ 7 3 , 7 4

о 2 0 , 6 3 -  1СГ“ 7 3 , 6 4 C 0 2 0 , 3 9 - 1 0 ~ 7 4 , 6 5

Бір секунд ішінде болатын соқтығысулар санын мо- 
лекулалардың орташа жылдамдығы v-ні к-ға бөлу ар- 
кылы анықтауға болады. Юб-параграфта оттегі үшін 
о-нің 500 м/сек шамасында болатындыгын анықтадық. 
Осы шаманы 8-таблицадан алынған 0,63* 10~7 м мәніне 
бөлсек, бір секунд ішіндегі соқтығысулар санының ша­
мамен 8-109 с£/с_1-қа тең болатындығын табамыз. Соны- 
мен, қалыпты жағдайларда, соқтығысулар саны секун-
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дына біриеше миллиард болады екен. Қьтсым азайган 
кезде соқтығысулар саны да азайып, қысымға пропор- 
ционал өзгеріп отырады.

§ 112. Тасымал қубылысы. Газдардың түтқырлығы

2
I

Осы кезге дейін біз тепе-тсц күйдс тұрған газды қа-. 
растырып келдік. Мұндай күй газдыц алып тұрған кө- 
лемінің барлық нүктесінде температура, қысым, әр түрлі 
сорттағы молекулалардың салыстырмалы саны жәнс 
т. б. сияқты шамалардың бірдей болатындығымен сипат- 
талады. Енді біз газ тепе-тбң күйдсп ауытқыған кездегі 
құбылрістарды қарастыралық, сонымсн қатар, осы ауыт-

кулардың аса үлкен болмаған 
жағдайымсн шектеле тұралық. 
Алдағы уақытта кейбір себеп- 
термсн түсіндірілетін осындай 
құбылыстар т а с ы м а л д а у 
құбылысы деп аталады. Біз 
осы құбылыстардыц тек үше- 
уін іііікі үйкеліс иемесе тұт- 
қырлықты, жылу өткізгіштікті 
және днффузпяны гана қарас- 
тырамыз.

s '  $

251-сурст.

— и

Статистикалық физиканық тек дснелердің тепс-тед 
күйлерін қарастыратындығын атап өтеміз. Тепс-тең күй- 
ден ауытқыған ксзде пайда болатын кұбылыстарды 
зерттейтін ғылым ф и з и к а л  ы қ к п н е т  и к а дсп ата­
лады. Көшіру құбылыстарын қарастыруды біз газдың 
тұтқырлығынан бастаймыз. Егер- газ агынындағы и 
жылдамдық қабаттан қабатқа өзгеріп отыратын болса, 
онда қатар жатқан екі қабаттың арасындағы шекарада 
ішкі үйкелгс күші эсер ететін болады (251-сурет), оның 
шамасы, өзіміз мсханикадан білетініміздей, төмендегі- 
дей эмпирикалық формуламеп апықталады:

/
da с

( 112.1)

мұндағы т| — тұтқырлық коэффициент! немссс ішкі үн-
келіс коэффициент!,^- — жылдамдықтыц граднепті
немесе қабаттарды бөліп тұрган бетке перпендикуляр г 
бағытында газдың қозғалыс жылдамдыгы и-дыц қанша-
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лықты тез өзгеретіндігін көрсететін шама, S — күш тү-
сірілген беттің шамасы.

Ішкі үйкеліс күшінің паи да болуып түсі/іу үшін қа- 
лыңдығы Дг, бір-біріне жанасып жатқан екі йаз қабатын 
қарастырайық. Жанасқан қабаттар әр түрлі щ және «2 
жылдамдықтармеи қозғалады дегі ссептейік (252-сурет) 
Газдың әрбір молекуласы екі түрлі қозғалысқа: орташа
жылдамдығы £>-ге тең хаосты жылулық қозғалысқа жә- 
не жылдамдығы и-дан көгі кіші v (и ~ 1 0 3 м/сек, дауыл 
кезіндегі желдіқ жылдамдығы — 102 м/сек) жылдам- 
дықтағы ретті қозғалысқа қатысады.

Қайсыбір уақыт мезетінде қабаттардың импульстары 
/(і және / \о болсын. Бұл импульстар тұрақты болып қал- 
майды, өйткені жылулық қозгалыстыц әсерінен молеку- 
лалардың бір қабаттан екінші қабатқа үздіксіз өтіп 
отыруы жүріп жатады. At уақыттың ішінде S бет арқы- 
лы екі бағытта саны бірдей

A N = ~ n v S A S  (112.2)
I

болатын молекулалар өтеді (реҮті қозғалыстың молеку­
ла лардыц жылдамдығына болымсыз әсерін ескермеуге 
болады)

252-сурст.

Ut

“2

Келесі қабатқа өткен молекула осы қабаттың моле- 
кулаларыныц соқтығысына ұшырайды, осының нәтиже- 
сінде ол өзінің артық имиульсыи басқа молекулаларға 
береді (егер ол жеделір.ек қозғалатын қабаттан і^елсе) 
пемесе басқа молекулалардың есебінен өзінің импульсын 
арттырады (егер баяуырақ қозғалатын қабаттан келсе). 
Ақыры, тсзірек қозгалатын қабаттыц импульсы азайып, 
баяуырақ қозғалатын қабаттың импульсы артады.

Мәселсн, Дt уақыт ішінде бірінші қабаттан молеку- 
лалардың әкететін импульсы

АК і =&Nmui
шамасына тең, мүндағы A N — (112.2) формуламен анық- 
талады, т — молекуланың массасы.
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Мұнымен бір мезгілде бұл қабатқа
Д/( і = ANmu2

импульс әкелінеді.
Демек, At уақытта бірінші қабаттың импульсы 

Д / ( і = Д / ( AKi = ANm(u2 — щ) =  -jr-nvm(u2 — U\)SAt
шамасына тең өсімше алады.

Осы сияқты пайымдаудан екінші қабаттың импуль- 
сының да

АК2 =  —АКі
шамасындай өсімше алатынын анықтауға болады. Им- 
пульстың өзгерісі мен күштің арасындағы байләныека 
сүйене отырып, қабаттардың қозғалысы 5  бетінің бойын- 
да бірінші қабатқа

/ і  =  ^ - n v m ( u 2 —  u , ) S  (112.3)
күш эсер ететіндей, ал екінші қабатқа

/2=  - f i  =  -^-nvm{ux- u 2)S

U=U(2)
о

1+ Х-

шамасындағы (—) таңбалы күш эсер ётетіндей түрде 
болады деп айта аламыз.

(112.3) формуладан, іргелес қабаттардың өз ара эсер- 
лесу күшінің, молекулалардың шектесу беті арқылы бір

секунд ішінде алып 
өтетін импульсына тең 
болатындығы көрінеді.

Үйкеліс күшінің 
ақырғы формуласын 
алу үшін, біз ұйғарган- 
дай жылдамдық екі 
қабаттың шектесу бе- 
тінде секірмелі түрде 
өзгере алмайтыпды- 
ғын, тек қабаттарға 
перпендикуляр z бағы- 
тында үздіксіз өзгере- 
тіндігін ескеру ксрек. 
[u — u(z) 253-суретті 
қараңыз]. S бет арқы- 
ақырғы соктьтғысү бо-

z - X - -------

ІГ

о
253-'су'рет.

лы ұшып өтетін әрбір молекула
лып өткен жердегі и жылдамдықтың мәнімен анықтала- 
тын импульсты алып өтеді. S бсті арқылы әр түрлі
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/ қашықтықтарда соқтығысуларда болған молекулалар 
өтеді, сонымен қатар, әр түрлі I шамаларының ықтимал- 
дығы (111.1) формуламен анықталады. Орташа есеппен 
алғанда, соңғы соқтығысу S беттен орташа еркін жүру 
жолында А-га тец қашықтықта болады (253-сурет) 
Сондықтан S арқылы жоғарыдан төмен қарай өтетін 
(суретте) молекулалардың жылдамдығы координата- 
лары z'+ А, болатын қимаға сәйкес келетін жылдамдық- 
қа, ал төменнен жоғары қарай өтіп жатқан молекула- 
лардың жылдамдығы координаталары z — А болатын қи- 
маға сәйкес келетін жылдамдыққа тең болады деп алу 
керек. А өте аз болатындықтан, бұл жылдамдықтарды 
төмендегі түрде жазуға болады:

мұндагы и (z)— шектелу беті S-ті ойша орналастырған
duқимадағы газдың жылдамдығы, — сол қимадағы 

туындының мәні.
Енді үйкеліс күшін и\ мен и2 орнына (112.4) мәндер- 

ді қойып, (112.3) формуласы бойынша есептеп шығару- 
ға болады, яғни

ят-нің газдың р тығыздығына тең болатындығын еске- 
ріп, соңғы формуланы мына түрде жазуға болады:

(112.5)-ті эмгінрикалық (112.1) формуламен салыс- 
тыру, газ-кинетикалық ұғымдарға сүйене отырып, /-тың
da „ . . . ^пеи о-ке дүрыс тәуелділігін ғана емес, сонымен

қатар тұтқырлық коэффициент! т^-ныц өрнегін анықтау- 
ға мүмкіндік бергенін көреміз. Шынында, оларды салыс- 
тырудан

a (z -г >.) — и (г) +  А, 

U{ z - \ )  =  u ( z ) - ^  К
(112.4)

(112.5)

-п =  -j- (112.6)

екендіп шығады.
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Біз м ә і і  бермегеп, бірқатар факторларды ескеретін, 
дәлірек жүргізілген есептеулср, тек сандық коэффициеп- 
ті ғана басқаша дәл осындай формулага келтіреді.

Газдың тұтқырлық коэффицпентіне арналған (112.6) 
формуланы зерттейік. пт-тл р-мен алмастырып, v орта-
ша жылдамдыктың \ г  Tlm-үа пропорционал, ал а орта- 
ша еркія жүру жолыныц 1 Іпй2-қа пропорционалдығын 
есксріп, былай дсп жазуымызга болады:

r, ~  am }\Г^~  - L  ~  I a L V T  (112.7)
1 J т п а і a

Алдымен р-ның бірлік көлемдегі молекулалар санын, 
демск, қысьтмға (р — пкТ) тәуелсіздігі назар аудартады. 
Бір қарағанда таңқаларлық нәтнжені былай түсіндіруге 
болады. Қыеым азайған кезде п, яғни импульсты тасы- 
малдауга қатысатым молекулалар саны, азаяды. Мұны- 
мен бір мсзгілде X өседі, ендеше, жеке молекулалардың 
қарама-қарсы бағыттарда алып өтетін импульстарының 
айырмашылығы да өседі. Нәтижесіндс жылдамдықтың

 ̂ . daоерілген -j j - градиентшде молекулалардың алып өте-
тін қосынды импульсы қысымға тәуслді болмай шығады. 
Бұл тек X газ ағып шыгып жатқан саңылаудың мөлшер- 
лерімен (мәселсн, трубаның диаметрімен салыстырған- 
да) салыстырғанда аз болатын кезге дейін ғана орында- 
лады. Бүл шарттың орындалуы тоқтаганда тұтқырлық

қысымға көбірек тоуелді бо- 
лып, қысым азайғанда ол да 
азайып отырады. Орташа ер- 
кін жүру жолының үзынды- 
ғы ғаз ағып жатқан санда­
ла удын мөлшерлсрімен
бірдей болғанда молекула- 
лардың жүруі сацылаудың 
шамасымсн анықталады да, 
X қысымға тәуелсіз болып 

иіығады. Қысым азайган кезде бірлік көлемгс келетіп 
молекулалар саны да азая беріп, осы себепгерден р да 
азаяды.

(112.7) бойынша түтқырлық коэффициент! темпера- 
турага банланысты V Т шамасыпа прогюрішонал өседі. 
9-таблнцада тәжірпбсден алынган ауаның ар түрлі тем-

9 - т а б л и ц а

т, ° к Т, мкпз ШҮТ

273 171 10,4
313 190 10,7
573 295 12,3
673 328 12,6
773 358 12,9
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пературалардағы тұтқырлығы келтірілген. Гдч р р темпе- 
ратураға ]/  7’ шамасына проіюрцнонал өзгеретін болса,
оида г\! ] Т қатынасы тұрақты болып қалуы' тніс еді.

Таблицадаи көріп отырғапымыздай, rj тұтқырлық
V Т  шамасына қараганда тезірек өсстіи болгандықтан, 
бул қатынас 7’-ніц артуымсн аздап өседі. Буған өткен 
параграфта айтылып кеткен орташа сркін жүру жолы- 
ныц температураға тоуелділігі себеп болып табылады.

Газ тұтқырлығыпыц молекулалар массасына тәуел- 
ділігін молекулаларыныц массалары әр түрлі болғанмен 
олардың эффектногік қималары бірдей болатыи газдар- 
да тсксеруге болады. Мундай газдарга, кәдімғі ж о не 
ауыр сутегі (дейтерий) осыған мысал бола алады. Дей- 
тернйдің атомдарының (осыған сэйкес оныц молекула- 
ларының) массасы байырғы сутсгі атомдарыныц масса- 
сынан 2 есе артық болады. Сутегі мен дейтерпйдіц 
электрлік қаспеттері шамамен бірдей. Молекулалардың 
арасындағы өз ара әсерлесу, демек, олардыц эффектнв- 
тік қимасы, молекулалардын электрлік қасиеттерімен 
анықталатын болғандықтан, дейтерий меп сутегіпін, эф- 
фективтік қнмасы бірдей болады, демек, бірдой темпс- 
ратурада алынған олардыц тұтқырлық коэффициепттері 
2 : 1 қатынасындай болуы керек. Эксперпментальдық 
турғыда көрее гілғепдей, дейтерийдің трсы сутегініц 
ц-сынан 1,39 ссе артық болады, ал бүді теорпялық мәнге 
ете жақын.

§ 113. Газдардың жылу откізгпитігі »
Қайсыбір ортада кез келген г бағытында температу­

ра тұрақты болып қалмайтын болса, оида осы багытта, 
шамасы

<1Ш>
формуламен анықталатып жылу ағыныпыц пайда бола- 
тындығы тәжірибеде анықталған, мүндағы q — z осіие 
псрйендикуляр орналаскан 5 ауданпан бірлік уақытта

. (ІТөтетш жылу мөлшсрі, — температура градиеиті, к —
ортаның қасиеттеріне тәуслді болатын және ж ы л у 
ө т к і з г і ш т і к  к о э ф ф и ц и е н т !  деп аталатыд про- 
порционалдық коэффициент.' с/-дыц өлшем бірліғі 
дж/сек-қа (немесе эрг/сек, кал[сек және т. т.) тсц.
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Демек, х коэффициентінің өлшем бірлігі дж/м • сек-град 
болады. (ПЗ.І)-дегі «—» таңбасы температураныц ар- 
татын бағыты мен жылудың өтетін бағытының карама- 
қарсы болатын жағдайын анықтайды, яғни жылу темпе- 
ратураның азаятын бағытында өтеді. (113.1)-дсгі жылу 
ағыны алгебралық шама: егер жылу z осінін. ои бағы- 
тында өтетін болса, он да q оң, ал егер жылу 2 осінің те- 
pic бағытында өтетін болса, оида q теріс болады (254- 
сурет).

254-су,рет.

S аудан арқылы t уақыттың ішінде өтетін Q жылу 
мөлшерін анықтау үшін </-ды t-re көбейту керек:

Q  =  q t = - , . ^ S t  ( 1 1 3 . 2 )

Газдағы жылу ағынын молекулалық кинетнкалық 
көзқарастарға сүйене отырып есептеп шығарып көрейік.

Егер газдыц әр түрлі нүк- 
.Т=Тф тесінде темгіератураның 

мәндері түрліше болатын 
болса, онда сол нүктелер- 
дегі молекулалардың ор- 
таша энергиялары да әр 
түрлі болады. Жылулық 
қозғалыстыц әсерінен бір 
жердсн екіиші жерге 
орын ауыстыра отырып, 
молекулалар өздерімен 
бірге энергия қорларын 
тасымалдайды. Энергия- 
ныц міне осындай тасы- 

өткізгіштік процестің тууына

1 ^  
----------  f

vS X
I--------------------1 О 1

° |

-------------------1---------------

1
1
I

-  1 
1і !

Е-Л
255-сурет.

малы газдардагы жылу 
себепші болады.

z әрпімен белгіленстін бағытта температурасын қан- 
дай да бір тәсілмсн тұрақты стні ұстап тұратын газды
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карастырайык. Осы бағытка перпендикуляр орналасқан 
5 аудан болсын дейік (255-сурет) S аудан аркылы оның 
нормалы бойымен үшып өтетін молекулалар саны, өзіміз 
білетіндей,

‘§  =  ± „ v S  (113 3)

өрнегімен анықталады.
Әрбір молекула, оның соиғы рет басқа молекуламем 

соқтыгысқан жеріндегі температураға сәйкес келетіи 
энергия мөлшерін өзімен бірге ала кследі. Орташа есеп- 
гіен алганда, бұл соқтығысу 5-тен орташа еркін жүру 
жолы /,-ға тец қашыктықта өтеді. Сондықтан, солдан 
онға карай ұшып өтетін молекулалардың энергиясын 
(г — /.) жазықтығындағы температураға сәйкес келетін 
еі ал қарсы бағытта ұшып өтетін молекулалардыи 
(г + А) жазықтығындағы Т2 температураға сәйкес келе- 
тіп эпергиясыи е-2 деп алу керек.

п және v шамалары температураға тәуелді болады. 
Осыған байланысты 5 ауданы аркылы солдан оңға ка­
рай ұшып өтетін молекулалардыц санын анықтау үшін
(113.3) формулага п мен г-ніц Ті температураға сәйкес 
келетін мәндерін, ал оңнан солға қарай ұшьіп өтетін мо- 
лекулалардың санын анықтау үшін п мен у - н і ң  Т2 тем- 
ператураға сәйкес келетін мәндерін қою керек сияқты. 
Алайда S ауданы аркылы қарама-қарсы бағыттарда 
үшып өтіп жатқан мо.лекулалар саны әр түрлі бола ал- 
майтындығын түсіну оңай. Егер олар бірдей болмаса, 
онда S ауданы арқылы жылу ағынымен қатар заттың 
ағыны да байқалған болар еді, яғни газдыц кеңістіктің 
бір бөлігінен екінші бөлігіне өткенін байқаған болар 
едік, бірақ біз газдың түтастай қозғалысы жоқ деп алып 
отырмыз.

S аркылы әрбір жакка ұшып өтіп жатқан молекула­
лардыц санын п псп v үшін олардыц 5 кимасындағы мән- 
деріп алып, (113.3) формуласы бойынша табамыз. Сонда 
S ауданы аркылы 2 осініц оң бағытыпда молекулалар­
дыц бір секунд ішінде алып өтіп жаткан энергия мөлше- 
рін былайша жазуға болады:

t - Z ) =  — w S l — kTt  -  —  kT, ) —  v dt v “ 6 \ 2 2 - j
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=  4 - n v s 4 - H T ,  (113.4)

л аз оолғандықтан,
d T d T  .Тх =  Т - У - \  Т ^ Т + ^ - к
d z d z

деп саиауға болады, мұндағы Т — 5 аудан тұргаи жер­
дей температура, — Г-ніц z бойынша дәл сол жер-
де алынған туындысы. Осы мәндерді (113.4) формулаға 
қойып, мынаны аламыз: ,

Я = -  ф  nvS
Осы шаманы молекуланың m массасына көбейтіп, N a 
Авогадро санына бөлейік:

1 -  /. k Nд = ---- гг- n in v S --------ггv 6 2 rnN/
d T

d z
2a.

Одап әрі, mn — p, ал
1 k N A

2  m N  A

I / F~, 1
~  T  ~ Cv =

екендігін ескеріп (с у— тұрақты көлем кезіндсгі меншік- 
ті жылу сыйымдылық),

ч =  о 13-5»

деп жазуға болады. (113.5) -ті (ПЗ.І)-мен салыстырыи, 
газдардың жылу өткізгіштік коэффициент! үшін мына- 
дай өрнекке келеміз:

х =  у Р  V\cv (113.6)
rj-ға арналған (112.6) формуласын х-ға арналган

(113.6) формуласымен салыстырып
уі =  х\с v  (113.7)

екендігін көреміз.
Дәлірек есеитеулер х мен rj арасында мыпапдай қа- 

тыстын бар екендігін көрсетеді:
х = 7(т]Сг

мұндағы К — сандық коэффициент, ол

формуласымен анықталады.
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Сонымен, бір атомды газдар үшін (у = С р [Cv =5/3) 
коэффициент К =  2,5, екі атомды газдар үшін (ү =  7/5) 
К=  1,9 лоне т. б. болады.

х-ның молекуланы сипаттайтын шамалар мен газ па- 
раметрлеріне тәуелділігін анықтайық. к ~ ц с  к болатын- 
дықтан, (112.7)-ні сг-ның өрнегіне кіретін шамаларға 
көбейтсек болганы:

cv С„ = mN.
і
тп

Осының нәтижесінде

------^ - V T  (113.8)ст у m
болады.

Бүл тәуелділіктіц г]-га арналган (112.7) тәуелділіктен 
айырмашылыгы х } m шамасына кері проПорционал 
болғанда, ал т] | лт-ге тура пропорционал. Сонымен ка­
тар, х молекуланың еркіндік дәрежелерінің саны мен 
снпатына тәуелді болады (і санына). х мен ц шамала- 
рының қысым мен температурага тәуелділігі бірдей.

Демек, жылу өткізгіштік коэффициент! кысымға тә- 
уелсіз (бойымен жылу берілетін ыдыстың мөлшерлері- 
мен шамалас болғанга дейін) болады да және темпера­
тура жоғарылауымен]/ Г-ге Караганда біршама тезірек 
артады.

§ 114. Г^аздардағы диффузия

Бірнеше компоненттерден, яғни молекулалардың бір- 
неше сортынан тұратын газ қоспасын карастырайык. 
/-ші компонентінің бірлік көлемдегі молекулалар санын 
Пі деп белгілейміз. Бірлік көлемдегі молекулалардыц 
толық саны мынадай болады:

п — Уп,.

компоненттіц салыстырмалы концен-

аталады.

15'

Қоспадагы /-ші 
трациясы

өлшеусіз піа.ма дсп

387



Барлық компоненттердің салыстырмалы концентра- 
циясының қосындысынын, бірге тең болатындығы анық:

=  1.

Қайсыбір компоненттің абсолют концентрациясы деп 
молекулалардың осы сортының бірлік көлемдегі масса- 
сын айтады. Осылайша анықталған концентрация осы 
компоненттің парциал тығыздығы болып табылады. 
Егер і-ш\ компоненттің молекуласының массасы m t бол- 
са, онда абсолют концентрация мына шамаға тец бо­
ла ды:

Сі = піті.
Газ қоспасының қысымы жеке компоненттердің пар­

циал қысымдарының қосындысына тец болып, бірлік 
көлемдегі молекулалардың толық саны арқылы анық- 
талады:

р  =  У,Рі —2-Пі kT = пкТ

п
(0

*

Газ компоненттерінің концентрациясы кеңістіктің әр 
түрлі нүктелерінде бірдей болмауы мүмкін. Бұл жағ- 
дайда молекулалардың жылулық қозгалысынан концен- 
трацияның азаю бағытында і-ші компоненттің массала- 
рын тасымалдау түрінде жүретін концентрациялардыц 
теңесуі басталады. Бұл процесс д и ф ф у з и я  дсп ата- 
лады.

Молекулалардың толық саны, демек, кысым да диф­
фузия кезінде өзгермейді. Тек молекулалардың әр түрлі

сорттарының қайтадан 
таралуы немесе п t ша- 
маларының өзгеруі жүре- 
ді, ал бұл өзгеріс бір 
компоненттің бір жердегі 
пі -і артса, онда басқа бір 
компоненттіц n tде ©зге- 
pin, п і-лердің қосындысы 
тұрақты болып қалады.

Осыдан былай бүл па­
раграфта екі компонент- 
ті газ қоспалары жайлы 
сөз болатын болады. 

Қайсыбір көлемде қан- 
256-сурет. дай да бір тасілмсп с ба-
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ғытының бойында екі компоненттің де концентрацияла- 
рынын градиентін уақыт бойынша өзгертпей ұстап тур- 
мыз делік (256-сурет; онда абсолют концентрациялар- 
дың орнына оларға пропорционал болатын бірлік көлем- 
дегі молекулалар саны келтірілген). Көлемнің барлық 
жерінде қысым бірдей. Демек, П\-\-п2 қосындысы әрбір 
қима үшін бірдсй болады. Бұл жағдайда z-ке перпенди­
куляр 5 ауданы арқылы солдан оңға қарай молекула- 
лардың бірінші сортының басым ағыны пайда болады; 
бұл агынды S арқылы бір секунд ішінде өтетін массаның 
М і шамасымен сипаттауға болады. Тәжірибе көрсеткен- 
дей, бұл шама былай анықталады:

M, =  - d £ s . (114.1)

мундағы D — д и ф ф у з и я  к о э ф ф и ц и е н т і деп
аталатын пропорционалдық коэффициент, — S  ау-
данды ойша орналастырған қимадағы абсолют концен- 
трацияның градиенті.

S ауданы арқылы t уақыттың ішінде массаның
M xt  — — D ^ - S t  (114.2)

шамасына тең болатындығы анық.
Бір мезгілде осыған ұқсас

M 2 =  — D p S

өрнегімен анықталатын молекулалардың екінші сорты- 
ның қарсы ағыны пайда болады.

(114.1) теңдеу диффузияның эмпирикалық теңдеуі 
болып табылады. «—» таңбасы массаның берілген газ 
компонентінің концентрациясы кемитін бағытында тасы- 
малданатынын көрсетеді.

Диффузияның теңдеуін молекула кинетикалық ұғым- 
дар негізінде алуға тырысалық, сонымен қатар есептеу- 
лерді оңайлату үшін екі компонент молекулаларының 
бір:бірінен массалары бойынша айырмашылығы аз деп 
( т і ^ т 2^ т )  және олардың эффективтік қималарын 
(сл^аг — о) өз apa тең деп санаймыз. Сонда екі компо- 
иенттің де молекуларының жылулық қозғалысының ор-
таша v жылдамдығы бірдей және орташа еркін жүру 
жолы
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1
V2an

формуласына сәйкес есегітеліпеді, мундағы /і = /ц+ th-
Бірінші компоненттің 2 осі бойындағы концентрация 

өзгерісі с\ — сі'(2 ) функциясымен берілетін болсын. 5 ау­
даны арқылы ушып өтетін әрбір молекула өзіне тән 
т массаны тасымалдайды (п і \~т  екендігін ескерте ке- 
тейік) Бір секунд ішінде 5 ауданы арқылы 2 осініц ба- 
ғытында ұшып өтетіи молекулалардыц санын N .і арқы- 
лы, 2 осіне қарсы бағыттағы дәл сондай санды N\ деп 
белгілейік. Сонда бір секунд ішінде 2 осінің бағытында 
тасылған бірінші компоненттің массасын

М { = (N , — N і) т (114.3)
түрінде жазуға болады.

Алдыңғы жағдайдағьт сияқты (112 және 113-пара- 
графтарды қараңыз), S ауданы арқылы өтетін Молеку- 
лалар S-тен орташа еркін жүру жолына тең жерде ор- 
наласқан қимадан ұшып келеді деп есептсуге болады. 
Сонда vS арқылы 2 осінің бағытында үшып өтетін 
молекулалардың саны координаталары 2 — ). болатын 
қимаға сәйкес келетін бірлік көле.мдегі молекулалар са- 
ныныц п і мәнімен, ал қарсы бағытта ұшып өтетін моле- 
кулалар саны 2 +  /. координаталары болатын қимага сәй- 
кес келетін бірлік көлемдегі молекулалар саныныц п і 
мәнімен анықталады. Сөйтіп, іҮіжәне Л'ісандары

А̂ і =  ~g~ пл vS

өрнегімен анықталады, мүндағы Л/іүшін ti\ =n\(z  — X) 
саны алынуы керек, ал N і үшін п\ =п  і(г +  л) саиы алы- 
нуы керск. N іжәне N і мәндсрін (114.3) өрнегіне қойып, 
мынаны аламыз:

М х — ---- jr- v S  ^  2Ш .1 б СІІ

т — тұрақты шама болғандықтан, т ~  өрнсғіи

түріпдс жазуға болады, ал бул кпццснгра-
цияның градиенті болып табылады: Сонда
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Л1, =  - ( - 1 а ) * І 5 .  (114.4)

(114.4) -ті (114.1)-мен салыстыра отырып, диффузия 
коэффицпснтінің төмендегідей газ-кпнетикалық өрнегін 
аламыз:

D =  (114.5)

(114.5) -тен D өлшемділігінің м2/сек-қа тең екендігі
шығады. >

Осы айтылғандар бірдей түрде қоспаның екі компо- 
нентіне де колданымды. Демек, екі компонент үшін де 
диффузия коэффиниенттерініц мәндері бірдей болады.

(114.5) -ті (112.6)-мен салыстыра отырып, rj пен D 
арасыидағы мына байланысты аламыз:

г\ = р D.
v және Л-ға арналған (114.5) ке қойып, мынаны алу- 

ға болады:
D ------ Ц - 1  / Т

m  у тп

Диффузия коэффициентінің г] ячәнс х-лардан айырма- 
шылығы, ол бірлік көлемдегі молекулалар санына, де­
мек, қысымға, кері пропорционал болады екен:

Р
D-ның температураға тәуелділігі т]-ның х-ға тәуелді- 

лігіндей. Екі компоненттің де молекулалары массалары 
әрі эффектнвтік қималары бойынша бірдей болатындық- 
тан, (114.5) тендеуі негізінен өздік диффузия коэффи- 
циентінің өрнегі, яғни қайсыбір газ молекулаларынын 
дәл сол газ молекулаларынан тұратын ортадағы диффу- 
зияның өрнегі болып табылады. Өздік диффузия құбы- 
лысын, біртекті газ молекулаларынын, бөлігін таңбалау 
арқылы бақылауға болар еді. Сонда, таңбаланған моле­
кулалар мен таңбасы жоқ молекулалардың концентра- 
цнясы тұрақты болмаған. жағдайда әртекті молекула- 
лардыц қарсы ағыны пайда болып, ал бұл ағынның 
шамасы (114.4) формуласымен анықталған болар еді. 
Шындығында, іс жүзінде өздік диффузияны таңбалан- 
ган атомдардың әдісіи қолдану арқылы зерттеуге бола­
ды. Бұл әдіс изотоптардын, яғни бір элементтің әр түрлі
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атомдарының (мәсслен, олардыц бірсулері — радиоак- 
тивті де екіншілері — орнықты) қоспасын пайдаланудан 
тұрады.

Массалары мен қималары әр түрлі болатын молеку- 
лалар қоспасы үшін жүргізілген есептеулер диффузия 
коэффициентінің төмендегідей өрнегін береді:

~Т 1D =  B V -У пг' d\2 п
мұндағы В — сандық коэффициент, m' = 

келтірілген массасы деп

ТП.ГПі— ;—  молеку-яг,+/и2 J
аталады,. ал d і2 —лалардың

(І[-\-СІ2 j ,—2—- — молекулалардың эффективтік қималарыныц
жартылай .қосындысы.

§ 115. Ультраснретілгеи газдар
Молекулалардыц еркін жүру жолыныц ұзындығы 

ыдыстыц сызықтық өлшемінен артық болған жағдайда 
ыдыста вакуум болады. Мұндай кезде газды ультраси- 
ретілген деп атайды. Вакуум деген сөздің тікелей мары- 
ласы «бостық» дегенді беретін болса да, ультрасиретіл- 
ген газдың бірлік көлеміндегі молекулалар саны көп бо­
лады. Мәселен, 10-6 мм сын. бағанасындагы қысым ке- 
зінде 1 м3 көлемде шамамен 1016 молекула болады. Бұ- 
дан басқа өте кішкене қуыстарда, вакуум сияқты 
күйді атмосфералық қысым кезінде де алуға болады.

Ультрасиретілген газдардың өзгеріс-сипатының бір- 
қатар ерекшеліктері болады. Вакуум кезінде газдардың 
бір бөлігінің екіншісіне түсіретін қысымы жайлы сөз 
етудің қажеті жоқ. Әдеттегі жағдайда молекулалар бір- 
бірімен жиі соқтығысады. Сондықтан газды ойша екі 
бөлікке шектеп тұрған кез келген бет арқылы молекула-

лардың арасында импульс ал- 
масулары жүріп жатады. Де- 
мск, газдың бір бөлігі бөліну 
беті арқылы екінші бөлігінс р 

'тиг ' қысыммен эсер етеді. Вакуум-
да молекулалар ыдыстың қа- 

257-сурет. бырғасымен ғана им пульс ал- 
масады, сондықтан да тек 

ыдыс қабырғасына түсірілген қысым жайлы ғана айтуга 
болады. Газда ішкі үйкеліс те болмайды. Алайда ультра- 
сиретілген газда қозғалатын денеге үйкеліс күші эсер

«/
j muj

L
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етеді, бұл күш ыолекулалардың осы денемен соқтығы- 
сыгі, оныц импульсын өзгертуге себепші болады. Осы мә- 
селені толығырақ қарастырайық.

Айталық, ультрасиретілген газда бір-біріне парал­
лель екі пластинка қозғалып келе жатсын (257-сурет) 
Пластинкалардың жылдамдықтары «і/және и2-ге тен. 
Пластинка мен молекуланың арасындағы өз ара эсер 
соқтығысу мезетінде молекуланың пластинкадан ыршып 
түсіп, өзінің жылулық жылдамдығына шамасы мен ба- 
ғыты пластинканың жылдамдығына тең болатын құрау- 
шы қосып алады.

Жоғарғы пластинканың бірлік бетіне секундына
nv молекула келіп соғады, олардың бұдан бұрынғы

төменгі пластинкаға келіп соқтығысқан кезде қабылда- 
ган и2 құрауш-ы жылдамдығы болады. Осы молекулалар- 
дың әрқайсысында ти2 құраушы импульсы болады. Жо- 
ғаргы пластинкадан соғылып қайтқан молекуланың тіі\- 
гс тең қүраушы импульсы болады. Демек, әрбір 
молекуланың жогарғы пластинкамен соқтығысуы оның 
импульсын пг(и\ — и2) шамасына кемітеді. Импульстың 
бірлік уақытта пластинканың бірлік бетіне келетін өз- 
гсрісі:

r-nvm(ui — и2).
Ал бүл өзгеріс, өзімізге белгілі пластпнкаңың бірлік 

бетіне эсер ететін күшке тең:
/ = Х  ру (щ -иг)  (115.1)

(mn-jxhi р арқылы алмастырдық)
Шамасы жағынан осындай, ал бағыты жағынан қар- 

ма-қарсы күш .төменгі пластинканың бірлік бетіне де

Үйкеліс күші мен пластинка- 
лардың жылдамдықтарының 
айырымының арасындағы про- 
порционалдық коэффициентті үй- 
келіс коэффициенті деп атау та- 
биғи нәрсе. (115.1) -ден бұл коэф-
фициенттің-g- ри-ге тең екендігі

шьп ады, яғни газдың тығыздығына пропорционал, демек, 
газдыи пластинка мен ыдыстың қабырғаларына түсіре-

1С ІЪ

1 1 КТ1
'21

258-сурет.
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тін қысымына пропорционал болады (бұл қысым үшін 
p — nkT өрнегі күшінде қалады).

Еліді вакуум жағдайында газдың. жылу беру мәссле- 
сіне назар аударайық. Арасында ультрасиретілген газ 
бар температуралары Т\ және Т2 е̂ кі пластинканы алайық 
(258-сурет) Егер молекулалардың қатты дененің бетімен 
соқтығысы абсолют серпімді болса, онда молекулалар 
пластинкадан бастапқы жылдамдығына тең жылдамдық- 
пен (демек, энергиямен де) ыршып кетер еді. Осының пә- 
тижесінде молекулалар пластинкадан пластинкаға энер­
гия алып өте алмаған болар еді. Алайда мұндай коры- 
тынды тәжірибеге қайшы келеді. Демек, қабырға мен 
оған келіп соқтығатын молекулалардың арасындағы өз 
ара эсер серпімді соктығысу сипатында емес. Анығында 
процесс былай өтеді: молекула қабырғаға келіп сокқан- 
нан кейін, азғаитай уақыт оған жабысып қалғандай бо­
лады, содан кейін қабырғаны тастап, кез келген бағытта, 
орташа есеппен қабырғаның температурасына сәйкес ке- 
летін жылдамдықпен ұшып кетеді1

258-суретке қайта оралайық. Секунд сайын жоғарғы
пластинкаға келіп соғылатын -g- nvS молекулалардың

әрқайсысы өзімен бірге-^- kT2 шамасында энергия әке-

ліп, ~ Һ Т \  шамасына теп энергия алып кетеді. Демек,
молекуланыц әрбір соқтығысынан кейін пластинка
-ү -к (Т \~ Т 2) шамасындай энергия жоғалтады. Дәл осын-
дай энергия мөлшерін әрбір соқтығысудап кейін екінші 
пластинка да алады'. Сонымен, молекулалардың секунд 
сайын пластинкадан пластинкаға алып өтетін энергиясы

Я =  -  T2)S.

Осы өрнекті m N А-?а көбейтіп жэне бөліп, мынаны 
аламыз:

1 Молекулалардыц қабыргамеп нз ара әсирінің симатын кврсегіл- 
гендей дәлірск анықтау, к ы с ы м д і , і  есептеген кезде 99-параграфта 
алынған нәтижеге эсер етпеіітіпдігіп атай кегенік. Егер газдың тем- 
пературасы мен қабырганың темпсратурасы бірдеіі болса, оида мо­
лекулалар қабыргаға қандаіі жылдамдықпеГі келсс, оны еондай жыл* 
дамдықпен тастап шыгады да, орташа есепиен алғанда еоктығыеу 
кезіиде молекулалардың импульсының өзгерісі абсолют серпімді соқ- 
тығысу кезіндегідей болады.
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(115.2)

-g- рис к шамасына тец болатын жылу өткізгіштік
коэффициент! ультрасиретілген газда газ тыгыздыгына 
пропорционал болып шықты. Демек, бір қабырғадан 
екіншісіне берілетін жылу берілу қысымның кемуімен 
азаяды екен, ал кәдімгі жағдайларда, өзіміз білетіндей, 
газдың жылу өткізгіштігі қысымға тәуелсіз болады.

Я =  4" Р™V(7V“  Т 2) S .

§ 116. Эффузия

259-сурет/.

Тесігі бар тосқауылмен екіге бөлінген ыдыстағы уль- 
трасиретілген газды қарастырайық (259-сурет). Тесіктің 
мөлшері еркін жүру жольшан кіші болған жағдайда 
молекулалар тесік арқылы бір-бірімен 
соқтығыспай біртіндеп өте алады. Осын- 
дай жағдайларда газдың тесік арқылы 
ағып өтуі э ф ф у з и я  деп аталады.

Эффузия кезінде бір қатар құбылыс- 
тар байқалады, осылардың екеуін қарас- 
тыралық. Пікірімізді жеңілдету үшін 
ыдыстағы газдың сиретілгендігі сонша 
тіпті еркін жүру жолы ыдыстың сызықтық өлшемдерінен 
де үлкен болады деп ұйғаралық. Сонда тесіктен өткен 
молекула қарсы қабырғаға жеткенше түзу сызықты қоз- 
ғалатын болады.

Ж  ы л у л ы қ э ф ф у з и я .  Ыдыстың екі бөлігінің 
қабырғаларының температуралары әр түрлі Т\ және Гг 
болсыи (260-сурет) Еркін жүру жолы к тесіктің d(\<^id) 
диаметрінен көп кіші болғанда, ыдысты толтырып тур- 
ран газдың тепе-тең шарты р{ және рг қысымдардың 
теңдігі болып табылады. Қысым nkT шамасына тең бо-

латындықтан, бірлік көлемдегі моле­
кулалар саны, демек, газдың екі бөлі- 
гіндегі тығыздықтарының қатыиасы 
температуралардың қатынасына кері 
шамада болады:

у ч  (116.1)
260-сурст.

_£і п1_ 

п>
Ал ультрасиретілген газ үшін Ck̂ $>d) тепе-тең шарты 

басқаша. Уақыт өткен сайын өзгермейтін (стационар-
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лық) күй тек бір секунд ішінде тесік арқылы бір бөлік- 
тен екінші бөлікке өтіп жатқан молекулалар саны, осы 
тесік арқылы қарсы бағытта өтіп жатқан молекулалар 
санына тең болған жағдайда қалыптасады. Тесік аркы- 
лы өтіп жатқан молекулалар саны nv-ға пропорционал 
болатындықтан, тегіе-тең шарты мынадай болады:

ri\V\ =n2v2.
Т болатындықтан, былай жазуға да болады1: 

i L = iiL= i / 5 : .  (!i6.2)
Ра П2 У T,

Сонымен, газдың тығыздықтарының қатынасы кәдім- 
гі жағдайлардағыдан басқаша екен [(Пб.І)-ді ка­
ра ңыз].

(116.2)-ні ескеріп, қысым үшін мынаны аламыз:
Р\  п {ҺТ і   ' і  f  Т і

р 2 п2кТ,  V To

Ыдыстың екі бөлігіндегі қысым бірдей болғанда те- 
пе-тең күй байқалатын әдеттегі жағдайдан айырмашы- 
лығы, вакуум жағдайында қысым ыдыстың температу- 
расы жоғары қабырға жағындағы бөлігінде артық бо­
лады.

Е к і  г а з д ы ң  қ а р а м а  қ а р с ы  и з о т е р м  и я 
л ы к э ф ф у з и я с ьі. Ыдыстың барлық жерінде темпе­
ратура бірдей жэне алдын ала ыдыстың эр түрлі бөлі- 
гінде молекул ал ары массасы бойынша айырылатын 
түрліше газдар бар болатын жағдайды қарастыралық. 
Анығырақ болу үшін сол жақта сутегін (Д/ = 2), он жак­
т а — оттегін (М =  32) алайық. Сутегінің р\ қысымы

оттегінің қысымынан 2 есе кіші бол- 
сын дел'ік. Демек, оттегінің п2 шама- 
сы сутегінің п\ шамасынан 2 есе ар- 
тык: п — 2п\. Ал кысым екі газда Я 
шамасы ыдыстың сызыктык өлшем- 
дерінен артык болатындай етіп 
алынады.

Егер тоскауылдағы тесікті ашып 
жіберсек, онда тесік арқылы оттегі

1 Алдынғы параграфта айтылғанға орай, ыдыстык қабыргаоына 
соктыккан молекула кабырғаның температурасына сәйкес жы.ідам- 
дыкпен ыршиды деп есептейміз.

oz
П1 Һ2г 2Пі

0 2-м~__Г Mz

Р1 Рі=2Рі

261-сурет.
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мен сутегініц қарсы бағытталғаи эффузиялық ағыпы 
пайда болады (261-сурет). Сутегі молекулаларыныц 
ағыны t i \V \  шамасына, ал оттегі молекулаларының ағы- 
ны ti2v2 шамасына пропорционал болады. и ~ \ / У т  бо- 
латындықтан, сутегі молекулаларының орташа жылдам- 
дығы оттегінікінен 4 есе артық болады: vi = 4v2. Осыныц 
нәтижесінде, сутегі бар ыдыстағы қысым оттегі бар 
ыдыстағы қысымнан 2 есе аз болса да сутегі молекула- 
ларының ағыны оттегі молекулаларынын агынынан 2 есе 
артық болады. Эффуз-иялық ағындар кысымдарды теңес- 
тіру орнына қайта олардың айырмашылығын арттыра 
түседі. Уақыт өтуімен ыдыстың екі жағындағы сутегі 
мен оттегінің концентрациялары теңеседі (алғашында 
анағұрлым шапшаң молекулалар үшін, яғни сутегі үшін, 
кеіііпірек оттегінің концентрация- 
сының теңесуі аяқталады) ақыр ° 
аяғында кысым теңеседі. Ыдыс- 
тың екі жагындағы р\ және р2 кы- 
сымдардың уақыт бойынша өзге- - 
рісі график түрінде 262-суретте 
кескінделген. ;

Эффузия құбылысы компо- 
ненттерінің айырмашылығы тек
олардын молекулаларынын. құра- ---------------------
мына бірдей химиялық элемент- 262-сурет
тердің әр түрлі изотоптары
(атомдардың түрлері) кіретіндігінде ғана болып табы- 
латын газ қоспаларын айыруға пайдаланылады. Изотоп-

тардың химиялық қасиеттерінің 
теңбе-теңдігінен оларды химия- 
лык әдістермен бөлуді жүзеге 
асыру мүмкін емес.

Эффузиялық тәсілмен бөлудің 
принципі1 263-суретте көрсетіл- 
ген. Газ қоспасының ағыны (су- 
ретте ол «0»-мен белгіленген) 
екіге тарамдалады да, біреуі кіш- 
кентай саңылаулары бар тосқа- 
уыл арқылы өткізіледі (Х>саңы- 
лаулардың өлшемдері).

1 Бұл әдістіц, изотоптарды бөлудің диффузиялық әдісі делінетін, 
аса дәл емес тарихи қалыптаскан аты бар.

263-сурет.
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Массалары аз молекулалардың жылулық қозғалы- 
сының орташа жылдамдығы артығырақ болатындыктан, 
тосқауыл арқылы өткен ағын, бастапқы ағынға Караган­
да, жеңіл молекулалармен аздап байытылған болады. 
Бұл байытылған ағын (Iх ағын) тағы да екіге бөлініп, 
оның біреуі екінші саңылаулы тосқауылдан өтіп, жеңіл 
.молекулалармен одан әрі байи түседі. Осындай процес- 
тің сан рет кайталануының нәтижесінде молекулалары- 
ның басым көпшілігі химиялық элементке сәйкес анағұр- 
лым жеңіл изотоптардан тұратын газды алуға болады.



XIII Т А Р А У  

ІІАҚТЫ ГАЗ ДАР

§ 117. Газдардыц идеалдықтан ауытқуы

Бүрын ескертілгендей ,нақты газдардың өзгерісі
pV = — RTғ-

(98.14) теңдеуі арқылы, қысым онша жоғары болмаған 
жағдайда және температура жеткілікті жоғары болған 
жағдайда ғана біршама жақсы сипатталады. Қысым ар- 
тып, температура төмендеген сайын теңдеуден едәуір 
ауытқу байқалады. Төменгі 10-таблицаның екінші баға- 
насында қалыпты жағдайларда бір литр көлем алып тұр-

1 0 - т а б л и ц а

р ,  am р У ,  а т - л ^  +-ДГі ) (  V - 6 ' ) .  а т - л

і 1 ,000 1 ,000
100 0 ,9 9 4 1 ,000
2 0 0 1 ,0 4 8 1 ,0 0 9
5 0 0 1 ,390 1 ,014

1000 2 ,0 6 9 0 ,8 9 3

ған азот массасы үшін pV көбейтіндісінің мәндері кел- 
тірілген. Мұнда көрсетілген мәндер температура әр- 
дайым 0° С болғандағы түрліше қысымдарға сәйкес ке- 
леді.

Теңдеу (98.14) бойынша температура өзгермеген жағ- 
дайда көбейтінді pV тұрақты болуға тиіс еді, бірақ қы-

399



сым 200 ат дәрежесіне жеткен кезде, таблицада көрсе- 
тілгендей, елеулі ауытқулар байқалады. Ол ауытку кы- 
сым артқан сайын ұлғая келіп, кысым 1000 атмосфераға 
жеткен кездс 100 проценттен ар-тық болып шығады, се- 
бебі (98.14) теңдеуді қорытқан кезде біз молекулалар- 
дың мөлшерлерін және олардың қашықтықтардағы өз 
ара әсерлерін ескермеген едік. Сонымен коса, қысымды 
арттырған кезде газдың тығыздығы да артады; бұл мо- 
лекулалардың ара-арасындағы орташа қашықтықты 
азайтады да, молекулалар көлемі мен олардың арасын- 
дағы өз ара әсерлер елеулі роль атқара бастайды.

Жоғарыдағы келтірілген бағалауымыз бойынша (92- 
параграфты қараңыз) молекулалардың мөлшерлері ша- 
мамен 10~8 см. Молекуланың радиусын 10~8 см-ге тең 
деп алсак, бір молекуланың көлемі үшін мынадай мән 
шығады:

~  кгя=  3,14-10-24 -  4 - 10-2‘ см*.
Демек, қалыпты жагдайдағы 1 см3 газ үшін молеку- 

лалардың көлсмі жуықтап мынадай боп шыгады:
4 - 10-24-2,7 1019~  10-4 см3.

Газдың алып тұрған көлемімен (1 см3) салыстырған- 
да, бұл көлемді ескермеуге әбден болады.

Егер газ (98.14) теңдеуге бағынатын болса, қысымды 
5000 ат-ға дейін арттырган кезде, газдың тыгыздыгы да 
5000 есе артар еді де, 1 см3-дегі молекулалардың көлемі 
10^4-5-103 = 0,5 см3 болар еді. Сөйтіп, молекулалар үле- 
сіне газ алып тұрган бүкіл көлемнің жартысы тиісті бо­
лар еді. Молекулалардың қозғалысына мүмкіншілік бе- 
ретін көлем, атмосфералық қысымдағымен салыстырған- 
да 2 есе кіші болып шығар еді. Мұндай жағдайларда 
көлемнің қысымга кері пропорционалдыгы бүгзылуға 
тиіс екендігі өзінен-өзі түсінікті.

Молекулалар арасындагы өз ара әсерлер сипатын бә- 
рінен де 264-суретте келтірілген, екі молекуланың өз ара 
потенциялық энергиясын, олардың центрлері арасында­
гы қашықтықтыц г функциясы ретінде кескіндейтін кп- 
сық арқылы көрсеткен қолайлы. Бұл қисықты салу ке- 
зінде бір-бірінен шексіз қашықтықтагы молекулаларлыц 
потенциялық энергиясын (ягни олар өз ара әсерлеспей 
түрган жағдайда) нольге тең деп алғанбыз. Демек, ки- 
сық г-дің шексіздікке ұмтылғанында, асимптотты г осіне 
ұмтылатындай алынган.
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Потенциялық энергияны г функциясы ретінде біле 
отырып, молекулалардын түрліше қашықтықтарда өз 
ара қандай күштермен әсерлесетінін анықтауымызға бо-

264-сурет.

лады. Ол үшін меха.никадан белгілі мына қатысты пай- 
дал ануымыз керек:

Мұндағы «—» таңбасы, молекулалардыц өз ара эсер 
күштерінің оларды потенциялық энергия анағұрлым аз 
боларлықтай күйге көшіруге тырысатындығын көрсете- 
ді. Демек, Го-ден артық қашықтықтарда молекулалардыц 
арасында өз ара тартылыс күштері эсер етеді де, ал 
г0-дсн аз қашықтықтарда өз ара тебу күштері эсер 
етеді. Қисықтың барысындағы әр нүктедегі қисықтық 
сол нүктедегі күштің шамасын көрсетеді.

Потенциялық қисықтық е р-нің көмегімен молекула­
лардыц жақындасу (соқтығысу) процесін қарастырайық. 
Бір молекуланың центрін ойша координаталардың бас 
нүктесіне орналастырайық та, ал екінші молекуланың 
центрін г осінің бойымен орын ауыстырады деп алайық. 
Екінші молекула бағыты бойынша бірінші молекулаға
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қарай шексіздіктен, кинетикалық энергиясының бастап- 
қы қоры гк — £[ болатығідай, ұшып ксле жатсын. Бірінші 
молекулаға жакындаған сайын екінші молскуланын. коз- 
ғалыс жылдамдығы тартылыс күшінің әссрімен ұдайы 
арта беретін болады. Соған байланысты молекуланың 
кинетикалық энергиясы да артады. Алайда система- 
ныц (екі молекуладан тұратын система тұйық спстемага 
жатады) e = ek + e p толық энергиясы өзгеріссіз қала бе- 
реді де, еі-гс тек болады, өйткені кннетйкалық энсргия- 
ның артуымен бірге потенциялық энергия гр азайып 
отырады. Молекула координатасы г0 нүктеден өткен кез- 
де тартылыс күштерінің орнына тебіліс күштері пайда 
болады, осының салдарынан молекуланың жылдамдығы 
біртіндеп тез азая бастайды (тебіліс облысында гр қи- 
сықтығы өте шұғыл) Потенциялық энергия ер система- 
ның толық энергиясы еі-ге тең болып шыққан кезде, мо- 
лекуланың жылдамдығы нольге айналады. Осы кезде 
молекулалар бір-біріне барынша жақын кследі. Моле- 
кулалар центрлері жақындай алатын ец аз (минималь- 
ды) қашықтық d\ молекуланың эффективті диаметрі бо­
лып табылады. Молекула тоқтағаннан кейін құбылыс- 
тардың бәрі кері бағытта жүре бастайды: алғашқы кезде 
молекула тебіліс күшінің әсерінен қозғалыс жылдам- 
дығын біртіндеп арттыратын болады: сосын г0 қашық- 
тықтан өте берісімен молекула оның қозғалысын баяу- 
лататын тартылыс күшінің әсеріне ұшырайды, ақырын- 
да, кинетикалық энергияның алгашқы е\ қорына тап 
болып, шексіздікке кетіп қалады.

264-суреттен, молекула өз қозгалысын шексіздіктен 
энергияның көбірек е2 қорымсп бастаса, опда молекула­
лар центрлерінің жақындаса алатын миннмальды қа- 
шықтыгы d2 аз болып шыгатындығы байқалады. Соны- 
мен, молекулалардың эффективті диаметрі олардың 
орташа энергиясына, демек, әрі температурага байла­
нысты болады. Температура артқан сапын молекулалар- 
дың эффективті диаметрі d азаяды, соның салдарыпан 
молекулалардың еркіп жолының орташа үзындыгы А, үл- 
ғаятын болады [(111.7) қараңдар].

Идеал газ күйінің тецдеуін қорытқан ксздегі үйга- 
рылған молекулалар арасындагы өз ара әсерлердің сп- 
паты 265-суретте көрсетілген иотепциалық қисыққа ссні- 
кес келеді. г0-ден артық қашықтықта ғр түрақты, соныц 
салдарынан күш нольге тең. Қашықтық г = г0 болганда
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г р  шексіздікке айналады да, молскулалар цептрлсрінің 
г о - д е н  кіші қашықтықтарға жақыпдауына бөгет жасай- 
ды. Бұл сияқты қарапайым қарастыру, газдағы молеку- 
лалар арасыпдағы орташа қашықтықтар жсткілікті үл- 
кен болған жағдайда ғана дурыс: үлкен қашықтықтарда 
264-суреттегі г р  қисықтығы өте көлбегі кетеді де, осыдан

~ 0  шығады. Молекулалар арасындағы орташа қа-
шықтықтар азайған сайын, яғни газ тығыздығы ұлғай- 
ған сайын, молекулалар арасыида- 
ғы тартылыс күштерінің ролі бар- 
ған сайын. арта түседі. Сонымен 
коса, жоғарыда байқағанымыздай, 
газ алып түрған көлемнің, молеку- £р~е/>('')
лалар козғалысқа түсе аДатын бө- 
лігі де біртіндеп азаятын болады.

Осы айтылғаидардың бәрінсн,
үлксн тығыздықтағы газдың өзгері- ---- --------------- - г
сін дұрыс сипаттайтын тендеудің бі- 
ріншіден, молекулалардың бір-бірі-

го
265-сурет.

не өз ара тартылысын, екшшіден, молекулалардыц мен- 
шікті көлемінің ақтық мөлшерін ескеруге тиісті екендігі 
шығады.

§ 118. Ван-дер-Ваальс теңдеуі

Нақты газдардың өзгерісін сипаттауға ұсынылған 
көптеген теңдеулердің ішінен Ван-дер-Ваальс теңдеуі ең 
қарапайым және сонымен бірге жеткілікті дәрежедегі 
жақсы нәтиже беретін теңдеу болып шықты. Бұл теңдеу 
p V KM̂ R T  тецдеуге түзетулер енгізу арқылы шығарылып 
мына түрде беріледі:

( p + - ^ - ) { V K* - b )  =  R T  (118.1)

Мүндағы р — газға сырттан түсірілген қысым (ол газ­
дын ыдыс қабырғаларына түсіретін қысымына тең), а 
және b эр газ үшін әр түрлі мәндері болатын, тәжірибе- 
лер арқылы анықталатын Ван-дер-Ваальс тұрақтылары. 
Егер қысым квадрат метрге қатысты ныотондар арқылы, 
ал көлем киломольге қатысты алынган куб метрлер 
арқылы өрнектелсе, онда константа а-нын өлшемділігі: 
н - м ^ к м о л ь 2, ал константа 6-нікі м 3/ к м о а ь  болады. Кейде
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константа а өлшемділігін ат■ л 2/моль2, ал константа b өл- 
шемділігін л/моль деп те ернектеуге болады.

Константа b молекулалардың мөлшерлері шектеулі 
болатындықтан да олардың қозғалысы үіпін пайдасы 
жоқ көлем үлссін анықтайды. Бұл константа мынадай 
себептерге байланысты молекулалардың төрт есе арт- 
тырылған көлеміне тең болады. Ыдыст-а тек екі-ақ моле­

кула болсын. Осы молекулалардың кез 
келген. біреуінің центрі екіншісінің цен- 
тріне молекула диаметрінен d аз кашык- 
тыкқа жақындай алмайды (266-сурет) 
Сөйтіп, молекулалардың екеуінің де 
центрлері үшін радиусы d сфералық кө-

266-сурет лемнің, яғни молекуланың сегіз көлеміне 
тен көлемнің пайдасы жоқ екен. Ал бір 

молекулаға есептеп алғанымызда молекулапың төрт есе- 
ленген көлеміне тец колем пайдасыз бон шығады. Молс- 
кулалар қашан да болсын пар-парымен соқтығысатып- 
дықтан (үш және одан да көп молекуланың өз ара 
соқтығысу ықтималдығы шексіз аз), соңғы айтылған пі- 
кіріміз молекулалардың кез келген пары үшін дүрыс. 
Осыдан газ молекулаларының әрқайсысына есептегснде 
бір молекуланың төрт еселеп алған көле- 
міне тең, ал барлық молекулалар үшін мо- 
лекулалардың төрт еселенген косынды 
көлеміне тең көлемніц пайдасыз екендігі 
шығады. <2

Жетілдіру a/Vкм молекулалардың бір- 
біріне өз ара тартылысына байланйсты 
ішкі қысымды береді. Егер молекулалар- 
дың өз ара әсерлері кенет тоқтап қалған 
болса, онда оларды сол көлем шегінде ұс- 
тап қалу үшін сыртқы қысымды р г ішкі қы- 
сымға тең қысымға ұлғайтуымыз қажет 
болар еді. рі ішкі қысымыың көлем квад- 267-сурет. 
ратына кері пропорционал екендігін мына 
себептер аркылы түсіндіруге болады. Молекулалардын 
өз ара әсерлері олардың арасындағы қашықтық артқан 
кезде тез азаятындықтан, қайсыбір г қашықтықтан бас- 
талатын молекулалардын арасымдагы өз ара осорлсрді 
ескермесек те болады. г қашықтық молекулалық эсер 
радиусы деп аталады. Радиусы г сферапы молекулалық 
эсер сферасы дейді. Газ ішінде ойша жазықтық жүргі-

к '

F .
U.

1

I

404



зейік тс (267-сурет), осы жазықтықтыц екі жақ бетінде 
тұрған газ бөлшектеріпің бір-бірінс қапдай күшпен эсер 
ететінін анықтап көрейік. Бұл күштің жазықтық беті 
бірлігіне қатынасын алсақ, ішкі қысым шыгады.

Ойша алынган жазықтықтың сол жағындағы молеку- 
ланың әрқайсысы жазықтықтың оң жағындағы берілген 
молекуланы қоршай жүргізілген молекулалық эсер сфе- 
расының жазықтықтан шығып тұрған бөлігінің шегіне 
кіретін әрбір молекулалардыц (мұндай молекулалар 
267-сурстте крестер арқылы белгіленген) тартылысына 
душар болады. Мұндай молекулалардың саны, демек, 
жазықтықтыц сол жағындағы әрбір молекулаға эсер ете- 
тін күш бір өлшем көлемдегі молекулалардың п санына 
пропорционал болады. Жазықтықтың оң жағьіндағы мо- 
лекулалардан тартылыс эсер жазықтықтың сол жакта- 
гы қалыңдығы г қабатқа кіретіп молекулаларға гана бе- 
ріледі. Мұндай молекулалардын саны да п-ге пропор­
ционал. Сөйтіп, газдыц бір бөлігінің екінші бөлігін 
тартатын күші, демек, ішкі кысым шамасы да, /г2-қа про­
порционал болады екен. Мұндағы п газ көлеміне кері 
пропорционал болатындықтан, ішкі қысым көлемінін 
квадратына кері пропорционал болады.

Теңдеу (118.1) газдың бір киломолі үшін жазылған. 
Газдыц киломоліне сәйкес келетін (z =т/\х) газдың т 
массасына арналған теңдеуге көшу үшін, газдыц г кило- 
мол! дәл сондай жагдайда z есе үлкен көлем алатыиын 
ескеруіміз керек:

V = zV  км
(118.1) тецдеудегі V км -ді V/z арқылы алмастыра оты- 

рып, мынаны шығарып аламыз:

Бұл теңдеуді z-ке көбейте отырып және
a' = z2a; b' = zb (118.2)

белгілеулерін енгізе отырып, газдыц z моліне арналған 
Ван-дер-Ваальс теңдеуіне көшеміз:

{p +  - ^ ) ( V - b ’) =  zRT, (118.3)

мұндағы а' және Ь' әріптсрі арқылы z киломольге ар- 
налған Ван-дер-Ваальс константалары белгіленген. Бұ- 
лардың а және &-мен байланысы (118.2) қатысы арқылы
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берілген. a' өлшемділігі н-м4, ал Ь' константасының өл- 
шемділігі көлемдегідей.

Ван-дер-Ваальс теңдеуі (98.14) теңдеуіне қарағанДа 
газ өзгерісін қаншалықты дәлірек сигіаттайтынын 10-таб- 
лицада келтірілген (алдыңғы параграфты караңыз) мә- 
ліметтерден көруге болады. Таблицаның үшінші багана- 
сында, екінші баганадагы pV  үшін берілген азот масса-
сына арналган [р-\- үр) (V — Ь')1 шамасының мәндері
берілген. Таблицада көрсетілгендей, Ван-дер-Ваальс тең- 
деуінің экспериментке сәйкестігі, (98.14) теңдеумен са- 
лыстырғанда анағұрлым тәуір.

Нақты газдардың барлығының қасиеті тығыздық 
азайған сайын идеал газдар қасиетіне жақындайтынды- 
ғы фактісіне сәйкес Ван-дер-Ваальс теңдеуі, көлемнің 
шексіздіккс ұмтылуымен бірге өзгере отырып, ақыр 
аяғында, (98.14) теңдеуіне айналады. Бұған көз жеткізу 
үшін (118.3) теңдеудегі р мен У-ны жақшаның сыртына 
шығарамйіз:

d v ( \ 1
Pv

мұндағы көбейтінді pV шамамен тұрақты боп қалатынын 
есепке ал,амыз‘.

Жоғарғы (118.3) теңдеудегі жақшаларды ашып жә- 
не одан шыққан өрпекті У2-қа көбейтіп, Ван-дер-Ваальс 
теңдеуін мына түрге келтіруге болады:

pV3- ( b ' p  + zRT) V2 + a'V = a'b' (118.4)
Қоэффициенттері р және Т параметрлерге тәуелді 

және У-ға қатысты кубтық тендеу алынды. Бос мүшесі 
және заттық коэффициенттері бар кубтық теңдеудің үш 
шешуі болады, оның үстіне коэффициенттердің ара қа- 
тысына қарай не бұл шешудің үшеуі бірдей заттық ше- 
шу, не шешулердің біреуі — заттық, ал қалған екеуі — 
комплексті болады. Ал колем тек заттық шама бола- 
тындықтан, комплексті шешулерде физикалық мон 
бол май ды.

268-суретте температураның бірнеше мәніне арналган 
Ван-дер-Ваальс изотермалары келтірілген. Температура 
Т жэнс қысым р 1 мен р2 шегінде болғапда (118.4), тсң- 
деудегі коэффициенттердің мәні теңдеу іпешулерінің

1 (118.3)-ке сәіікес бұл шаманыц іүрақгы бо.іуы міндетті.
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үшеуі бірдей заттық шешулерге айналатындай болады, 
қысымның баска мәндерінде тек бір шешу ғана заттык 
шеш^ болады. Теңдеудің үш түрлі заттық шешулерінің 
арасындағы айырмашылық температура артқан сайын 
азая түседі (Т' және Т" изотермаларды, т">Т' салыс- 
тырыңыз) Әр зат үініп әр түрлі богі келетін белгілі бір 
нақтылы температурадан Т кр 
бастап, қалаған қысымда тең- 
деудің (118.4) тек бір ғаиа шс- 
шімі заттык, шешім болып ка- 
лады. Температура Т кр к р и  
з и с т і к температура деп ата- 
лады. Егер температураны жо- 
ғарылатсақ, онда теңдеудің 
шешулеріне VT, V> және Уз 
сәйкес нүктелер барған сайын 
жакындай түседі де, акырын- 
да, кризистік температураға 
жеткенде, 268-суретте К аркы- 
лы белгіленген бір нүктегс ай- 
налады. К нүктссі кризистік 
нүкте деп аталдды. Сәнкес изотерма үшін К иілу нүктесі 
болып табылады. (118.1) теңдеуінің өз ара тсң үш шешуі 
осы нүктеге сәйкес келеді. Кризистік нзотермаға осы К 
нүктесінде жүргізілгеп жанама температура крйзистік 
мәнге жакымдаған сайын р', р" және т. б. киюшылардың 
ұмтылатын шегі бон табылады. Демек, бұл жанама бар- 
лык, қиюшылар сияқты V осіие параллель болады да, со-
дан К нүктесіндс туынды dj y  иольғе тсц болып шығады.

268-сурет.

Онын. үстіне иілу нүктесінде екінші туынды да 
ге тең болуға тиіс.

(118.1) тендеуін р-га қатысты шешелік:
р

d-p 
d Vs ноль-

-- У KV (118.5)

Бұл өрнекті V бойынпіа дифференциялдаудан мы- 
нау шығады:

dp
d-У км 

d-p 
d V

by

KM

R T
{ V  K M -

2 R T
{Укм-ьу

+
2g

V3
KM

6 a
1 /

KM
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мән-Кризистік нүктеде, ягни Т = Т кр, Р кч = 1/ км.кр 
дерін койғанымызда, бұл өрнектер нольге айналуға тиіс:

RT 2а
(Vкм. кр

2 RTK

ьу +

(^км.кр-*)3

V*км. кр 

6й
к 4км. кр

0.

=  0.

Кризпстік К нүктс үшіп жазылган
ЯГкр а

Ркр = V — Ьк м , кр V км. кр

(118.5) теңдеуімен бірге р кр , УКм.кр және 7кр белгісіз- 
дері бар үш теңдеу шыгады. Осы тсцдсүлер спстсмасын 
шешкепіміздс, мыналар шыгады:

V  км.кр — 3 5 ,  
а

271)- ’

8 а
27bR

Сөйтіп, а жәнс b Ван-дер-Ваальс константаларын бі- 
ле отырып, к р и з и с т і к шамалар деп аталатын 
Укм.кр, Ркр және 7 кр кризистік нүктеге сәйкес келетін- 
дерді табуға болады. Сонымеи қатар, керісінше, белгілі 
кризистік шамалар арқылы Ван-дер-Ваальс констапта- 
ларын табуға болады.

Кризистік шамаларға арналган өрнсктсрдсн мынау 
шығады:

РкрУкм. кр
_3_
8 R7]К[)і

ал идеал газ күйіиіц теңдеуі бойынша мына тсңдік орын- 
далуға тпіс еді:

РкР УКМ. кр -"= /? 7 Кр.

§ 119. Эксперимеиттік изотермалар

Изотерманы тәжірибе жүзінде шығарып алу үшіи зат- 
ты газ күйінде алу керек тс, оны жылжымалы поршені 
бар ыдысқа (269-сурет) орпаластыру керек. Содаи кейіп 
заттың температурасы тұрақты болуыи қадагалай оты­
рып жәпе кысым мсн көлемиің скеуіп бірдей өлиіей оты-
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рып, затты жайлап сығу керек. Осындай тәжірнбелердін 
кризистік температурадан төменгі температура жағда- 
йындағы нәтижесі 270-суретте келтірілген. Алғашкыда 
көлемнің азаюына байланысты газдын қысымы1 ұл- 
ғаяды, бұл жағдайдағы изотерманың барысы Ван-дер- 
Ваальс теңдеуімен бір шама жақсы сипатталады. Алай- 
да, қайсыбір Vг көлемнің мәнінен бастап эксперименттік 
изотерма теңдеуге (118.3) бағынуды кояды. Көлемніц 
осы мәнінен бастап ыдыстағы қысымның өзгерісі тоқта- 
лады да, заттың өзі біртекті болудан қалады: газдың бір 
үлесі конденсацияға ұшырап сұйыққа айналады. Былай- 
ша айтқанда, заттың екі фазаға, сұйық 
пен газға жіктелуі пайда болады. Кө- 
лемді одан әрі азайтқан сайын заттын 
бұрынғыдан да көп үлесі сұйық фазага 
ауыса^ын болады және бұл ауысу сурет- 
те р Каіі.б арқылы белгіленген тұрақты 
қысымда жүзеге асады.

Заттыц сұйыкқа конденсацнялану 
процесі аяқталғаннаи кейін (бұл жағдай 
көлемнің мәні Кс-ға жрткенде өтеді).
Көлемнің одан арғы азаюы қысымныц 
тез артуымен байланысты. болады. Бұл ксзде изотерма- 
ныц барысы жуықтап тағы да (118.3) тендеуіне бағына- 
тын болады. Изотерманың бұл учаскесіне сәйкес келе- 
тін заттың күйі тағы да біртекті болып шығады, бірақ ол 
газ күйі емес, сұйық күйге жатады.

Сонымен, Ван-дер-Ваальс теңдеуі заттың газ күйін 
ғана сипаттап кана қоймай, әрі сүйық күйге ауысу про- 
цесі мен сүйықты сығу процесін де қамтиды екен.

Экспериментах изотерманы Ван-дер-Ваальс изотер- 
масымен салыстырсақ, бұл екі изотерма заттың бір фа- 
залық күйлеріне сәйкес келетін учаскелерде бір-біріне 
жеткілікті жақсы үйлесетіні, ал заттың екі фазаға жік- 
телу облыстарында бір-бірінен өте алшақ кететіні бай- 
қалады. Ван-дер-Ваальс изотермасындағы 5-тәрізді 
иректің орнына сол облыста эксперимснттік изотермада 
горизонталь түзу сызықты у часке пайда болады: бүл 
учаске ирек қамтитыи Ғх және Ғ2 аудандар (270-сурет) 
бірдей болатындай орналасады.

1 Заттың кризистік температуралан төменгі күііі кейде бу деп 
аталады.

269-сурет.

409



Изотерманыц горизонталь учаскелеріне сэйкес келс- 
тін күйлерде заттыц сұйық және газ тәрізді фазалары-

ның арасында тспс-тсңдік 
Р  байқалады. Өз сұйығымен

тепе-теңдікте тұрған газ (не 
бу) қ а н ы қ қ а н б у деп 
аталады. Алынған темпера- 
турада тегіе-теңдікті жүзеге 
асыруга болатын қысым 
Акан о каныққан бу қыеы- 
мы (не серпімділігі) деп 
аталады.

V r— заттың газ күйіндегі 
Р қан.б қысымдагы алатын 
көлемі; ал V с — заттың осы 
қысымдагы сұйық күйінде 
алатын көлемі. Заттың бір 

өлшем массасыныц көлемін V' мепшікті көлем дейік. 
Сонда, егер заттың массасы m-ге тең болса, онда канык- 
қап бу меи сұйықтың Т температурадағы және р кS!,.o 
қысымдагы меншікті көлемде- 
рі мынаған тең болады:

v :
til е; = V

m
(119.1)

Кез келген V көлем аралық 
мәндерде (271-сурет) массасы 
тс заттыц бір үлссі сұйық күй- 
де болады да, массасы т б екін- 
ші үлесі бу күйінде болады. 
Демек, сүйықтың үлесіне V 'с тс 
көлем тиісті болады да, ка- 
ныққан бу үлссіне Vбт 6 кө.ием

-у

271 -сурет.
тиісті болады. Бұл скі 

көлемнің қосындысы V көлемге тең болүта тпіс:

V=Vi тс +  V 'т, т. б.

Мсшнікті көлемдсргг арналган (119.1) өрнектерді қоя 
отырып, т массаиы / пс + т б қосындысымен алмастыра 
отырып, мыналарды аламыз:

т бK =  VC- rnc r f ’c — Wo
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Ик. — v * — У __ л
гщ  V  —  V  с х

Демек, екі фазалық күйдсгі сұйық пен қаныққан бу 
массаларының қатынасы изотерманыц горизонталь учас-

осыдан

кесініц сол күйді кескіндейтін нүкте бөліп түрған кесін- 
ділерінің қатыпасына тең болады.

272-суретте температураныц бірнеше мәндеріне ар- 
налған эксперименттік изотермалар келтірілген.’ Сурет-
тен температура артқан саиыи нзо- 
терманың горизонталь учаскесінің Ря 6
қысқара оеретіні және 1 кр кризис-Т,
тік температураға жеткен соц нүк- 
теге айналатыны көрініп тұр. Осы- 
ған- сәйкее меншікті көлемдердің 
айырмашылығы, демек, сұйық пен 
қаныққан бу тығыздықтарының 
айырмашылығы азая береді. Кри- 
зистік температурада бұл айырма- 
шылық таза жойылып кетеді. Соны- 
мен бірге сұйық пеп будың арасын- 
дағы айырмашылық мүлде жойыла- 
ды. Сұйық тығыздығы мен 
қаныққан будың температураға 
байланысты өзгерісі 273-суретте көрсетілген.

272-суреттен қаныққан бу қысымы температурага 
байланысты өсе келіп, кризистік нүктеде р кр мәніне же-

қам.б температурага тә-

— 7
'кр

274-сурет.

тетіні байқалады; Қысымның р
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уелділігі 274-суретте көрсетілген. Қисық кризистік нүк- 
теде аяқГалады, ссбебі кризистік нүктедеп жогаргы тем- 
иератураларда қаныққан бу ұғымы оз мағынасыи 
жояды. Қисық үштік нүкте үшін деп аталатын және ке- 
лесі 151-параграфта сөз болатын нүктеден басталады.

Егер изотсрмалардагы горизонталь учаскслсрдіц 
шеткі нүктслері арқылы сызықтар жүргізсек (272-су- 
рст). заттыц екі фазалық күйлері облысын іпектейтін 
қоңырау тәрізді қисық пайда болады. Қризистіктен жо­
гаргы температуралардың бәрінде зат қалаған қысымда 
біртекті болатындығы байқалады. Мұндай температура- 
ларда қанша сықсақтағы затты сұйылтуға болмайды.

Кризистікч температура ұғымын ғылымға алғаш 
1860 ж. Д. И. Менделеев кіргізген. Менделеев оны сұ- 
йықтыц абсолют қайнау температурасы деп атады да, 
оны молекулалардың арасындағы ілініс куштер жойыла- 
тын температура және сұйықтың қысым мен оның алып 
тұрған көлеміне тәуелсіз буга айналатын температурасы 
деп қарастырды.

г
275-сурст.

Р

Қоңырау тәрізді қисық пен крпзистік изотермаиың 
(К нүктснің сол жагындағы) учаскесі диаграмманы (р, 
V) үш облысқа бөледі (275-сурет) Көлбоу штрпхтармеп 
заттың біртекті сұйық күйі алып жатқан об.іысы көрсе- 
тілген. Қоңырау тәрізді қнсықтыц астында, өзімізге бұ- 
рыннан белгілі, екі фазалық облыс жатыр да, ал қоңы- 
рау тәрізді қисық пен кризистік нзотерманыц жогары 
тармағының оң жагындагы облыс, заттың біртекті газ 
күйіне сәйкес келетін облыс больпі табылады. Соцгы 
облыстап кризистік пзотерманыц он жақ тармагыныц
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астында жатқан учаскесін бу облысы дей отырып, ерек- 
ше бөліп алуға болады. Бул облыстағы қалаған күйдің 
қалған газдық күплерден айырмашылыгы мынадай: 
алғашқыдаи осыпдай күйде түрған затты изотермиялық 
қысса, зат сүйылу процесіне ұшырайтын болады. Зат 
кризистік температурадан жоғарғы күйлердің бірінде 
түрғанда, оғіы ешқандай да қысым түсіру арқылы сүйыл- 
ту мүмкін емес. Заттың газ тәрізді күйлерін газ және бу 
деп екігс бөлу көпшілік қабылдамаган нәрсе болып та- 
былады.

Екі фазалық облысты (276-сурет) қимайтындай етіп 
ауысу процесін таңдап ала отырып, сұйық күйден газ тә- 
різді күйге (және керісінше) ауыстыруды заттьг екі фа- 
заға жіктемей-ақ жүзеге асыруға болады. Мұндай жағ- 
дайда зат ауысу процесінде әрдайым біртекті болып ка­
ла береді.

§ 120. Аса қаныққан бу және асыра қыздырылғаи
сүйық

Ван-дер-Ваальс изотермасын эксперименттік изотер- 
мамен салыстыра отырып, біз 5-тәрізді ирек 1—2—3—4 
орнына (277-сурет) эксперименттік пзотермада, заттың 
екі фазалық күйіне сәйкес келе- 
тін, түзу сызықты у часке 1—4 
пайда болатынын көрдік. Мұны 
прекке 1—2—3—4 сәйкес кедетін 
біртекті күйлердің орнықсызды- 
ғы арқылы түсіндіруімізге бола­
ды. 2—3 учаскедегі орныксыздык,

dp
егер осы учаскеде туынды-
ның оң сан екенін ескерсек, өзі- 
нен-өзі түсінікті болып шығады.
Демек, егер зат 2—3 күйлер тіз- 
бегін өте алатын болса, онда 
оның касиеттері табиғи касиетке 
карсы болар еді: газ көлемінің 
үлғаюы қысымның азаюына байланысты емсс, кайта үл- 
гаюына байланысты болар еді.

dp
Туындының мәні I—2 және 3—4 учаскелерде те-

pic сан, сондыктап бүл учаскелер іс жүзіне асуға тиіс 
сияқты. Шынында да, белгілі жагдайларда бұл учаске-

р
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лерге сәйкее күйлер жүзеге аса алады. Алайда мүндай 
күйлер онша орыықты емес, мысалы, А күйдегі буға бір 
тозаң кездессе-ак зат тұтасымсн екі фазаға жіктеледі де 
В күйге ауысатын болады (277-суретте стрелкамен көр- 
сетілген А-+В ауысуды қараңыз) Осындай онша орнық- 
ты емес күйлер м е т а с т а б и л ь д і  к ү й л е р деп ата- 
лады. Зат 1—2 күйде тұрганда асыра қыздырылган 
сұйық дсп аталаДы, ал 3—4 күйдегі зат аса қапыққан бу 
деп аталады.

Жеткілікті төменгі температураларда Ван-дер-Ваальс 
изотермасы имсгінің тбменгі бөлігі V осін қиып, теріс 
қысымдар облысына өтеді (277-суреттегі төменгі изотер- 
мапы қарацыз). Зат теріс қысым әсерінеп сығылған күй- 
де емес созылған күйде болатыны айқын. Тиісті жағдай- 
лар туғыза отырып, заттың мұндай күйлерін де туғызу- 
ға болады. Сөйтіп, төменгі изотерманың 5—6 учаскесі 
асыра қыздырылған, ал 6—7 учаскесі созылған сүйыққа 
сәйкес келеді.

Мстастабильді күйлерді жүзеге аеыруға қажетті жағ- 
дайларды қарастырайық. Әуелі аса қаныққан будан 
бастайық.

Егер буға ешқандай бөтен кірістірмелер араласпаса, 
оның сұйыққа конденсацпялануы мүмкін 'емес. Тамшы 
иайда болуы үшін будыц көптеген молекул а лары бір 
мезгілде сұйықтағы молекулалардың бір-бірінен қашық- 
тықтары қандай болса, сондай қашықтыққа топталып, 
жақындасулары керек, ал бұлай болу мүмкін емес. Кон- 
денсацпяның пайда болуы үшін конденсация центрлері 
дейтіндердің пайда болғаны қажет; сонда мүндай центр- 
лер өздеріне үшып келген молекулаларды қағып алады 
да, оларды конденсацияланған фазага айналдырады. 
Конденсация центрлері роліп тозацдар, сүйық тамшыла- 
ры және әсірссе зарядталған бөлшектер (иопдар) атқара 
алады.

Сөйтіп, егер бу бөтсн кірістірмелср мен иондардан 
ұқыпты әбден тазартылған болса, онда ол қаныққан бу­
дыц алынган температурадағы қысымынан рқан.і) асып 
түсетін қысымдарға төзе алады. Будыц осындай күйі ме- 
тастабильдік болады: аса қапыққан будыц бүл күйініц 
бұзылуына жалгыз-ақ конденсация центрініц па.ііда бо­
луы жеткілікті, сол кезде зат екі фазалық күйге копіетін 
болады.

Ал іс жүзінде аса қаныққаи буды аса қанықиаган бу-
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V
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А д и а б а т аг

278-сурет.

дан кснет ұлгайту арқылы шығарып алуға болады. Кс- 
нет ұлғайту сыртқы ортамен жылу алмасусыз өтеді де, 
будың суымен қоса жүріп отырады. Будың күйін кескін- 
дейтін нүкте адиабата қисығыныц бойымеп ррын ауыс- 
тырады. Жоғарғы 103-параграфта айтылғандай, адиаба­
та қисығы изотермаға қарағанда шүғыл келеді, соған 
байланысты бу Тх тсмператураға сәйкес келетін / ста- 
бильді күйден (278-сурст), 
одан төменірек Т2 температу- 
раға сәйкес келетін метаста- 
бильді 2 күйге көше алады. За- 
рядталған бөлшектер (мыса- 
лы; а-бөлшектері) ізін бақы- 
лауға арналған приборлар- 
да—Вильсон камерасында осы 
процесс пайдаланылады. Виль­
сон камерасындағы су була- 
рымен пемесе спирт булары- 
мен каныккан ауа кенет ұлған- 
тылатын болады. Соныц сал- 
дарынан ауа суынады да, бу 
аса каныққан буға айналады.
Камсраға үшып кіргсн бөлшек өзініц жолындағы моле- 
кулаларды ионизацияға ұшыратады. Аса қаныққан бу 
осы панда болған иондарда конденсацияланады да көрі- 
нерлік із қалдыра отырып, ұсак тамшыларга айналады.

Асыра қыздырылған сұйық- 
р тың пайда болу жағдайын қа-

растырайық. Қауырт булану 
процесі (яғни қайнау), конден­
сация процесіне ұксас, мыса- 
лы, сұйықта сріхілгсн тозаң- 
дар немесе газ көпіршіктері 
сияқты бөгде қоспаларда өте- 
ді. Егер сұйықты қатты қоспа- 
лар мен газ көпіршіктерінен 
үқыпты әбдсп тазартсақ, онда 
сүйықты қыздыру арқылы, бе- 
рілген температурадағы қа- 
ныққан бу қысымыңан р клп 
кем қысымға сәйкес келетін 

күйге, суйық қайнамай тұрып-ақ жеткізуге болады. Бұл 
сұйықтыц асыра қыздырылған сұйық күйі болады.

—V
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Сүйықтың дағдылы күйден асыра қыздырылған күй- 
ге ауысуы 279-суретте көрсетілген (стрелкамен көрси- 
тілген /—2 ауысуды караңыз) Асыра қыздырылған 
сұйық күй метастабильді күйге жатады. Асыра қызды- 
рылған сұйыққа сәл ғана тозаң араласып кетсе болтаны, 
сұйық қайнай бастайды да, зат стабильді екі фазалық 
күйге көшетін болады (277-сурет, C-+D ауысуды қа- 
раңыз).

Мысалы, сынап сияқты созылған сұйықты былай алу- 
ға болады. Бір шеті денекерлеп бітелген ұзын шыны 
түтікті сынапқа тұтас батырып, содан кейін дәнекерле- 
ген шетін жоғары аударып түтікті ептеп жоғары көтере- 
тін болсақ, онда мүндай түтіктегі сынап бағанасының 
биіктігі 760 лш-ден едәуір жоғары болып шығады. Де- 
мек, сынапты түтікте үстап тұратын күш атмосфералық 
қысым күші емес, молекулалардың арасында пайда бо- 
латын ілініс күші. Түтіктіц ішіндегі сынап созылған күй- 
де, яғни теріс қысымда тұрады.

§ 121. Мақты газдың ішкі энергиясы

Ыақты газ молекулаларының арасындағы өз ара 
әсерлердің нәтижесінде олардың өз ара потенциялык 
энергиясы Е„ пайда болады да, бұл энергия газ молеку- 
лаларыныц Е к козғалыс кпнетикалық энергиясымен ка­
тар газдың ішкі энергиясының қүрамына кіреді:

U = Ek + E p.
Бізге газдың киломоліндегі молекулалардың кинети- 

калық энергиясы Ek — C vT  яғни температура функция- 
сы екені белгілі [(102.8) өрнекті қараңыз]. '

Молекулалардың өз ара потенциялық энергиясы, 
олардың бір-бірінен орташа ара кашықтықтарына бай- 
ланысты. Сондықтан Е р газ көлеміпіц функцпясы бол\ -
ға тиіс. Демек, пақты газдыц ішкі энергиясы мыпа екі 
параметрдің функциясы екен: Т жоне V'

Газ үлғайған кезде молекулалардыц арасыпдагы тар- 
тылыс күштерді жеңуге кеткен жұмыс істелуге тпіс. Д\е- 
ханикадан ішкі күштерде қарсы істелетін жүмыс спсге- 
маныц потенциялык энергиясын арттыруга жүмсалаты- 
ны белгілі. Сырткы күштерді жецуге кеткен жүмыстыц 
d'A=pdV  өрнек арқылы аныкталатыны снякты, газ кп-
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ломолпідеп молекулалардыц арасыпда эсер етуіш ішкі 
күштерді жену жұмысып да d'A = p,ctV түрінде жа- 
зуымызга оолады, мүпдағы pt — Вап-дер-Ваальстық газ1 
жағдайыпда a/V2км -га тец ішкі қысым. d'A-ны молеку­
лалардыц өз ара потенцпялық эиергиясыныц dEp өсім- 
шесіне тецсстіре отырып, мынапы аламыз:

d E p =  P i d V  км — - J L - d V K№.
V KM

Бұл өриекті нитегралдау потенцинлық энергия үшін 
мыианы бсреді:

Ер — ----гт~----1- const.

Интсгралдау тұрақтысыпың мәнін U ішкі энергмяға 
арналган өрнек шекті жагдайда, яғнп көлем шексіздікке 
дейін үлғайған жағдайда идеал газдыц ішкі энергиясына 
арналған өриеккс айналатындай стіп алуымыз керек 
(көлемді ұлғайтқан кезде нақты газдардыц бәрі өздері- 
піц каснсттері жөмінси идеал газға жуықтайтынын еске 
салайық). Осы пікірлергс сүйепіп, нптегралдау түрақты- 
сын нольге тец деп алу керек. Сонда пакты газдыц ішкі 
эиергпясы үшіп мынадай өрнек шығады:

UK„ =  C v T - ^ ~ ,  (121.1)

бүдаи біз ішкі энергняныц температураііы арттырған 
жагдайда да, көлемді арттырған жагдайда да өсстіпіи 
қөреміз.

Егер газ қоршағап ортамен жылу алмаепай-ақ және 
сырткы жұмыс жасамай-ақ ұлғаятын, не сығылатын бол- 
са, онда оныц ішкі энергиясы термодинамиканың бірін- 
ші бастамасына сәйкес тұрақты болыгі калуға тиіс. Мун- 
дай жағдайда энергиясы (121.1) фор.муласы бойынша 
анықталатын газ үшін мына шарт сақталуға тиіс:

d U KU- - = C v  d r  +  - £ -  d V K„ =  0 ,
V км

бұдам dT меп d V Ksl тацбалары қарама-қарсы скені шы- 
ғады.

Демек, бұл спяқты жағдайларда газ ұлгайған ксзде 
әрқашан сууга тиіс, ал сыгылса — қызуга тніс.

1 Япіи Вап-дер-Ваальс теидеуінс багыиатнн газ.
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§ 122. Д ж оуль  — Томсон Зффсктісі

Газды кеуек затпен тығыпдалған және жылу изолн- 
циясы бар түтікарқылы өткізе отырып, Джоуль мен 
Томсон газдыц тығын арқылы өте отырып ұлғайғанында, 
оныц температурасы біраз өзгеретінін тапқан. Алғашкы 
қысым *мсн температураға байланысты газ температура 
өзгерісініц ДГ тан,басы он, да, теріс те болуы мүмкін, ал 
жеке жағдайда ДТ нольге тек боп шығуы да мүмкін екеи. 
Осы құбылыс Джоуль-Томсон эффектісі деп аталып 
кетті. Егер газдыц тёмпературасы кемитіп болеа (ДТ< 
< 0) ,  эффект оц деп саналады, егер газ қызатып болса 
(ДГ^О). эффект теріс дсп ессптеледі.

1 ___________  7' 2  _________________2 '

v,= S lr
ъ  !& Тг _ v2= s i2

іі .

! і рг
1 ' 11

v_ У Ч. -jV"
Ь

----v
һ

280-сурот.

Тәжірнбс ехемасы 280-сурстте көрсетілген. Кабырға- 
лары жылуды еоншалықты нашар өткізетін түтіктіц бо- 
йында стационарлы (уақытқа байланысты өзгермейтін) 
ғаз ағыны туғызылады. Түтіктіц ішінде үсақ куыстары 
бар кеуек тығын (мақтадап жасалған) түрған жәнс оеы 
тығыннан өткеп кездс газдыц қысымы алгащқы көн р х 
мэниен кейінгі аз р% мәнге дейін өзгсріеке үшырап, нәтп- 
жесінде ғаз өте күшті ұлғаятын болган. Температуралар 
айырымы ДГ=Г2 — Т\ өлшенген.

Газдыц 1 жәнс 2 қпмалармеп шектелгсн көлемін ой- 
ша бөліп алайық. Түтік бойымен газдыц қозгалысына 
орай бүл қималар орын ауыстыратын болады. Біраз 
уақыт' өткеннен кейін олар сойкес I' жоие 2' қалпында 
болеын. Өзіміз қарастырып отыріан ғаз ү.іесі тығыннап 
өткеннеп кейін оныц алдыцғы жағыпдағыдан үлкен ко­
лем алатындықтан 2-кпма /-қнмамен еалыстырғанда 
едәуір орын ауыстріратын болады. Бөліп алынған газ 
үлесіне арнап термодпнампкапың біріпиіі бастамаеыныц 
тецдсуін жазайық. Газдыц үлгаюы еыртқы ортамен жы­
лу алмасусьм өтеді (адиабатты) Сондықтан газдың іш-
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кі эисргиясының өзгерісі оған жұмсалғап жұмыска тец 
болгга тиіс:

U2- U i =A'  (122.1)
Газдың алынған үлесіне жұмсалған жұмысты газдың 

шекаралық үлссі атқарады. Бөлігі алынған газ үлесіне 
сол жақтаи қозгалыс жагыиа қарай багытталгап p\S 
күіиі (S — түтіктіц қпмасы) осср етоді. Он жақтан қоз- 
галысқа қарсы багытталган p2S күші осер стсді.

Акыр аяғында қарастырылған газ үлесінс жұмсала- 
тын жүмыс мыиаған тен боп шығады:

A' = p\Sl\ —P2SI2 .
Мұндагы 5/і-ді газдыц ұлғайғанға дейін алган v\ кө- 

лемі екепін, ал Sl2 — оныц ұлғайғаннан ксйінгі көлемі 
скенііі ескеріп, мынапы жазуға болады:

А' — р\\т\ — p2V 2-
Бұл өрнскті (122.1)-ге қойып, төмендегі қатысты 

аламыз:
U \А~ P \ V  \ —U 2-\-р 2У2. (122.2)

Сөйтіп, Джоуль-Томсон тәжірибссі жағдайында сақ- 
талатын шама газдыц ішкі эііергпясы емес, күй функция- 
сы боп келетін U + pV 1 шама екен.

Газдын киломоліне арнаіт есептеу жасайық. Үлғай- 
ғаннан кейін газдың көлемі үлкен болатындықтан, жет- 
кілікті дәлдікпен оны идеал газ деп санауга болады. Сон- 
дықтан p2V2-\\і RT2-ге тең деп, ал U2= C v T 2 деп алуы- 
мызга болады. Жрғаргы (118.1) өрнегіне еойкес 
мыпадай болады:

Р \ У \ ~
- R T , 
У і  — Ь

Uі үшін (121.1) өрнекті алу керск. Осы өрнектердіц 
боріи (122.2) өрнскке қоя отырып, мьпіаны аламыз:

Су Т. а
Ғ7 +

R r y ,
1А — ь ^ - ^ - C y T2-\-RT,.

Үшінші қосылгышты мыиа 
лады:

R T XV X R T A V i  — Ъ 4 - b) 
V x — b V x — b

түрдс жазуымызга

=  R T X + RT,b  
V x — b ‘

60-

1 Термодшіамикада бүл функция >кы.пу үстагыштық доп номесе 
эцтальшія деп аталады.
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Осыпи ссксрс отырып, мынаны табамыз:
1 [ RT\b  2 а

C v  -|- R  [ V t — b '  V,
У Г =  То Л (122.3)

Мұндағы ДГ-ныц танбасы жақшада тұрғап өрнектің 
тацбасымен аиықталады. Нольдік эффект (ДГ = 0) пан­
да болуы үшін мына піарт орыпдалуга тиіе:

R T xb 2 a
V x —  b V !

(122.4)

Ъі

AT

(V, T) жазықтығында (122.4) теңдеугс 281-суреттс 
ксскіиделген қпсық сэйкес келеді. Бұл қпсыктың бойын- 
да жатқан нүктелер, ДТ = 0 болғандағы Т\ және V\ па- 
раметрлердің мондерін анықтайды. Сол қисықтан жоға- 
ры жатқан нүктслер Д Г > 0 болғандағы, ягни эффектінің 
тсріс (қпсықтан жоғары қарай ауысқанда жақшада тұр-

ган біріиші қосылгыш үл- 
гайды да, жақшаиыц мәні 
польдсп артық боп шыға- 
ды) болгапдағы Тх мен \ \  
мондсрін амықтайды. Қп- 
сықтап темой жатқан нүк- 
тслер эффектінің оц эффект 
болгандағы (ДГ<0) Т\ меи 
V\ мәпдерін анықтайды. 

_г7 (122.1) тецдеумен сигіатта- 
латын осы қисық инверсия 
қпсығы деп аталады.

Сөйтігк эффектініц тац- 
басы меп мапі га ідың ал-
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ғашқы температурасы мен алғашқы көлеміне (алғаш- 
қы қысымына) байланысты болады. Егер Ті>  бол-

2(2са, эффект әрқашан теріс болады. Егер 7 \<  болса,
эффект бастапқы жеткілікті үлкен көлемде (яғни 
бастапқы қысым жеткілікті аз болған) ғана оң боп шы- 
ғады.

Берілген бастапқы көлемдс (қысымда) ДГ шамасы 
бастапқы Т\ Температураға байланысты сызықты өзгере- 
ді (282-сурет) Бастапқы температура иегұрлым төмен 
болса, газ Джоуль-Томсон эффектісі салдарынан, соғұр- 
лым күштірек суиды.

Джоуль-Томсон эффектісі бүтіндей газдың идеалдық- 
тан бүтіндей ауытқитынын ескерте кеткен жөн. Идеал 
газ үшін pV = RT болғандықтан, (122.2) шарты

C vT\+RT] = C vT2 + RT2 
өрнегіне айналады да, Гі = Г2 болып шығады.

§ 123. Газдарды сүйылту
Газды сұйылту үшін оны әуслі Ткр кризистік темпс-

ратурадап төменгі температурага дейін суыту қажет. Тө- 
мснгі 11-таблпцаның екінші бағанасында кейбір газдар-

11 - таблица

З а т т а р
К р й з н с т і к

т е м п е р а т у р а ,
0" с

А т м о с ф е р а  л ы қ  
қ ы с ы м д а г ы  
қ а і ш а у  т е м ­
п е р а  т у р а с ы ,  

0 °  С

Оттсгі —119 — 183
Азот - 1 4 7 — 196
Сутегі —240 —253
Гелий —268 —269

ға1 арналған кризистік температураның мәндері беріл- 
ген. Таблицадан оттегі, азот, сутегі және гелий сняқты 
газдарды сұйылту үшін олардын температурасын аса 
күштБ төмендету керек екені байқалады. Газдарды 
сұйылтудың өнеркәсіптік тәсілдерінің бірінде (Линде тә-

1 Таблицаның екі баганасында да тсмператураның жуықталгаи 
мапдері келтірілген.
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сілінде) газдарды суыту үшін Джоуль-Томсоп эффекті- 
сін пайдаланады.

283-суретте Линче тәеілініц прннцнппальды схемасы 
келтірілгсн. К компрессормеп сыгылғап газ суытқыш С 
арқылы өткі.ііледі де, сол жерде инверсия нүктесінен то­
мен жатқан нүктсге дейін суытылатын болады. Бүл, газ- 
дың бұдан былайғы ұлғайтылганында Джоуль-Томсон 
эффектісі нәтижссіпде қызып кетней, суу үшіи қажст. 
Осыдан кейін газ жылу алмастырғыштың (Ж. А.) ішкі 
түтіктері арқылы ағып өтіп, дроссель Др  (Джоуль — 
Томсон тәжірибесіндегі мақта тығын қандай роль атқар- 
са, сондай роль атқаратын) арқылы өткеннен кейін едә- 
уір үлғаяды, сосын суынады.

Жылу алмастыргыш, бірініц ішіне бірі сүгылған, 
днамстрлері әр түрлі екі ұзын түтікшеден (жылу алмас-

тырғыштың мөлшерін 
1 шағын ету мақсатында

түтікшелер спираль тә- 
різді етіҮі иілген) түра- 
ды. Ішкі түтікшенің 
қабырғалары жылуды 
жақсы өткізетіндей 
стіп алынады. Сыртқы 
түтікше жылу изоля- 
циялағыш затпен қап- 
талады. Егер түтікше- 
лер арқылы карама- 

қарсы багытта кіре берістегі темгіерат\ ралары ор түрлі 
газдар агынып туғызса, онда ішкі түтікшеніц қабырга- 
лары арқылы жылу алмасудың нәтижссіндс газдардың 
температуралары теңесетін болады: кіре 
берісте температурасы жоғары болған 
га і жылу алмастырғыш арқылы өткен 
сайып суына бсреді де, ал қарсы газ ағы- 
ны қыза түссді.

Газдыц үлғаюы кезінде температура- 
иыц төмендеуі қондырғыны жүргізіп 
жібсргенпеи кейін газдың сүйылуын ту- 
гызуга жеткіліксіз. Алғашқыда біршама 
суытылған газ, жылу алмастыргыштьщ 
сыртқы түтікшесі аркылы жіберіледі дс, 
дроссельге қарай ішкі түтікшенің бонымен нгкеи газ да­
ты біраз суытылатыіі болады. Сопдыкдан г а з д ы ц  'дрос-
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ссльге баратын әрбір келесі үлссінің температурасы ал- 
ғашқыга қарағанда төмснірск боп шығады. Сонымен ка­
тар газдың алғашқы температурасы нсғұрлым төмсн бол- 
са, Джоуль — Томсон эффектісі аркасында, оныц келссі 
тсмпсратурасы барғаи сайын көбірск төмендей береді. 
Демек, газдың әрбір келесі үлссініц ұлғайғанға дейінгі 
температурасы алғашқымсн салыстырғанда төменірек 
болады және де ұлғайған кездс одап да гөрі суыпатын 
болады. Сөйтіп, Ж  жинағыштагы газдың температурасы 
біртіндсп төмсндей беруі қамтамасыз стіледі де, ақыр 
аяғыпда, температура газдың бір үлесі ұлғайғаннан кейін 
сұйыққа конденсациялана алатын боп төмендейді.

Газдарды сүйылтудыц екінші өнеркәсіптік тәсілі 
(Клод тәсілі) газдыц жұмыс өндіргсн ксздегі сууыпа нс- 
гізделген. Сығылған газ поршеиі бар машипаға (детаи- 
дерге) жіберіледі де, сол жердс улғая отырып, өзініц 
ішкі энергиясыныц есебінен поршсньді қозғау жұмысын 
атқарады. Соныц нәтижесінде газдыц температурасы тө- 
мендеп кетеді. Бұл тәсілді совет физпгі П. Л. Капица, 
поршсньді детандердің ортіына, газды суытү үшін тур- 
бодетандср дейтінді, яғни алдыи ала сығылған газдьш 
күшімен айналатын турбинаны қолдану арқылы жетіл- 
дірген болатын. ,

Қайнау температурасы төмен сұйық газдар Дыоар 
ыдыстары дейтін ерекше конструкцпялы ыдыстарда сақ- 
талады. Олар, арасыидағы ауа әбден сорылып алынған, 
қос кабырғалы болады (284-сурет). Вакуум жағдайында 
газдыц жылу өткізгіштігі оныц кысымьі азайған сайын 
кеми береді (115-параграфты қараңыз) Сондыктан 
ыдыс қабырғаларының арасындағы ауасыз куыс күшті 
жылулық изоляция туғызады. Дыоар ыдыстары шыны- 
дан да, металдан да жасалады және олардың сыйымды- 
лығы бірнеше миллиметрден бірнеше мыц литрге дейін 
болып келеді.

Сұйытылған газдыц температурасы оныц қысымына 
карай аныкталады. 11-таблнцада олардыц атмосфера- 
лык кысымға сәйкес кайнау температуралары келтіріл- 
ген. Сұйытылган газдыц кайнауына сәйкес келетін кы- 
сымды төмендете отырып (ол үшіп оныц панда бон 
жатқан буын үздіксіз сорып ала беру керек) оыын тем- 
пературасын төмендете беруге болады. Осы тәсілмен 
сұйык газдыц температурасын ол кашан катты күйге 
көшкенгс дейіп төмеидетс аламыз.
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XIV Т А Р А У

ТЕРМОДИ НАЛ1 '1КА N ЕГ13ДЕР1 

§ 124. Кіріспе

Термодинамика алғашқыда жылудың жұмысқа аниа- 
луы жөніндегі ғылым ретінде пайда болды. Алайда, тер­
модинамика негізінде жатқан заңдардың жалпы сипаты 
сонша, қазіргі кезде термодинамикалық тәсілдер зор 
табыспен көптеген физикалық және химиялық процес- 
терді зерттеуге және зат пен сәуле шығару қасиеттеріи 
тексеруге қолданылады. Жоғарыдағы 91-параграфта ес- 
кертілгендей, термодинамика заттың қасиеттерін және 
айналу процестерін тексерген кезде кұбылыстардыц ми- 
кроскопиялық картинасын қарастырып жатпайды. Кұ- 
былыстарды ол тәжірибслерден қорытылып шығарыл- 
ған бірнеше негізгі зандарға (бастамаларға) сүйене оты- 
рып қарастырады. Осы себепті де термодннамикада 
табылған қорытындылардың дәлдігі, оның негізінде 
жатқан заңдардың дәлдігіне сәйкес келеді. Ал соңғы- 
ларды алатын болсақ, олар толып жатқан тәжірибелер- 
дің жалпыламасы бон табылады.

Термодинамика негіздеріне оның алғашқы екі баста- 
масы жатады. Бірінші бастама энергияның бір түрден 
басқа түрлеріне айналғанында байқалатын сандык ка- 
тыстарды тағайындайды. Екінші бастама осы энерғня 
айналымдары қай жағдайларда жүзеге асатыпын анық- 
тайды, яғни процестердіц қай багытта өтуі мүмкін еке- 
нін анықтайды.

Бірінші бастаманың ережесі 95-параграфта берілген 
[(95.2) формуланы қарацыз]. Екінші бастаманыц ере- 
жесі 126-параграфта келтіріледі.
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Термодинампкада тепе-тең күй ұғымы мен қайтымды 
процесс ұғымы үлкен роль атқарады. Тепе-тец күй ұғы- 
мыныц мәнісіп 93-параграфта анықтағанбыз.

Қ а й т ы м д ы п р о ц е с с  деп, кері бағытта өткізуге 
болатын процесті тура бағытта өткізгенде система қан- 
дай күйлерден өтсе, ксрі багыттағы сондай күйлер тіз- 
бегінен өтетін процесті айтады. 93-параграфта айтылғап- 
пан, қайтымды процсске тек тепе-тең процесс жататыиы 
шығады.

Қайтымды процестің қасиеті мынадай болуға тиіс: 
егер система тура бағыттағы процестің бір элемеитар 
учаскесінде d'Q жылу 
алып, d'A жүмыс өндірсе f 
(285-сурет), онда кері ба-

Cl P U T  П П П І І Л Л Т Ш  Г* ГД Т I -

да

d'Q' = d'Q жылу береді де, оған d 'A '= d'A жұмыс орын- 
далады. Сол себептен қайтымды процесс әуелі бір ба- 
ғытта, сонан соц кері бағытта өткеннен кейін және систе­
ма алғашқы күйіне кайтқаннан кейін системаны корша- 
ған денелерде ешқандай өзгеріс қалмауға тиіс. -

Д ө ц г с л е к  п р о ц е с с  (яғни ц и к л )  деп, систе­
ма бірсыпыра өзгерістерге ұшырағаннан кейін алғашқы 
күйіне қайтып келетін процесті айтады. Графикте мұн- 
дай цикл тұйық қисық сызықпсн кЪскінделёді (286-су- 
рет) Дөңгелек процесс кезінде орындалатын жұмыс сан 
жағынаи қисыкпен коршалған ауданға тең ббладьі. Шы- 
нында да, ілгерідегі 96-параграфта дөрсетілгендёй, /—2 
учаскесіндегі жұмыс оң және сан жағынан алғанда, оң 
жақка көлбей штрпхталған ауданға тең (сағат тілі ба- 
гытында орындалатын цикл қарастырылып отыр) 2—/ 
учаскедегі жұмыс теріс жоне саи жагыпан солга қарай

d.Q‘=dQ
2 8 5 - с у  p e r . 2 8 0 - с у р е т .
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көлбей штрихталган аудаиға тең. Демек, тұтас цикл 
ішімдегі жұмыс can жагынан қнсықпсн қоршалғап 
ауданга тсц болады да, тура бағыттағы циклдс (яғни 
сағат тілі бағытында орындалатын цпклдс) оң, ал оған 
ксрі бағытта тсріс болады.

Циклді орындағаннан ксйіп система алғашқы күйіне 
қайта келеді. Сондықтан күйдің кез кслғен фуикциясы- 
ның, атап айтқаида, ішкі змергияныц мэидері цпклдің, 
басында және соцыпда бірдей болады.

§ 125. Жылу машинасының пайдалы эсер коэффициент'!
Қай двигатель болсып әлдснеше дүркіп бір дөцгелек 

процесс (цикл) жасайтыи спстемага жагады. Цпклдіц 
барысында жұмыстық зат (мысалы, газ) оуелі V2 Көлем- 
ге дейіи ұлгаятыи болсыи, ал содан кейіи алгашқы Іф

көлеміие дейіп қайта сыгы- 
латын болсын (287-сурет). 
Цикл ішінде жұмыс оц ша- 
ма болу үшін (Л> 0 ) ,  қысым 
(сонымсн қатар әрі темпе­
ратура) үлғаю гіроцесі ке- 
зінде сыгылгандагыдан үл- 
кен болуға тпіс. Ол үшіи 
жұмыстық затқа үлғаю ке- 
зіиде жылу беру керек ал 
сығылу кезіиде одан жылу 
алу керек.

Термодинамиканың бі- 
рінші бастамасыпыц теңдеуіп циклдіц екі бөлігіне бірдей 
жазатын болайық. Ұлганған кезде ішкі энергия (Д мон- 
нен Іһ_ мәпге дсйін өзгереді де, сонымеп біргс система 
РДжылу а лады жәпе жұмыс орыпдалады. Бірінші 
бастама бойынша

Qx = U2- U x+ A y. (125.1)
Сыгылгаи кезде система Л2 жүмыс атқарады және 

Q2 жылу береді; бүл — Q жылу алғанга бара-бар.
Демек,

— Q2=Ut — U2-\-A2. (125.2)
(125.1) жәпе (125.2) тецдсулерді коса отырып, мына- 

ны аламыз:
Q і — Q 'i =  A 1 +  A 2.

рI
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Қосынды Л і+ /42 деп системаныц цикл ішінде атцара- 
тын толық жұмысы А екенін ескереек, мынаиы жаза 
аламыз:

A = Ql - Q ,2. (125.3)
Сырттан алынған жылудың ес^бінен периодты жұмыс 

істеп өндірстін двигатель жылу машинасы деп аталады.
Термодииампканың бірінші бастамасы кейде былай 

тұжырымдалады: бірінші текті перпетуум мобиле (мәңгі 
двигатель), ягни периодты жұмыс істеп сырттан алатын 
энергиядан гөрі көп мөлшсрде жұмыс өндіретіи двига­
тель жасау мүмкін емес.

(125.3) тецдеуден сырттан алынатыи Qi жылу тұта- 
сымен пайдалы жұмыс шығарып алуга жұмсалмайтыны 
байқалады. Двигатель цикл бойынша істеу үшін, жылу- 
дың Q2-ге тец бір бөлігі қоршаган ортаг.а қайтарып бе- 
рілуі керек, демек, тиісті орынға (яғни пайдалы жұмыс 
ондіру үшін) найдаланылмайды екен. Жылулык. машина 
сырттан алган Qi жылуды неғұрлым пайдалы А жұмыс- 
қа асырса, соғұрлым ол машина тиімді екені өзінен- 
өзі айқын. Сондықтан жылу машинабын, оның пайдалы 
эсер коэффициент! (қысқаша п. э. к.) rj дейтінмен сипат- 
тау келісілген, бұл бір цикл бойында өндірілетін А жұ- 
мыстыц сол цикл бойында машинаның алатын Оі жы- 
луына қатынасымен анықталады:

’! =  -&■ ('25.4)
(125.3) бойынша A = Q\ — Q2 болғандықтан, п. ә. коэф- 

фициснтіне арналған өрнектІ былай жазуымызға бо­
ла ■’.ы: 11

11 =  — Z Q’ (125.5)
V I

П. ә. коэффициентінің анықтамасына қарағанда оньщ 
бірден артық болуы мүмкін емес.

287-суреттегі циклді кері аударсақ, суытқыш маши- 
наның циклі шығады. Мұндай машина цикл бойы темпе- 
ратурасы Т2 төмен денеден Q2 жылу мөлшерін алады да, 
темпсратурасы Т\ анағұрлым жогарырақ денеге Qі жылу 
мөлшерін шыгарып береді. Тұтас цикл ішінде машинада 
А жұмыс орындалуга тиіс. Суытқыш машннамыц тнімді- 
лігі оныц суытқыштық коэффициептімен сипатталады 
және ол коэффициент суытылатын денеден алынған Q2
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жылудыц машинаны жүргізуге жүмсалған Л жұмысқа 
қатыпасы арқылы анықталады:

_ Q' 0',
Суытқыш коэффициент= —^

А Vi Чг.,

§ 126. Термодішамиканың екіпші бастамасы

Термодинамиканың екінші бастамасы, бірінші баста- 
ма сияқты бірнеше тәсілдермен тұжырымдалуы мүмкіп. 
Ең айқынырақ түрде тұжырымдап айтқанда екіиші 
бастама: жылудың өзінен-өзі температурасы төмен сал- 
қын денеден температурасы жоғарғы қызған денеге ауы- 
суы мүмкін емес дейді. Ал бұдан дәлірек айтқанда, жал- 
ғыз-ақ ндтижесі жылудың салқын. денеден ыстық денеге 
ауысуы болып келетін процестерді жүзеге асыру мүмкін 
емес дейді.

Ьұдан, екінші бастама тегінде жылудыц салқын де­
неден қызған денбге көшуіне тыйым салады деген түсі- 
нік болмаса керек. Алдыңғы параграфтың соңында біз 
мұндай ауысуды қамтамасыз ететін процесті қарастыр- 
ған болатынбыз. Алайда бұл ауысу процестіц жалғыз-ақ 
нәтижесі емес-ті. Ауысу системаны жүргізіп, А жұмыс- 
тың орындалуына байланысты қоршаган ортадағы өзге- 
рістермен қатар жүргізілген болатын-ды.

Екінші бастаманы тағы да былай түжырымдауга бо- 
лады: жалғыз-ақ нәтижесі бір денеден нақты жылу мөл- 
іиерін алып, ол оісылуды толығынан жүмысқа айналдыру 
болып келетін процестерді жүзеге асыру мүмкін емес.

Бір қарағанда екінші түжырымдауға, мысалы, ид^ал 
газдыц изотермиялық ұлғаю процесі қайшы кслетін сн- 
яқты. Шы нында да, идеал газбен кандай да бір дснедсн 
алынған жылу толығымен жүмысқа айналады. Алайда 
жылуды алу мен оны жұмысқа айналдыру. процестің 
жалғыз-ақ сонғы нәтижесі емес, өйткені процестіц нәти- 
жесінде сонымен қатар газ көлемінің өзгерісі байка- 
лады.

Жылулық машинада жылудыц жұмысқа айналуы 
міндетті түрде қосымша процеспен — кандай да бір Q: 
жылу мөлшеріи (алдыцғы параграфты қарацыз) суыгы- 
рақ денеге ауыстыру процесімен қатар өтсді, соның сал- 
дарынап анағүрлым қызған денеден алынатын Q\ жылу 
мөлшерін толығынан жүмысқа айналдыру мүмкін емес.
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Екінші тұжырымдауда айтылған пікір логика бойын- 
ша бірінші тұжырымдағы пікірден туатынына көз жет- 
кізу оцай. Шынында да, жылуды толығымеи жұмысқа, 
мысалы, үйкеліс арқылы айналдыруға болады. Сондық- 
тан бір денедсн алынған жылуды, екінші тұжырымдау 
бойыпша тыйым салынған процестің көмегімегі, толңғы- 
наи жұмысқа айналдыра отырып, содан кейін бұл жұ- 
мысты үйкелістің көмегімсн тсмпературасы жогары 
денеге берілетін жылуға айналдыра отырып, біз бірінші 
тұжырымдауда орындалуы мүмкін смес процесті жүзеге 
асырған болар едік.

Термодинамиканын екінші бастамасы тыйым сала- 
тын процестерді пандалана отырып, мысалы, мұхит сияқ- 
ты іс жүзінде энергиясы саркылмайтын денеден алынған 
жылудыц есебінен жұмыс атқаратын двигатель жасауға 
болар еді. Іс жүзінде мұндай двигатель мәнгі двигатель- 
ге пара-пар болар еді. Сондықтан кейде екінші бастама- 
ны былай да түжырымдайды: екінші текті перпетуум 
мобиле жасау мүмкін емес, яғни периодты істеп, бір ре- 
зервуардан жылу алатын және ол жылуды толығынан 
жұмысқа айналдыратын двигатель жасау мүмкін емес.

§ 127. Карно циклі

Қандай да бір дене температуралары Т\ Және Т2 жы­
лу сыйымдылықтары шексіз үлкен екі жылулық резер- 
вуармен (ыдыспен) жылу алмаса алатын болсын делік. 
Бұл жацағы резервуарлардың шектеулі жылу мөлшерін 
алуы не қайтарып беруі олардың темітератураларын өз- 
і . ртпейді деген сөз. Дененің осындай жағдайда қандай 
қайтымды цикл жасай алатынын анықтайық.

Қарастырылатын цикл, сөз жоқ, барысында дене ре- 
зервуарлармен жылу алмасатын процестерден тұруы да 
мүмкін және қоршаған ортамсн жылу алмасуға қатысы 
жоқ процестерден, яғни адиабаттық процестерден тұруы 
да мүмкін.

Резервуарлармен жылу алмасуға қатысты процесс, 
тек сол процестің барысында дененің температурасы сәй- 
кес резервуардыц температурасымен бірдей болган жағ- 
дайда ғана қайтымды болуы мүмкін. Шыныида да, стер 
деие, мысалы, температурасы Т , резервуардан темпера­
турасы сол 7'і-ден кем бола тұрып жылу алатын болса,
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онда тап сол процесс kepi бағытта өткенде, дсне резер- 
вуардан алған жылуды тек, оның температурасы қалай 
болғанда да, Д-ден кем болмаған жағдайда ғана қайта 
қайтарып бере алады. Дем'ек, гіроцестіц тура және кері 
бағыттардағы барысында дененің температурасы әр түр- 
лі болады, дене екі жағдайда да күйлердіц (әр түрлі 
температураларымен сипатталатын) түрліше қатарлары 
арқылы өтеді де, қарастырылып отырған процесс қай- 
тымсыз богі шығады.

Сөйтіп, жылу алмасумен катар өтетін процесс, тек 
депе резервуардап жылу ала отырып және оны кері про- 
цесте резервуарға қайтарыгі бере отырып, ұдайы резер- 
вуардыц температурасына тең температурасып өзгертпе- 
ген жағдайда ғаиа кайтымды болуы мүмкін. Ал дұрысын 
айтсак, жылу алған ксзде денснің температурасы ре- 
зервуардыц температурасынан шексіз аз шамада төмеи 
болуға тиіс (әйтпесс жылу керісінше резервуардан дене­
те ағып кетеді) ал жылуды кайтарган кезде депеніи тем­
пературасы резервуардыц температурасынан шексіз аз 
мөлшерде жоғары болуға тиіс.

Демек, температурасы түракты болып калатын ре- 
зервуармсн жылу алмасуга байлаиысты өтстін жалғыз- 
ақ кайтымды процесс резервуардыц температурасында 
өтетіп изотермиялык процесс.

Сонымсн, біз мынадай корытыпдыға келдік: сыйым- 
дылығы шексіз үлкен екі жылулык резервуармеи жылу 
алмаса алатын дененіц (яғнп . системаныц) аткаратын 
кайтымды циклі тек екі изотермадан (резервуарлар тем­
ператураларымен тең) және екі адиабатадап түруы мүм- 
кіи. Осындай циклді алғаш карастырған француз инже- 
нері Сади Карно болатын жәпе К а р н о  ц п к л і  де., 
аталады. Аныктауымыз бойынша Карно циклі кайтымды 
цикл екенін ескерте кетелік.

Жұмыстык зат ретінде, мысалы, газды алғанда, Кар­
но циклін калай жүзеге асыруға болатынын карастыра- 
лык. Газды, тьпыздап жымдастырылған поршені бар, 
цплиндрге толтырайык. Цилиндр кабырғалары мен пор- 
шеньді жылу өткізбейтін материалдап жасайык та, ал 
цилиндрдіц түбін, керісінше, жылуды жаксы өткізетін 
заттан жасайык. Цилиндр мен поріненыііц жылу сыйым- 
дылығын ескермеуге болатьтндай аз деи .алайык.

Бастапкыда поршень газдың \'\ көлемі мен Ті темпе­
ратурасына сәйкес кслетін орыпда түрсын делік. Цн-
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лнндрді температурасы Т\ резервуарға ориатайық та, 
газдыц жайлап V2 көлсмгс дсйін улгаюына мүмкіншілік-

берейік. Сонда газ рсзервуардап Qj жылү алатын бола- 
ды (288-сурет). Содап кейін цилішдрді резервуардан 
түсіріп, түбін жылу изо- 
ляцн-ялағыш қақпақпен ptm  
жабайық та, газдың тем­
пературасы Т2 мәмге де- 
ши төмендегеііше адпаоа-*л 
талы ұлгаюға мумкіндік 
берейік. Соның нәтнжс- 
сінде газдың көлсмі Е3-ке 
тең болып шығады. Енді 
жылу изоляциялағыш 
қақпақты ашып, цилиндр- 
ді температурасы Т2 ре- 
зсрвуардың үстіне қо-
яиық та, га л л ы  изотеп- sh—^ —t;—77.—7?—7?—79— 
миялық жағдайда V4 кө- 
лемге дейін, одан кейінгі 
адиабатты сығылғанын-
да температурасы Ть ал көлемінің мәні V\ болатындай 
етіп сығатын болайық (әйтпесе цикл туйықталмайдһі). 
Акырында цилиндрді резервуардан түсіріп, түбін жылу 
нзоляциялағыш қақпақпен жабамыз да, газды адиабат- 
тьі сыға отырып, оиы алғашқы күйге (температурасы Т\ 
жопс көлемі V күйге) келтіреміз.

Егер газ идеал газ болса, онда (р, V) диаграммадағы 
цикл 289-суретте (293-суретті де қараңдар) көрсетілген- 
дей болып шыгады.

'2 1  2 2  2 3  2 4  2 5  2 3  2 7  2 3

289-сурет.
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§ 128. Қайтымды жәие қайтымсыз машииалардың 
пайдалы эсер коэффициент!

j Qw I Qw 1 I •
Ъ

'■л' \ q&

Термодинамиканың екінші бастамасына сүйене отьь 
рып, қыздыргышы мен суытқыштары бірдей қайтымды 

• I машппалардыц бәріиіц п. ә. коэффп-
Ңыздырзыш | циспттсріиің мо і і і  бірдей болатыиыи

долелдсуге болады.
Дәлелдеуді кері ұйғару арқылы 

жүргізейік. Кез келген қандай да 
болсыи К және N екі қайтымды жы- 
лу машинасын алайық та (290-су- 
рет). машималардың біреуінің, мы- 
салы, К-ит, п. ә. коэффициент! екін- 
шісінікшен үлксн деп үйғарайық. 
Ілгеріде бұл ұнгарымымыз термо- 

динамикапың екімші бастамасына қайшы келетініне, де- 
мек, соған байланысты оны теріске шығаруымыз керек 
екеніне көзіміз жететін болады.

Пайымдауымызды жеңілдету үшін машинаның екеуі 
де ңиклдің ішінде қыздыргыштап біцдсй жыл\’ м й л і п р - 

алады деп ұйгарайық; ол жылуды қысқартып, Qі 
арқылы белгілсйік:

Q i / <  =  Q і д'  — Q i .

Суыти,ыш

290-сурет.

Ұйгаруымыз бойынша яғіш
Q i  Q 2 K Qi—  C?2jV

о; о:
мүндағы Q'2k мен Q'2Y циклі ішінде К және .V машнна- 
лардың суытқышқа беретін жылу мөлшерлері.

Жоғарыдағы ұйгарымымыз бойынша сөз жоқ, К ма­
шина цикл іиіінде N маіиннадан көбірек жүмыс атқаруы 
керек, сонымен қоса

А к - A n = (Q,-Q'2l<)-( ,Q>-Q2N)=Qiv-Q2K  ( 1 2 8 . 1 ) ,
N машинаны суытқыш машина рсжимінде істейтіндей 

етіп, кері бағытта жүргізіп жіберугё можбүр етейік. Бүл 
жағдайда машина қайтымды бслгапдықтан, цикл ішіндс 
тура бағытта қандай жылу мөлшерін алган болса, суыт- 1

1 Бұл жагдаіі міндетті емее. Өнткоиі Qih'¥= Q\,v болтан ж аглан­
да, inQiK = лфіУУболатиидаи егіп, К машипппыц т ңнклін N машм- 
паның п цпклімен салыстыруымиз керек.
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қыштан сондай Q21V жылу мөлшерін алады да, қыздыр- 
ғщцқа Q+ жылу ыөлшсрш.беретін болады. Сонымен бір- 
ге, цикл ішіндс машинаны жүргізіп, A n жұмыс өндіру 
керек. Бұл жұмысты орындау үшін К машинаны пайда* 
лануға болады, ол үшін /( машина N машинаны жүргізе- 
тіндей етіп, екі машинаны біріне-бірін тіркестіруіміз 
ксрек. Осылай тіркестіоілген скі машина біртұтас қай- 
тымды жылу машинасына айналады.

Құранды машинаның бір цикл ішіндегі балансын қа- 
растырайық. Қыздырғыштан К машина Q\ жылу алады, 
оган сондай жылу мөлшерін N машина қайтарып беретін 
болады. Демек, құранды машина циклді орындау нэти- 
жесінде кыздырғыштан жылу алмайды да, оған жылу 
бсрмейлі дс. Суыткыштан цикл ішіндс Q = Q 2N —Qm  
ж ы л у  алынатын болады.

К машина атқаратын жұмыстың бір А к үлесі N ма­
шинаны лсүргізуге пайдаланылатын болады. Жұмыстың 
Л = Л я —Жу-ге калган үлесін өзіміз қалауымызша пай- 
далана адамыз. (128.1) қатыс бойынша бүл жұмыс құ- 
панды машинаның суытқыштан алатын Q жылуына тең.

дсмек, екі машинаны жоғарыда айтылған жолмен 
қүрастыра отырып, бізге жалғыз-ақ нәтижесі бір дене- 
деи (суытқыштан) лсылудың бір Q мөлшерін алып, сол 
жылуды тұтасымен жұмысқа айналдыруға мүмкіншілік 
беретін бір процесті жүзеге асыруға болар еді, алайда 
бұл термодинамиканың скінші бастамасы бойынша мүм- 
кін емес. Сонымен, болады деген ұйғарымымыз
дұрыс емес.

Сол сияқты ’Пя>гру дейтін ұйғарынды да термодина- 
миканың екінші 6tteraiiacbiHa қайшы . келшлі. Бұған көз 
жеткізу үшін К машинаны кері бағытта жұмыс істете 
отырып, жоғарыдағы пайымдауымызды тағы қайталап 
шығу керек. Сөйтіп, К және N екі машинаның п. ә. коэф­
фициент! бірдей болуға тиіс. К және N машиналардың 
ерекшеліктері жөнінде, олардың қайтымды машиналар 
екендігінен басқа, біз ешқандай ұйғарым жасаған жоқ- 
пыз. Ендеше, соңғы шыққан нәтнжені, олардың конструк- 
циясына және жұмыстық затына байланыссыз 
қайтымды машиналардың барлыгына қолдануымызға 
болады.

Сонымен, қыздырғыштары мен суытқыштары бір қай- 
тымды машиналардыц барлығының п. ә. коэффициенті 
бірдей болуға тиіс дейтін қорытындыга келдік. Демек,
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қайтымды машинаныи п. ә. коэффициент! тек кана суыт- 
қыш пси қыздырғыштың тем.пературасына Оайланысты 
бола алады.

Енді қайтымды О машина мен қайтымсыз Н машина- 
ның п. ә. коэффициент^ салыстырайық (291-сурет). Қай- 
тымсыз машппаныц п. о. коэффициенті қайтымды маши- 
паныц п. о. коэффпцпептіпсп үлкен деп ұйғарайық. Ма- 
шипаныц сксуініц дс цикл іпіінде қыздыргыштан алатын

жылу мөлшерлері бірдей Оолсын 
Qi CQ»o =  Qih =  ^ i7 Қайтымды ма- 
шинаны кері бағытта жүргізіп жібе- 
ріп, сонымен қатар қайтымсыз ма­
шина қайтымды машинаны жүргі- 
зіп тұратындай етіп және жоғары- 
дагы екі қайтымды машина жағ- 
дайыпдагыдай пайымдай отырып, 
р-н> Tjo ұйғарымның термодинами- 
каның екінші бастамасына қайшы 
келетінін көрсетуге болады.

Осы сияқты жолмен қайтымсыз 
машипапыц ц қайтымды машинаның п. ә. коэффициенті- 
нен кіші болуы мүмкін емес екенін дәлелдеуге мүмкін- 
шілік жоқ, себебі пайымдау жасай отырыгі, бізге қай- 
тымсыз машинаны кері бағытта жүргізу қажет болар 
еді. Мұны жүзеге асырганның өзінде де, қайтымсыз ма- 
шинаныК кері багыттағы орындайтын жұмысы мен оның 
қыздырғыш және суытқышпен алмасатын жылу мөлше- 
рі, тура бағыттағы сондай жылу мен жұмыстан тек таң- 
басы жөнінен айырмашылығы болады деуімізге ешбір 
негіз жоқ.

Сөйтіп, бұл пайымдауымыз ц,, >г] 0 ұйғарымымызды 
теріске шығаруға мәжбүр етеді, алайда г|^<г|'0 мүмкін- 
іиілігін жоя алмайды. Сонымен бірге бірсыпыра физика- 
лык, пікірлер, қайтымсыз машпнаның п. ә. коэффициен- 
тінің сол жағдайларда істейтіп қайтымды машннаның 
пайдалы эсер коэффициентінен эрқашан кем болатыныи 
нұсқайды. Мүндай пікірлердің кейбіреулерімен біз ілгс- 
ріде танысатын боламыз.

Гаадың үлғаюы мен сыгылуыныц қайтымды жзне 
қайтымсыз цнклдерін салыстыраііық.' Цикл қайтымды 
болуы үшін, ол өте жайлап өткізілуі керек, соныц сал- 
дарынан газдыц қысымы оныц бүкіл көлсміпде тецесіп 
үлгеретін болады. Цикл ішіндегі толық жүмыс ғаздыц
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үлғайған ксзіпдегі on Л + жұмысы меи еыгылган кезіп- 
Дегі теріс A _ жұмыстың қосындысынап түрады. Қоры- 
тынды жұмыс А ~ А + — тең .болады (газ ұлгайған 
ісезде жылу алытт сығылган ксзде жылу береді деп уйга- 
рылып отыр).

292-сурет.

Егер цикл қайтымсыз жүргізілсс, нгнп жстқілікті т е з  
жүргізілсе, онда қысым газдыц бүкіл көлсмінде тецесіп 
үлгерменді де, үлгайған ксзде газдыц қысымы, поршень- 
нін астында қайтымды ц и к л  кезіндсгі поршспьніц тан 
сондай қалпындагы қысымцаи кем, ал сығылғаи К е з д е ,  
керісіише, біршама артық болады (292-£урет). Соныц 
пәтижесіндс оц қосылғыш Л+ бурынғы Л+ -дан кеМ ал 
тсріс қосылғыш Л _ бүрынғы Л_ -дан артық болады да, 
толық жұмыс Л/= Л -l —Л _ қайтымды циклдегіден аз 
болады. Соған сәйкесг кайтымсыз циклдіц п. ә. коэффи­
циент! қайтымды циклдіц п. ә. коэффициентінен кем бо- 
лады.

Үйкеліс әрқашаи жұмыстыц жылуға айналуымен бай- 
лағіысты, яғни ол нағыз қайтымсыз процеске жатады. 
Сондықтан қайтымды машинада үйкеліс болмауға тиіс. 
Бір қайтымды машина цикл ішінде Q, жылу алатын 
болсын да, жүмыс Л өндіретін болсын. Цилиндр мен пор­
шень арасында үйкеліс бар деп алып, машинаның қай- 
тымдылығын бүзайық. Үйкелістің арқасында жүмыстыц 
Л бір үлесі жылуға айналады да, не еуытқышқа беріле- 
ді, не қоршаған ортаға 'сейіліп кетеді. Соныц нәтижесін- 
де машина қыздырғыштан бұрынғыша Qi жылу мөлше- 
рін ала отырып, аз жүмыс Л атқаратын болады, демек, 
оныц коэ(})фнцненті де қайтымсыздық пайда болганнан 
кейін кем болып шығады.
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Соиымеп, біз мыиа пікірлерді дәлслдедік.
1) Ұқсас жағдайларда істейтіп (яғнм қоздырғышта- 

ры мен суыткыштары бірдей болыгі кслетін) қайтымды 
машииалардың бәрінің п. ә. коэффициента бірдей бо­
ла ды;

2) Қайтымсыз машинаның п. ә. к., сондай жағдай- 
ларда істейтін қайтымды машинаның п. ә. коэффициенті- 
нен әрқашан кіші болады.

§ 129. Идеал газға арналғаи Карно циклініц п. ә.
козффицненті

Алдыцғы параграфта қайтымды машинаныц п. ә. ко­
эффициент! оның құрылысы мен жүмыстық заттыц қа- 
сиеттеріне байлапысты еместігі және ол тек қыздырғыш

пеи суытқыштың темпера- 
тураларымен анықтала- 
тындығы тағайындалған 
болатын. Алайда п. ә. 
коэффициент! қыздыр- 
ғыштың Т) температура- 
сы мен суытқыш 7  ̂ тем- 
пературасына қалай бай- 
ланысты екендігі айқын- 
далған жоқ-ты. Бұл 

-қатысты табу үшін ж ү -  
мыстық затының қаспет- 
тері барыншй қарапайым 
боп келетін машинапы 
қарастырған қолайлы. 
Идеал газдың қасиеті, M i -  

не осындай. Қыздырғыш пен суыткыштыц жылу сыйым- 
дылықтары жеткілікті үлкен болса, қайтымды циклге 
тек қана Карно циклі (127-параграфты қараңыз) жата- 
тынын білеміз.

Сонымен, идеал газға қатысты Карно циклін қарас- 
тырайық. Егер бізге осындай циклдің п. ә. коэффициента! 
Т\ және 72 температуралардың функциясы ретінде табу 
мүмкін болса, опда барлық қайтымды машиналардың 
п. ә. коэффициент! үшін өрпекті табамыз.

Анықтама бойыпша жылу машинасыныц п. ә. коэф­
фициент! мынаған тең:

р
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( 129. 1)

мундағы Q1 — циклдің ішіндс қыздырғыштан алынатын 
жылу, Q2— цикл ішінае суытқышқа берілетіп жылу.

Изотермиялық процесте идеал газдыц ішкі энергиясы 
тұрақты болады. Сон шқтаи газдың алғаи жылу мөлше- 
рі Qі газдан / күйден 2 күйге ауысқандағы орыидайтын 
Л і2 “жүмысЬиіа.--тең болады (293-сүрет). Бүл жүмыс
(105.9) бойыиша мьміаған тең:

С ,==Л13 =  ^ - / ? Г , І и . І І ,  (129.2)

мүидағы т \  ашішадағы идеал газдын массасы.
г

Суытқышка бдрілетін жылу мөлшері ^ 2  оны 3 күй- 
дсн 4 күйге көшіргеиде газды сығуга жұмсалатын Ам 
жұмысқа тец. Бүл жұмыс былай аныкталады:

Q' =  Л ' 4 =  — R T 2 l n - p b .  (129 .3)

Цикл түііычталған боду үшін 4 және 1 күйлер бір 
адиабатада ж ітуға тиіс. Осыдан мына шарт шығады:

TlVJ-1 = T2V r l (129.4)
[адиабата  ̂сцдеуін (103.3) қарацдар].

Осы снякты, 2 және 3 күйлер біо адиабатада жата- 
тындықтан' мына шарт орындалады:

ТіУГ' = Т9УЪ~1 (129.5)
(129.5)-іі (129.4)-ке бөле отырып, цпклдіцлұіщқтал- 

ғапдығын корсететін мына шартты чабамыз:
V, V3 
Vi ~  •

(129.6)

Енді (12 9.2) және ( і^у.з/^рнектерді п. ә. коэффици- 
ентке арна.г ған (129.1) өрнекке қоямыз:

*1

Ақырында,
аламыз:

m Vo m V-,
- Л Г ,  R T . l n - ^

m Vo
Т Л Г |І ,Т Г

(129.6)-ны еси ерё отырып, 

Г і - 7  а
Ті

мынаны

(129.7)
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Сонымсн, идеал газға арнал^ан Карно циклінің п. ә. 
коэффициент! шынында да тек қыздырғыш пен суытқьтш 
температураларына байланысты акен.

Бұрын ескертілгендей, (129.7) өрнек қалаған қайтым- 
ды машинаның п. ә. коэффициентінің мәнін береді.

§ 130. Температуралардың термодинамикалық шкаласы

Жоғарыдағы дәлелдепген (§ 128) қайтымды маши- 
налардыц п. ә. коэффициент! жұмыстық заттың қасиет- 
теріне тәуелді еместігі жөніидегі теорема термометрлік 
денеге тәуелсіз температуралық шкаланы тағайындауға 
мүмкіншілік береді. Аталған теоремаға сәйкес,

Q і — Q‘2 1 Q2

шамада демек, Карно цнкліне арналған Q2 /Q 1 қатынас- 
та, қыздырғыш пен суытқыш температураларына байла­

нысты болады. Бұл температуралардың 
| шамасын әзірше өзімізге белгісіз шкала 

бойынша -Оі және арқнлы белгілей 
отырып, мынаны жазуымыз:-а болады:

<?г

гъ

Q2
=  / ( » 1, »2), (130.1)

Qi
мұндағы /•(■&,, Фг) қыздырғыш пен суыт- 
қыштың температураларына қатысты 
униьерсаль функция (яғни барлық Кар­
но циклдері үшін бірдей функция).

('30.1) қатыс денелердің температу- 
расьы Карно циклдері кезіндегі алына- 
тын және берілетін жылу мөлшерлері 
арқылы анықтауға мүмкіншілік береді.

(130.1) функцияның қасиеті мынадай екенін долел-

294-сурет.

деиік:

=  (130.2)

мұндағы Ө (0) тағы да температураныц универсал?-, 
функциясы боп табылады.

Біреуінің суытқыіпы әрі екінпіісі үшін қыздырғыш 
роліп атқаратын екі кайтымды машпнаны (294-сурег) 
қарастырайық. Бкінші машина температурасы і)2 резер*
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вуардан, оган бірінші машина қанша жылу мөлшерін
^ерсе, сонша жылу мөлшсрін алады деп, яғнн Q2 = 0.2 Дсп 
ұйғарайық. Сонда (130.1) қатыеқа сәйкес, маішіналар- 
дың әрқайсысы үшін мынаніл жазуға болады:

»■■), (130.3)

=  / 1  »2, а„). (130.4)

Машиналардың екеуін бірдей және температурасы $2 
резервуарды біртұтас қайтымды машина дсп қарастыра 
отырыгі1 және ол машина температурасы Oj қыздыргыш- 
тан Q і жылу алый, температурасы f>2 суытқышқа СЬ жы­
лу береді деп есептен, мынапы жаза аламыз:

■^ =  / (» . ,» , ) •  (130.5)

Бұл (130.5)-ті жогарғы (ІЗО.З)-ке бөлсек, мынау шы- 
ғады:

_  /VhjJA.
Q, ’ f i h . h ) '

Ақырында, бұл шыққан өрнекті (130.4)-пеп салысты- 
ра отырып және Q2 = Q2 екепін сскеріп, мына қатысты 
шыгарып аламыз:

/(»2, К  = / 0 >ь һ) 
/03 , (130.6)

Бул қатыс екі дененің Ог және Оз температураларын 
байланыстырады, сонымен қатар оған үшінші дененің 
температурасы і)і қатысып отыр. Осы денені түпкілікті 
қалап ала отырып, яғни Оі-ді түрақты ете отырып, біз
(130.6) формуланыц алымы мен бөлімінде тұрған 
f($i ,0) функцийны бір айнымалының функциясына кел- 
тіреміз. Бұл функцияны 0(0) арқылы белгілей отырып,
(130.6) формуланы мына турде жаза аламыз:

П К  к  = Ь 0>з) 
Ө (»,.)

1 Бұл Q2 = Qj болганда дүрыс.
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немесе индекстерді алмастыра отырып, (130.2) өрнекпен 
дәд келстіп, мынаиы аламыз:

/(*>., »2) = » (»,) 
0(»,у (130.7)

Функция 0(\3) ток темпе ратурага байламысты. Сон- 
дықтан опыц мопдсрін тпісті дснепіц тсмпсратурасып сп- 
паттауга пайдалануымызга болады, ягни дененің тсмпс- 
ратурасы О-га тсң деп аг.уымызға болады, мұндагы 
0 = Ө(О) Сонда (130.1) өрнек мына түрге кследі:

Q-2 __ о,
Оі ~~ о, ■ (130.8)

Бұл (130.8) қатыс т е м п с р а т у р а л а р д ы ц  т е р  
м о д и и а м и к а л ы қ ш к а г а с ы дсп аталатынііың 
непзі рстінде алынган. Г»үл шкаланың артықшылыгы 
сол, ол тсмператураны ө.ипсуге қолданылатып дененіц 
таңдап алынуына (Карно цпклінің жұмыстық затыпа) 
тоуелді смес.

Соңгы (Т30.8) өрисккс. сойксс скі дененіц темпсрату- 
раларын салыстыру үшіг ол денелерді қыздырғыіп пеп 
суытқыш рет.індс пайдалапа отырып, Карно цпклін жү- 
зеге асыру ксрск. Сонда денсге — «суытқышқа»— беріл- 
ген жылу мөлшерініц, денеден «қыздыргыштан» алынғаи 
жылу мөлшеріне қатынасы, қарастырыгі отырған денс- 
лер температураларынын қатынасын беретін болады.

Ө-піц сан мәнін бір мэнді аиықтау үшін температура 
бірлігі жөнінде, яғни градус жөнінде келісуіміз керек. 
Абсолют градус рстіндс атмосфсралық қысым жағда- 
йында қайпаған судыц ^емпературасы мен сріп жатқан 
мұздың температурасының айырымыиың жүзден бір үле- 
сі алымады. Сөйтіп, абсолют термодннамикалық шкала- 
пың градусы идеал газ шкаласының градусына тсц.

Температуралардыц термодинамнкалық шкаласы 
идеал газ пікаласымсп бірдей сксиіп ацгару қ і і ы і і  смес. 
Шынында да, (129.7)-гс сәйкес:

Q і -  Q'2 Т х -  Т2
Qi ~  Тх ’

бүдан мыпау шыгады: 1

1- ( 13°-9)
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(130.8) және (130.9) қатыстарды салыстыра отырып, 
мыііаны аламыз:

0, _  т2
«1 “  тх

Демек, 0 мсп Т өз ара пропорционал екен де, екі шка- 
лада градус бірдеіі болғандықташ 0 =  Г

§ 131. Жылудың келтірілген мөлшері. 
Клаузиус теңсіздігі

Ксз келген жылу машпнасы бір циклді әлдсиешс рет 
қайгалайтыы бір денелер системасы болып табылады. 
128-параграфта барлық қаГітымды машиналардың п. ә. 
коэффициент! бірдей болатыны, ал кайтымсыз машина- 
ның п. ә. коэффициент! қайтымдінікінен әрқашан аз бо­
латыны көрсетілді. Бұл айтылғанды аналитикалық 
түрде былай жазуымызға болады:

Qi — Qi тх — Т.,
<?. ^  Ті (131.1)

Сол жакта кез келгси машинаға--жарайтыи н. ә. коэф- 
фнциентініц анықтамасы тур, ал оц жақта 129-гіараграф- 
та табылған қайтымды машинаның п. ә. коэффнциенті- 
ніц өрнегі тұр. Тецдік белғісі қайтымды машииаға, ал 
теңсіздік белгісі қайтымсыз машинаға сәйкес келеді.

(131.1) қатыс, сөз жок, бұл цикл неше дүркін қайта- 
лайтынына қарамастан, яғни алынған системаныц жылу 
машина ретінде қолданылатынына немесе қолданылмай- 
тынына қарамастан, әрі қайтымды цикл жасайтын (тең- 
дік белгісі) немесе кайтымсыз цикл жасайтын кез кел- 
ген денелер системасына жарайды. Бұдан былайғы жер- 
де (131.1) сияқты қатыстарды қарастырғанда біз бір 
денелер системасы орындайтын циклмен істсс боламыз.

(131.1) қатыстап мынау шығады:

Оі ^  *
Оц шамаға у -  қатынасты көбейте отырын, мынаны 

аламыз:
^2 _  С?і

4 41



Ақырыпда, бул қатыстыц сол жағы мен оц жағынан 
Q2~  қатынасын ала отырып, мына өрнсккс келеміз:

.. (131.2)

Соцгы (131.2) өрпеккс снстеманың алатын жылуы
(Qi) және оныц беретіи жылуы (Q2) катысады. Бүдан 
былангы өзіміз қарастырғалы отырған жалпылаулар 
мақсатымда, (131.2) өрнектьоған тек системаныц басқа 
денелердеи алатын жылу мөлшерлсрі Qt- кіретіндей етіп 
түрлендіргсиіміз қолаплы; сонда бұл жылуларды біз ал- 
гебралық шамалар деп қарастыратын боламыз: егер 
алынатьш Q оц болса, жылу кез келген сыртқы денеден 
системаға беріледі, егер де Q теріс болса, жылу система- 
дан сыртқы денеге беріледі. Сонымен, те.мгіер.аіур.аг.м- Т2 
денеге берілетін Q\ жылудың орнына, сол денеден алы- 
патын жоне Q2-гс тед — Q2 жылуды кТрістіреміз. Сонда
(131.2) өрнегі ец соцыида мына түргс апналады:

ү~ +  0. (131.3)
4 *4
Бүл қатыс Қ л а у з п у с т с и с I з д і г і деп аталады.
Системаныц әйтеуір бір денеден алатын жылу мөл- 

шерініц сол денсніц тсмпературасына қатынасын Клау 
зиус к е̂ л т і р і л г е іі ж ы л у  м ө л ш е р і  деп атаған

Клаузиус терминін пайдалана отырып, (131.3)-ті былай 
оқуі а боладыдеғер бір система цикл жасап, соиыц бары- 
сыпда темпера^уралары тұракты болатыи екі жылу ре-
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зервуарларымсн жылу алмасатын болса (295-сурет), 
онда келтірілген жылу мөлшерлерініц қосындысы, цикл 
кайтымды болган жагдайда, нольге тек болады да, цикл 
қайтымсыз болтан жагдайда, полидеи кіші болады. \

Егер система циклдіц барысында екі дене емес, N де- 
немен (296-сурет) жылу алмасатын болса жоне сонда 
температурасы Т t денедеп Q,- жылу мөлшерін (ол жылу 
оң да, теріс те болуы мүмкііі) алатын болса, онда
(131.3) -ке сәйксс мына шарт орындалуга тиіс де.п ұйгар- 
ганымыз орынды:

'7 .% -< 0.  (131.4)
Т '

Қайталамау үшін, бұдан былайғы жерде қайжағдай- 
да болсын әйтеуір бір өрнекте « ^ »  не « ^ »  тацбалары 
і .здессе, тенлік. таңбасы қайтымды процестерге қатыс- 
ты деп, ал теңсіздік таңбасы қайтымсыз процестерге қа- 
тысты деп есептеуді келісіп қояиық. Бұл айтылғанды
(131.4) өрнекке де қолданатын боламыз.

Осы кезге дейін қарастырып отырған системамен жы­
лу алмасушьі денелердің бйрініц жылу сыйымдылығы- 
ныц зор екендігі сонша, жылу алмасу процесі ол дене- 
лердің Ті температурасына эсер етпейді дсп келдік. Егер 
бұл шарт орындалмаса, онда системаға Q\ жылу берген 
кезде сэйкес дененің температурасы Т, уздіксіз өзғеретін 
болады. Осындай жағдайға арнап (131.4)-ке ұқсас өр- 
нек жазу үшін, әрбір Qf жылу алмасу ироцесін бірсы- 
пыра элементар процестердің қатарыпа бөлуіміз керек. 
Бө. у үшін олардың әрқайсысыныц барысында элемен- 
тар жылу мшішер.інщ A'Q* берілуі тұрақты температура 
^(С^-лердің әрқайсысы үшін) жагдайында өтеді деп 
есептеуіміз кереқ. Сонда (131.4)-тің орпына біз мыпаны 
жазуымыз керек:

7  ^  7,0, (131.5)
О 1

мүндағы индекс / енді система жылу алмасатын дененің 
номерін емес, система атқаратын цикл оөлінген элемен­
тар процестердіц біреуінің номері, Y Q , системанын 
і-ші элементар процесініц барысында тысқары денедер- 
дің бірінен алатын жылуы; Т і— сол сыртқи дененіц 
систе.маға VQi жылу берген кездегі температурасын 2
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таңбасы астынлагы О белгісі қосындыны цикл бойынша 
алу керек екенін көрсетсді.

(131.5) өрнегі циклдің барысыида системаныц сырт- 
тан алатын келтірілген элемеытар жылу мөлшерлсрінін 
қосындысы циклдің қайтымды жағдайында нольге тең 
болатынын, ал қайтымсыз жагдайда нольден кіші бола- 
тынын көрсетеді.

Дүрысын айтқанда, (Г31.5) былай жазылуга тиіс:

(131.6)

мұндағы интеграл тұтас цикл бойыпша алынып отыр1

§ 132. Энтропия

Келтірілген жылу мөлшерлерінің қосындысын тек 
цикл үшін ғана емес, сонымен катар қалаған дөцгелек 
емес процесс үшін де қүрастыруымызға болады. Онда

бір күйден екінші күйге қайтымды 
ауысулар үшін бұл қосындының та- 
маша қасиеті бар екенін қазір анық- 
тайтын боламыз.

Бір қайтымды цикл алайық та, 
соның бойында / және 2 екі қала- 
ған күйді бөліи алайық (297-сурет). 
Бұл күйлер циклді суретте I және II 
цифрларымен белгіленген екі тар- 
маққа бөледі.

Өткен параграфта көрсеткспіміз- 
дей, келтірілген жылу мөлшерлерінің бүтін цикл бойын­
ша (цикл қайтымды.!) алынғап қосындысы нольге тец:

7 * £ = о .
б

(132.1)

Бұл (131.1) қосындыға кіретін қосылғыштардың бә- 
рін, олардың бір тобы / тармаққа жататындай етіп, ал 
екінші тобы II .тармаққа жататындай етіп, екі топка бө-

1 Бізді' (ІЗІ.З)-тен (131.6)-ға келтірген паііымдлүды ешқлндаи 
мәседеиіц дол .доледдснуі дсп қарастыруга Гюлмапды. А.іаііда. (131.3) 
өриектсм (131.6) өриекті жеткілікті далдікікмі шыгарыи адуымьига 
болады.
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луге болады. Сонда (132.1) өрнекті былай жазуымызга 
болады:

'YQ 0.
1 - 2
( I )

2 - 1
( П )

(132.2)

Бірішпі қосынды / тармақ бойымен / күйден 2 күйгс 
ауысуга сәйкес келеді, екіиші қосынды II тармақ бойы­
мен 2 күйден 1 күйге ауысқанға сәйкес келеді.

Әйтеуір бір қайтымды ауысудыц I күйінен 2 күйіне 
сәйкес келетін мына қосындыны қарастырайық (298-су- 
рет):

/  і у .  ■ 

1 - 2  1
( қ а й т ы м л м )

(132.3)

бағыты 1-*-2 бол- 

№

Lrep ауысудыц бағытыи өзгертсек, онда процесс қай- 
тымды болғандықтан, (132.3) қосынды таңбасын өзгер- 
туге тиіс. Шынында да, егер, мысалы, 298-суретте көрсе- 
тілген элементар учаскеге процестің 
ганда система температурасы 
Т денеден A'Q жылу мөлшерін 
алса, онда процестің бағыты 
2-+-1 болганла, сол учаскеге 
система температурасы Т сол 
денете сондай A'Q жылу мөл- 
шсрін беруге тиіс, ягни систе­
ма — A'Q жылу алуға тиіс.
Сөйтіп, avhicv б я г ы т ы н  я я г е п т -  

кеп кезде (132.3)-ке кірстій 
қосылгыштардыц бәрі таңба- 
ларын кері өзгертеді.дзсыдан

' A ' Q  

1-2 г
І к а і і т ы м д ы )

2-1 
(қайтымды)

(132.4) қасиетіне сүйене отырып, (132.2)-ні былай 
көшіріп жазамыз:

' ^ A ' Q  ' -?A'Q
/  1 J '  '  J 'J '

l-*2 1+2
(I) (II)

осыдан мынау Шығады:
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(132.5)
'  Т'Д'С   ч~лД'Q

■ • j ' /  t 'j-y

f - 2  1 * 2
(о (id

Бастапқы қайтымды ииклді қалауымызша алғанды-
гымыздаи (132.5) қатыс / және 2 күйлерді камтитын ксз 
келген қайтымды цикл -кагдайында орындалуга тиіс. 
Атап айтқаида, / жопе / /  тармақтап туратыи цмклдіц 
орнына, / тармақтан жәнс 297-суретте пунктирмен көрсе- 
тілген III тармақтан тұратын циклді қарастыруымызға 
болады да, жоғарыдағыл ай талдау жүргізе отырып, III 
тармак үшін (132.3) қосындысының I тармақ жағдайын- 
дағыдай мәнінің болатынына көзіміз жетеді.

Сөйтігі, біз мынадай эте маңызды қорытындыға кел- 
дік:'спстемаиың бір (бантапқы) күйден екінші (соцғы) 
куйге қайтымды ауысқаьында алатын келтірілген жылу 
мөлшерлеріпін қосындысы ауысу жүзсге асатын жолга 
байланысты емес, демек бастапқы күй мен соңғы күйге 
ғана байланысты боладь. екен. '

Осыидай қасист, өзһізге бслгілі, ішкі энергия өсім- 
шелерінің қосындысында да бар болатын. Энергияның 
күй функциясы екендігі салдарынан, системаның 1 күй- 
ден 2 күйге кез келген ауысуындағы ішкі энергия өзге- 
рістерініп, қосындысы энергняныц сол күйлерге еойкес 
мәндсріиің айырымына тлң болуға тніс:

' Z \ V ^ V 2 - V \ .  (132.6)
1-> 2

Жогарыда айтылган, сөз жоқ, кез келген күй функ- 
циясына, яғпи система күйімен бір мәнді анықталатын 
шамалардыц боріне жарауга тпіс.

5 W  (күй) = f ( 2 \ - f ( \ )  (132.7)
Ь 2

Егср шама система күйініц функцнясына жатпайтын 
болса, опда оның элементар мөлшсрініц қосындысы, снс- 
теманың бір күйден скінші күйгс көшу жолына байла­
нысты бон шыгады. Осындай шамалардыц қатарына, 
мысалы, жүмыс жатады. Бізге жүмыстың can жағынан 
продесті кескіндейтін (215-сурстті қарацыз)

і4=^ЗдМ1->2
қисықпсн шсктелген ауданга тсчі, екені бслгілі ;к,ше ауы­
су жүзеге асатып жолга байланысты екепі түсімікті.
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Осындан жагдай таги ла снстемаііын алатын жылу 
мөлшері үшіи де орындалаты, Термодипампкаиын біріп- 
ші бастамасы бопынша

Q = ^  VQ = ' Һ л и +  (132.8)
» 1 ^ -2  1- '  1-)»2

(132.8) тсцдіктіц оң жагында тұргаи қосындылардың 
біріншісі ауысу жолына Оайланысты емсс те, ал екіншісі 
байланысты. Дсмек, 2Л Q ауысу жүзсге асатын жолга 
тәуелді болады. / күйдын 2 күйге қайтымды ауысу жү- 
зегс асқанда

7yQ
Д~' Т  
1 —  2

( к,ай гы м д ы )

жолға тәуелсіз болуы мынанъгтүГірытуға мүмкіншілік бе- 
реді: қайтымды процесте MQjT1 кейбір күй функциясы- 
ның өсімшесін бі.іді реді. Осы функция э н т р о п и я  деи 
йіалған. Оны әдеттз S арқылы белгілейді. Сөйтіп,

=  Д 5. (.132.9)
\ 1 (кайіымды)

Бұл (132.9) ( ойынша, энтропняныц өсімшесі систе- 
маның сырттан кайтымды алған жылу мөлшеріиіц, сол 
жылуды алған і :ездегі температура қатынасына тец бо­
лады1

Энтропия — ғ уй_ фупкциясы болғандыктан, энергия 
өзгерістерінің қосыпдысы энтропиянын бастапқы және 
соңгы күйлерге гәйкес келстін мәидсрініц айырымына 
тсн болуға тиіс [ (132.6)-мсп салыстырыныз]'.

\ Д ' Q
=  / Л  s

1-  2 1 - 2  
.Ді .а й ты м д ы )

(132.10)

Дәлірек алған аа, 
мастырылуға тніс:

2

№і
( қ і і іп ь іи  д ы )

(132.10) қосынды интегралмен ал- 

2

(132.11)
і

Энтропия — ад; итивті шама. Мұнын мәнісі: снеге м а 
энтропиясы онын жеке Оөліктерінін энтропияларының 
косындысына тен.

1 Қайгымды проце ле жылу алмаеатын денелердіц тсмпература- 
лары бірдеіі болатыиын үмытпау керек.
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§ 133. Змтропиямың қасиеттері

Қайтымды процесс кезінде кслтірілген жылу мөлшс- 
рінің қосындысы (132.10) энтропияпың өзгерісіне тец. 
Келтірілгеи жылу мөлшерінің қосындысы мен қайтым- 
сыз процесс жағдайындағы энтропия өсімшесінің қапдай 
қатыста болатынын анықтайық. Ол үшін қайтымды жә- 
не қайтымсыз тармақтардан тұратын циклді қарасты-

райық (299-сурет) Цикл тұтасымен 
алғанда қайтымсыз болғандықтан, 
тұтас цикл бойыпша алынган кслті- 

/£> рілгеи жылу мөлшерлерінің косын- 
дысы иольдсп кіші болуга тиіс:

/  ̂1 ү, о .
о

299-сурет. Бүл косындыны түрліше тар м с-  
тарға қатысты екі бөлікке жіктейік:

' ^ Y Q  ' ^ Y Q  . n/■  —  + / _ ! — <  0. (133.1)
1 —  2 2 - 1

(қайтымсыз) (кантымды)

Бұл қосындылардыц екіншісі (132.10) бойыпша эн­
тропийной. 1 және 2 күйлердегі мәндсрінің айырымына 
тец. Сондықтан (133.1) қатысты бвілай жаза аламыз:

_7,^Я +  (5, -  <  о,
1 - 2

(кай п . і м с ы з )

бұдан мынау шығады:
с С " І У О5 2 — S t >  у , —  ( 133.2)

1 - 2
(қайтымгы t)

(132.10) жәпе (133.2) өрнектерді біріктіре отырып, 
мынаны аламыз:

5 3 -  S, >  (133.3)
1-2

мұидағы тецдік бслгісі / күйден 2 күйгс кез келгеи қай- 
тымды ауысуға сәйкес кследі де, ал теңсіздік белгісі — 
/—►•2 кез келгеп қайтымсыз ауысуга сойкес келеді.
(133.3) өрнегіндегі температура Т спстсмадагь; A'Q жы­
лу алатып депеиіц температурасыи көрсетеді. Кайтымды
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процесте пул температура система температурасымеп 
бірдсіі бои шыгады.

( 133.3) катыс орбір элемеитар процесс үшін орында-
л\та тпіс болгапдыктап:

A A : y Q (133.4)

иемесе
/ч "/■' (133.5)

Эптроппя — күіі фупкңияеы бол гандыктап.

5 г - 5 і  = 2 і \51
өрпегі (132.6) жоме (132.7) ориектер сиякты, тпісті ауы- 
судыц қаптымды не каіітымсыя екепдігіпе катыссьм ор- 
қашап күшіп сактаііды. Ад

формуласы ауысу тек қаіітым.д.і болгаи кагдапда гапа 
дүрыс бон шыгады.

Кгср.система іідоляшіялапгап 6<>леп, ягпп кори агап 
ортамен жылу алмаспаіітып болеа, опда (133.3) өопек- 
тсгі барлық A'Q ію.и.ге теп бои шыгады да, соііын сал- 
дарыпап

S n - S ^ ( )  (1)3.6)
пемссс огап сопкес

VS'^O. (1 13.7)
Сопымеп, и з о л я ц и я . щ н г а н  i j i l i  е м а н ы ң  я н т р о т і я с ы  

тек а р т а  а л а д ы  (crop спстемадд кдштымеыд процесс әте- 
тіи болса), н е  тек т ү р и қ т ы  n o n  қ а . н і  і і м к і ы  (crop састе- 
мада қаптымды процесс отетін бо.іеа) I һоляцпя.к hi  аи 
спстемапыц зитроііпясы сшеақытта кемп алмаилы 

іуоріпаган ортамеп жьыу алмасуеыд өтетіи процесс, 
өзіміже белгілі, адпабаттык процесс деп аталаділ. Де- 
мск, цаптымды адиабаттык прописке тгш порее со.і, ол 
теракты зптроппяда втсді. соіідыктаи каптымды аді аба- 
тапы п а ъ п т р о и av деүімі are болады. Жака тер\ ппді 
паГідалапа отырып. Карт* ішклі екі пштермадан коис 
екі п.г-лпр(иіадаіі түрады деуімпге бо.іады. (7' S) диа- 
граммасыпда Карпо шіклі. еоа жок, тікбүрьші сп ікты
17--0И) I V )



боп келеді (300-сурет) Тікбұрыштың ауданы сан жағы- 
нан снстеманыц цикл ішінде алған жылу мөлшеріне тең. 
Шынында да, (133.4) бойынша снстеманыц қайтымды

7
*

300-сурет.

процесс кезшде алған эле- 
ментар жылу мөлшері мы- 
наган тец:

A'Q = TAS. (133.8)
Демек, снстеманыц кай- 

тымды изотермиялық про­
цесс кезінде алған жылу 
мөлшерін, былай көрсетуі- 
мізге болады:

Q ^ T ^ - S , ) ,  (133.9)
мұндағьі — энтропияның процестіц басындағы, ал 
S2 — аяғындағы мәні.

(133.9)-ды қолдана отырып, снстеманыц цикл жасай- 
тын, изотермиялық процестерінің барысында алатын 
жылу мөлшерлерін мына түрде жазуға болады:

Q l 2 — Т \  (5 j —S 2 )  , Q 3 4 — S i ) .
Тұтас цикл кезінде алынатын толық жылу мөлшері 

мынаған тең:
Q — Q 12  + Q34 = Т\ (5[ — S 2 ) +  T2 (S -2 — S 1) =

= {Ті-Т2) (Sx-S2).
Соцғы өрнектің циклдіц ауданыпа тең екенін түсіну қпын 
емес.

Энтропияныц азая алмайтындығын көрсететін (133.7) 
қатыс тек изоляцияланған системаға қатысты. Егер сис­
тема қоршаған ортамен жылу алмасатын болса. оның 
энтропиясы қалауынша өзгеріске түсе алады. Атап айт- 
қанда, егер система тысқарғы денелерге жылу беретін 
болса (снстеманыц алатын жылуы теріс сан), онда сис- 
теманың энтропиясы азаяды.

Егер изоляцияланбаған система цикл жасайтын бол­
са, онда оныц энтропиясы, күйдіц функциясы бола оты­
рып, циклдің аяғыііда алғашқы мәніне қайта келеді. 
Алайда, циклдіц барысында энтропия, жплпы алганда, 
оныц цикл бойындагы қосыпды өзгерісі нольге тец 
болатындықтан, бір учаскелердс үлгая отырып, ал басқа 
учаскелерде кеми отырып өзгеріске ұшыранды.

Энтропияныц қайтымды изотермиялық процестегі өз-
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герісін табайық. Жоғарғы (ІЗЗ.З)-ке сәйкес, энтролия- 
ның өзгерісі мынаған тең:

1-*2

Тұрақты температураны қосындының сыртына шыға- 
ра отырып, мыианы аламыз:

5 2- 5 , =  ү - 7 І Д ' д = - ^ ,  (133.10)
1 1->2

мұндағы Q12— системаның / күйден 2 күйге қайтымды 
изотермиялық ауысқан кезде алған жылуы. Егер жылу- 
дың бул мөлшері теріс сан болса, онда S2<Si-

Энтропияның қайтымсыз процестегі өзгерісін табу 
үшін, системаны сол алғашқы күйіне қайтып әкелстін 
қалаған бір қайтымды процесті қарастыру керек те, сол 
процесс үшін келтірілген жылу мөлшерлсрінің қосынды- 
сын еселтеп шығару керек. Мұны мынадай мысал арқы- 
лы түсімдірейік. Температуралары әр түрлі Тх және 
Т2 (Т\> Г 2) екі денеден тұратын нзоляцияланған систе­
маны аламыз. Денелер арасында, олардыц температура- 
ларын тецестіретін жылу алмасу жүреді. Бұл процесс 
сөз жоқ, қайтымсыз және система энтропиясының ұл- 
ғаюымен байланысты болуға тиіс.

Мәселені жеңілдету үшін денелердің жылу сыйым- 
дылығын бірдей және С-га тең деп алайық. Сонда екі 
дененің ең соцгы тепе-тең температурасы мынаған тең 
болады:

(133.11)

Система энтропиясының өзгерісін есептеп шығару 
үшін, системаны, ондағы екі д<?нені бірдей Т0 температу- 
раға әкелетін, қайтымды процесті қарастырайық. Бұл 
процесс кезінде системадағы бірінші дене кез келген 
сырткы денеге өзінің температурасын Г0-ге дейін төмен- 
дететіндей жылу мөлшерін қайтымды береді де, екінші 
дене сыртқы денеден өзінің температурасын Т мәнге кө- 
теретіндей етіп, қайтымды жылу мөлшерін алады. Қай- 
ты.мды болу үшін бұл процестердіц екеуі де, системаға 
кіретін денелердің әрқайсысының және оларға сәйкес 
сыртқы дененің температуралары уакыттыц әрбір мезе- 
тінде бірдей болатындай боп өтулері ксрек.
17* 451



Біріііші дспепіц суыиү нроцесі опыц -літропііясыпми 
өзгеруіііе баіілаписты өтеді:

AS,
т і
\ d ' Q  і' С <ІТ , Т„ 

- ү -  — ү .—  - С  һ )

t  г г, 7 Г'
Ілкіпші дснсніц кы.п 11роіюсі оііыц імггроимясыпии өл- 

герү.пе ГкіГиіаііысты отсді:
т„
1* (ГО

г
A S .  -  \ а-^ ~  ----- \ С- ^ -  -  С In

Г.  7.  2

Т\>То>Т2 болгандықтап. AS] тсріс, ад AS2 оц ексіііи 
есксруіміі ксрек.

Система -літроііиясыііыц өзгерісі огап кірстіп жекс 
депе.іер ^птрошія.іарыньщ ө ігерістеріпсп турады:

YS-AS.+  \So =  C l n  - Р -  ■! С і і )  Ар1 —  С і п  т~г. ( 1 3 3 . 1 2 )

Бул (133.12) өрпскке Го-діи (133.1 )-дсгі мопіи коя 
отырыгі, система энтроппяиыц өзгсріеіпс арпалгап ақтық 
өрңскті мына түрдс аламы.з:

А5--С1

Ьул өрнсктің шынында ік>.тьдсн үлксп скепіп көрсе- 
тсиІа. Ол ушіп логарифм тацбасыпыц асгыпда тур.гап 
өрпскті былаіі түрлсндірсііік:
(Г , 7 ',)- т\ I -2 7 Ү Л ,-: 74 Г ;  —  2 Г ,Г >  I 73 +  47374

4737',, "  473 7 ', 4 7 ,7 ',

Бүл өриек бірдсп үлксп оолгаидыктап, опыц лога­
рифм! он болады да. демек, \S>().

Дспслер спстсмасыпыіі қаіітымды пзотсрмпялық про- 
цссте аткаратыи жумысыи еесптеп шыгараііық. (95.4) 
тендсу боГіыпша

d ' A = d ' Q - d U
Формула (133.5) боиыпша, каіітымды npoiu.cc кезіи- 

дс d'Q = TdS. Муиы жумыстыц d' 1 өріісгіис қом отырым, 
мыпапы аламы.з:

d'A =TdS -  did

■If»'.



Мұндағы dT = 0 болғандықтан (процесс изотермия- 
лық) TdS шамасын d(TS)  арқылы алмастыруымызға 
болады. Сонда жұмыстыц өрнегі мыпа түрге кследі:

d'A = d(TS) —d U = —d(U — TS). ( 1 3 3 . 1 3 )

С ө й т і і і , с и с т с м а н ы ң  с ы р т қ ы  д е и е л е р д е  қ а й т ы м д ы  изо- 
т е р м и я л ы қ  п р о ц е с с  к е з і н д е  а т қ а р а т ы н  ж ұ м ы с ы ,  м ы н а  
ш а м а н ы ң  к с м у і н е  т е ң  е к е н :

F ^ U - T S .  (133.14)
Мұныц өзіпен система күйініц функцнясы екеніне көз 
жеткізу оңай. Бұл бос энергия деп аталатын шама. Бұл 
система ішкі энергиясының қайтымды изотермиялық 
процестср ксзіцде сыртқы жұмысқа айналатын үлссі боп 
табылады. Ішкі энергия мен бос энергияның айырмасы- 
на тец шама TS, кейде б а й л а у л ы  э н е р г и я  деп 
аталады.

(133.13) қатысты интегралдай отырып, мынаны 
аламыз:

(А 12) изотерм = Ғ Х- Ғ 2. ( 133. 15)

Адиабаттық процестер (Q = 0) жағдайында система- 
ның атқаратын жұмысы система ішкі энергиясының ке- 
муіие тец болатынын еске түсірейік:

(А  12) адиабата =  ~ U2- ( 1 3 3 . 1 6 )

Изотермиялық процестер жагдайында ішкі энергия- 
ның ролі бос энерійіяға ауысады.

(133.16) қатыс қайтымды процестер жагдайында да, 
қайтымсыз процестер жагдайында да дұрыс бон қала 
береді. Ал (133.15) қатысты алсак, ол тек қайтымды про­
цестер жагдайында дұрыс. Қайтымсыз процестер кезінде 
d'Q<TdS  [ (133.5)-ті қараңыз]. Бұл тецсіздікті мына 
d'A=d'Q — d(J теңдеуге қоя отырып, қайтымсыз изотер- 
миялық процестер кезінде

(А 12) изотерм < Ғ х - Ғ 2 

екенін шығарып алу оңай.
Демек, бос энергияиың кемуі системаның изотермия- 

лық процесс кезінде атқара алатын жұмысыныц ец үл- 
кеп мәнін анықтайды екен.
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§ 134. Перист теоремасы

Жогарыдагы (132.11) өрпегі зпітропияныц ез моніп 
смсс, опьщ с к і түрлі к ү lire еаіікес мәпдеріпіц аііырымып 
апик/аііды. Нерпсг эмтроіиіяиыи кллапш күіідсгі ә : мә- 
пін акыктауга мүмкііішілік бсретіп гсоремаііы долслдсді.

Иерііст теоремасы (кеГіде ол тсрмодшіа мпкапыц үшіп- 
іиі бастамасы деп аталады) біллаіі деііді: абсолют тем­
пература полые үмтыліап кеаде қалагаіі дсііеііің 
энтро гнясы да полые үмтылады:

1 im 5  =--(). (134.1)
r-o

Мсрист теоремасы боііыііша қалагап депсиің затро- 
пнясы абсолют польдс полые теи. Осыпың ііегізінде те.м- 
псрат/расы Т күіідегі эптроппяны бьілаіі апықтауга бо­
ла ды:

г
5  =  (131.2)

о

Іігер, мысалы, денсніц түрақты қысымдагы жылу 
Уынымдылыгы температура фуикциясы ретінде белгілі 
болса. опда эптроппяпы мыиа формула боііыпша есептеп 
шыгаруга болады:

5  =
*C p ( T ) d T

1 1 " "• ( 1 3 4 . 3 )

§ 135. Эмтропия жәме ықтммалдық

Больцмаппың тагаііыпдауы боііышпа, дітроппяпиц 
қарагітпым статпстпкалық түеіпіктемесі бар. А.ідыцгы 
параграфта, түііықталіan, япш олі еркіпе жіберіліеп сис­
тема аітроііпясыііыц кем и алмаГіплпы көрсстілгоіі бола- 
тын. ІЛүІіііііі жаплпап, ю еркіне жіберілгсіг спстемапың 
ықтималдыгы кем күіідеп ықгпма. кіыі ы ар гілк күііге 
көшетші аііқып. І:ц ыктималділ күГігс түскеііпеи ксііін, 
система сол күііде шектсусіл \ ;.іқ уакыг қала береді. 
Егер бір емес, бірқаіар күидіц ықтпмалділгы бір.теіі ;ка- 
пе ец үлкеи болса, опда түііықталгап система мупдап 
күіілердіц біреуіиен басқаларына көшс алады. (.оіітіп, 
изоляциялапгап спстемапың аптроііпясы мсм ықтпмал-

454



дыгыпыи каспсті бірдеіі: олар не арта алады, пе н ігсріс- 
сіз кала береді.

Келтірілгеп мамымдаудан смстемаиым. эптрогшясы 
меіі ықтнмалдыгыпыц. арасында мактылы оанламыс no* 
л\та тпіс дегеп корытынды шыгады. Больцман бул ка- 
тыстыи түрі мыпадап екемін корсетті:

S=---*lnU" 1135.1)
мундагы к — Волкцмаи турактысы, ал IV' -- с п е т о м  a 
к у ii i и i iL t c p m о д и и a m и к а л ы к м к т н м а л д и 
гы дсіітін інама, омы, сил куііді ж  у кто асыруга Пола­
дим турліше тосілдсрдіц сапы1 
доп тусімуге ТІІІСПІ 1.

Б\л \Г шамппиц мопісім туеі- 
пу үпііп мина мысалди карасти- 
рапык. Ыдыста торт молекула 
(5ар делік. Ылыст1>1 оГппа екі теп 
Пөлікке - сил жоме ом бнлікке 
«5өлеГіік (301-сурст) Молекула- 
лар кодгалаті індыктап, олардым лми-үі' г.
ыдыстыц скі оадігіпе тарам орпа-
ласүи онеріп отиради. Бір-бірімем идистиц ом. жоне сол 
жақ Поліктерімде молекулалардиц таралуыма карам 
айирмаси Gap кумлерлі карастыраііык. Молекул; ларлы 
нәмірлсм әр күііді жуаеге асыруга болатып тосілдердім 
самым есентопік. Г.семтесдіц потпжесі lL’-таблпцада кел-
тірілгем. Молскулпллрдыи ыдыс л■артыларимиц арасым- 
да 1G му.мкімші,іігімем алта\и оц жактагы жо іе сол 
жактлгы мо.'іек\.'іалардым оір,к'Гі еамыпа сЛіікес келеді, 
сегі (і ыдыс жартисыным біреуіпде Пір молекула, екіл- 
шісіпде умі молекула оплатим куіілерге еомкес келеді, ал 
молекүлалардың оорі ыдысгым бір жак жартисында жм- 
налатым күіілі тек скі-ак тосілмсм жу; еге асир'та бо-
лады.

Ороір молекула тем ыктммаллыміем ыдыстыц с *л жак 
жартысымда да. о ц  /как жартысимда да панда оола ала- 
ды. Соцдыктам молекулалардии Hi турлі тара.'дымим

1 Тсрчолішлмикллик МКТІІМЛ іл і .ік  леіігіп, ж іл гіо . ж л іі і ім іім п л - 
диқ дсп лгллліин ма гсматикалик ичтлмл.ідик ілп бллкл. Г>іроете 
окіГгліши .матсмлгпколык. і і к і пмлллыгы спл окпгага іпімді жлі чаіі- 
ллрлыи слш.міыи ь і і  мүмкіи /і.агл ііилр ітіш.міл ;л іи іьки и л тоц. Дл- 
мок. п.і 6' і і і іі' К і-лимі-ц Wірчл і і/н-лі дл. бірлиі арімліі.лы. Тормодішл- 
микллілқ ык і лмл.ілик, ід'ріі'ішнг. иүтііі >кипе к алтее ле ір сгіимиі, 
кира.' і іледі.



1 2  т а б л и ц а

К ү 11 л с>р Куй.іерЦ жу іеге асы[>у 
тлсі.ідсрі Бері.ігсн ісүй- 

ді жү;егеасы- 
ру тосілдері- 

ііің сапысол жақтлғы 
молскулал.ф 

сапы
Оң ЖЛҚТЛГЫ

молеку.іалар
сапы

Сол жлқтлги 
молекулалар 

№ №
Оц жақтағи моле­

кула, іар jM'№

0 4 —■ 1 ,2 ,3 ,4 1

і 3 1 2 ,3 ,4
2 1 ,3 ,4 4
3 1,2,4
4 1,2 ,3

2 2 1,2 3 ,4
1,3 2,4
1,4 2,3 6
2,3 1,4
2,4 1,3
3,4 1,2

3 1 1,2,3 4
1,2,4 3
1,3,4 2 4
2 ,3 ,4 1

4 0 1 ,2 ,3 ,4 — 1

Барлық т лсілдер 24=  16

әрқаіісысы бірдей жиілікпен жүзеге асады. Д е м о к , бсріл- 
ген күйді жүзсгс асырудыц саны, сол к\йдіц ықтпмалды- 
ғын апықтайды.

Бүдап, біз төрт молекула жагдайыпда молекулалар- 
дың барлыгы ыдыс жартысыныц біреуін ю жпнал\ыныц 
ықтималдыгы ('/s-re тен) ү.ікен болатыиын көріп отыр- 
мыз. Алайда молекулалар саныпыц артуына бай.іаныс- 
ты жағдай таза өзгерсді. 13таблпцада он молекула жаг- 
даііында түрліше к\йлерді жүзоге асырудыц тасілдср са­
ны келтірілген. Бүл жагдайда молекулалардыц барлығы 
ыдыс жартысыныц біреуінде жнналуынын, ықпімалүығы 
небары 1/512 ғана болады. Жағдайлар санының басым
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көпшілігіндс (1024 жағдайдың 672-де) ыдыстың екі бө- 
лігінде дс молскулалардыц сапы бірдсй (5,—5) немссс 
саны бірдей болуға жақып (6—4 немссе 4—G).

N молекуланың ыдыстыц скі бөлігінің арасыпда бө- 
ліну тәсілдерінің толық саны 2д'-ге тец екенін көрсстуге 
болады (мүныц дұрыстығына N = 4 және N=10  жағдай- 
да көзіміз жетті) Сондықтан, стер молекулалар саны 
N , мысалы, 1020-ға тсц болса, онда молскулалардың бар- 
лығы ыдыстың бір 
жартысында жпналу 
ықтималдыгы шекеіз 
аз болады (ол дәреже- 
сі 1020 екіге бөлінген 
екіге тең болады)

Алгашкыда газ 
ыдыстыц оң жақ бос 
жартысынан қақпақ- 
пен бөлінген сол жақ 
жартысында тұрған 
болсын. Егер қақпақты 
суырып алсақ, газ өзі- 
нен-өзі бүкіл ыдысқа 
таралатын болады. Бұл 
процесс қайтымсыз бо­
лады, өйткені жылулық 
козғалыстың нәтиже- 
сіндс молекулалардың 
барлығының ыдыс 
жартыларыныц біреуінде жиналу ықтпмалдығы,- іс жү- 
зіндс, жоғарыда байқағанымыздай, нольге тец. Дсмек, 
газ сыртқы әсерсіз, өзінен-өзі тағы да ыдыстыц сол жақ 
бөліғінде жинала алмайды.

Сонымен, газдың бүкіл ыдысқа таралу процссінің 
қайтымсыздығы, оған ксрі нроцсстің ықтнмалдығының 
аз болуынан екец. Бұл қорытындыны басқа процестерге 
де қолдануымызға болады. Әрбір қайтымсыз процесс де- 
геніміз, оған кері процестіц ықтималдығы кем дегенде 
аз болатын процесс болып табылады.

§ 136. Идеал газдың эптроппясы

Идеал газ энтропиясына арналған өрнекті табайық. 
Энтропия адднтивті болғандықтан, оның мәнін газдың

13 - т а б л л ц а

М о .и ’ к у л а л а р  саны

Wс о л  ж а к ­
та ҒЫ он ж  акта  гм

э .10 1

1 9 1 0

2 8 45
3 7 1 2 0

4 6 2 1 0

5 5 252
6 4 2 1 0

7 3 1 2 0

8 2 45
9 1 1 0

10 0 1

Барлығы 2ю=Ю24
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S KU киломолі үшін табу жеткілікті. Газдың кез келген
т массасы үшін энтропия мынаған тең: 5 =  — о км.

Термодинамиканың бірінші бастамасыпа арналғап
(96.4) теңдеуге идеал газға қатысты dU мәнін қойсақ, 
мынадай өрнек шығады:

d'QKM = C vdT + pdV км.
Мұндағы d'Q-Aы 7-ға бөлсек, d S KM шығады [ (133.5)-ті 
қараңыз, процесс қайтымды деп саналып отыр]:

t fSKU =  C v y -  + - f d V la,. (136.1)

Идеал газ күйінің теңдеуіне сәйкес p/T = R /V км. Де- 
мек, (ІЗб.І)-ді былай жазуға болады:

d S КМ ' Г  d T  \ D d V  кмТГ +  Hip — ♦ 
* V км

dSKM -ден анықталмаған интеграл ала отырып, мына- 
ны табамыз:

5 км =  СИп T + R In V m + S omi (136.2)
мұндағы 5 0км — интегралдау тұрақтысы. (136.2) форму- 
ласы идеал газ киломолі энтропиясының өрнегін Т жэне 
V айнымалылар арқылы береді. Газ күйінің тсңдеуіне 
сүйене отырып, 5 КМ өрнегін басқа айнымалылар арқылы 
да табуға болады. (136.2)-ге Г км = RTjp қоя отырып, 
мынаны аламыз:

S KKl = C v\n T + R In R + R In T - R  In p +  S0KM.
Мұндағы R In R +  5 0км-ді S 0km арқылы белгілеіі оты­

рып жэне идеал газ жагдайында С + R = Cp скенін 
ескеріп, мынаны жазуға болады:

S KM = CP In T — R In p + S omt, (136.3)
Ақырында, (136.2) теңдеудегі 7-ні p V K,JR  арқылы 

алмастыра отырып, мынаны алуға болады:
S KM =  Cr \пр  + Ср In V KM + 5 0км, (136.4)

мұндағы
— — С і' In R.

Әр түрлі екі газды араластыргандагы энтропияның 
өзгерісін есептеп шыгарайық. Әрқайсысының мөлшері 
бір киломоль түрліше екі газ өз ара тец жәпе қақпақпен
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бөлінген V көлемдерде (302-сурет) бірдей р қысымдар 
мен бірдей Т температураларда тұрған болсын. Егер 
қақпақты алып тастасақ, газдар өз ара дмффузияға ұшы- 
райды, содан олардың әрқайсысы 2V көлемді алатын 
болады. Гіайда болған қоспада екі газдың да парциал 
қысымдары 2/р-ге тең болады.
Газдардың араласу процесі, сөз 
жоқ, қайтымсыз болуға және ол 
системаның энтропнясының ар- 
туымен байланысты болуға тиіс.
(136.3) өрнекті пайдалана оты- 
рып, екі газдыд энтропиялары- 
ныц суммасына тең, система эн- 
тропиясының бастапқы мәнін 
мына түрде жаза аламыз:

«̂ бас =  ^Cp i'ln Т — R \ ир +  +  ^Ср21п Т—

1 (136.5)
Араластырғаннан кейінгі энтропияны қоспаның екі 

компоненттері энтропияларының қосындысы ретінде 
есептеп шығаруға болады:

5ко.г=(ср11п T - R  1п^-+5 01j - f  ̂ Cp2ln T - R  1 п - | - + 5 '2 j

Энтропияның өсімшесі мынаған тең:

А5 =  с̂оиы -  S 6aс =  2R In р -  2R In -f- =  2R In 2. (136.6)

Сөйтіп, газдарды араластырған кезде энтропия шы- 
нында да артады.

Энтропия өзгерісінің түрліше газдардың кез келген. 
пары үшін бірдей болатындық жағдайы (ол 2R In 2-ге 
тең), шыққан (136.6) нәтижені теңбе-тсң компоненттер 
жағдайына да, яғни кақпақтың екі жағында да алдын 
ала берілген сол бір газ тұратын жағдайына да  қол- 
дануға болатын сияқты. Түрліше компоненттерден тең- 
бе-тең компоненттерге көшу Гиббс парадоксының пайда 
болуыпа әкеп соғады: қақпақтың алынып тасталуы диф- 
фузияны да қандайда бір қайтымсыз процестерді де ту- 
ғызбайды, бірақ соған қарамастан энтропняның (136.6) 
ға тең ұлғаюына әкеп соғады. Алайда (ІЗб.б)-ны тсңбе- 
тең компоненттер жағдайына қолдануымыз заңды 
емес. (136.6) формула түрліше^компонеиттер үшін шыға-

р, іһ
Р]=Р pt=p

№

302-сурет.
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рып алынған болатын, ал әрбір компонепттерде парци- 
ал қысым бар деуге болады. Ал тсңбе-тсц комгіо- 
ненттер жағдайын алсақ, қақпақты шығарып тастаған- 
нан кейін газдардың қоспасы емес, алғашқыдағы газдыц 
өзі шығ-ады, сонымен қатар қысымы бұрынғыдай, бірақ 
мөлшері екі моль^болады. Оның эитроішясы S соңғы фор­
мула (136.3) бойынша мынаған тең [газ мөлшері екі 
моль болғандықтан өрнекті (136.3) скі еселеу керек]:

5сонғы — 2[Ср1п Т R In P + S окм],
мұның 5 бас-ға арналған (136.5) өрнекке тсң екенін тү- 
сіну қиын емес, ол үшін соңгысы Ср і — Ср2 = Ср жэне
Soі = 5 92 =  5 окм деп ұйғарамыз.



XV Т А Р Л У 

КРИСТАЛ ДЫК, КҮИ

§ 137. Кристалдық күйдіц ерекше белгілері

Табиғаттагы қатты денелердің басым көпшілігі крис- 
талдық құрылысты боп келеді. Атап айтканда, мысалы, 
минералдардың барлығы дерлік және металдардың бәрі 
қатты күйде кристалдарға жатады.

Кристалдық күйдің, оны сұйық және газ тәрізді күй- 
лерден айыратын сипаттық белгісі ондағы а н и з о т р о 
п и я'н ы ң, яғни оның бірсыпыра физикалық қасиеттері- 
нің (механикалық, жылулық, электрлік, оптикалық 
қасиеттсрініц) багытқа байланысты болып келетінді- 
гінде.

Қасиеттері барлық бағытта бірдей боп келетін дене- 
лер, и з о т р о п т ы  денелер деп аталады. Мзотропты де- 
нслерге газдар, ксйбіреулерін есепке алмаганда, сұііық- 
тардыі^барлығы жоне аморф қатты денелер жатады. 
Сонғылар асыра суытылган сүйық боп саналады 
( 149-параграфты қараңыз).

Кристалдардың анизотропты боп келетін себебі, крис­
талл кұраГітын бөлшектердіц (атомдардың немссе мо- 
лскулалардыц) реті мен орналасуына байланысты.

Бөлшектердің ретімен орналасуы крнсталдардың 
сыртқы жақтарынын дұрыстығы арқылы байқалады. 
Кристалдар жазық жақтармен шектелігі келеді дс ол 
жақтар белгілі бір кріісталдыц әрбір берілген тегі үшін, 
белгілі бір бүрыш жасай қиылысады. Крпсталдардыц 
жапырақталып жарылуы, жымдастық жазықтықтары 
дейтін белгілі. бір жазықтықтар бонынша оңайырақ 
өтеді.

Кристалдардың геометриялық формасының дүрысты- 
гы және анизотропиясы жиі кездеспейді, себебі кристал

■іп 1



денелер көп жағдайда п о л и к р и с т а л д а р  тү- 
рінде, яғни бір-бірімен тұтасып келген және ретсіз орна- 
ласқан көптеген ұсақ кристалликтердің конгломераты 
түрінде кездеседі. Поликристалдарда анизотропия тек 
жекелеп алынған әрбір кристаллик шегінде байқалады 
да, ал тұтас дененің өзінде, оның құрамындағы кристал- 
ликтердің ретсіз ориентациялануы салдарынан, анизо­
тропия байқалмайды.

Балқыған күйден немесе ерітінді күйден кристалда- 
нуға ерекше жағдайлар туғыза отырып, кез келген зат- 
тың ірі тұтас кристалын — м о н о к р и с т а л ы н шыга- 
рып алуға болады. Кейбір минералдардьщ монокристал- 
дары табиғатта табиғи күйде кездеседі.

Кристалл атомдарының орналасу реттілігі атомдар- 
дың (ие молекулалардың) геометриялық дұрыс кеңістік 
решетка түйіндерінде орналасуымен түсіндіріледі. Бүкіл 
кристаллы к р и с т а л л ы  ң э л е м е н т а р  ұ я ш ы ғ ы  
дейтін структурасы бір элементті түрліше үш бағытта әл-

303-су.рет.

денеше рет қайталай отырып шығарып алуға болады 
(303, а-сурет). Кристалдық ұяшықтар қабырғаларының 
ұзындығы a, b және с, кристалдың ұ қ с а с т ы қ п е 
р и о д т а р ы  деп аталады.

Кристалдық ұяшық модульдары уқсастық периодта- 
рына тең, үш вектор a, b, с арқылы салынған паралле­
лепипед болып табылады. Бұл параллелепипед a, b, с қа- 
бы-рғаларымен катар, сол қабырғалардыц арасындагы 
ос, р және ү (303, б-сурет) бұрыштары арқылы сипатта- 
лады. Бұл шамалар а, Ь, с және (3, ү элементар үяшық-
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ты бір мәнді анықтайды да, оның параметрлері деп ата-
лады.

Элементар ұяшықты түрліше тосілдермен шығарып 
алуға болады. Бұл 304-суретте жазық структураны мы- 
салға ала отырып көрсетілген. Ақ және қара үш бұрыш- 
ты пліьткалармен алмасыгі келген қабырғалардың бетін 
әр түрлі ұяіиықтарды (мысалы, /, 2 және 3 ұяшықтарды 
қараңыз, стрелкалармен ұяшықтардың қайталау бағыт- 
тары көрсетілген) екі ;
түрлі бағытта әлдене- 
ше рет қайталай қап- 
тауға болады. 1 және 2 
ұяшықтардың ерекше-

, . д

* -'А'' /foy/Ь. t'S/th'
5*\ Ш  AО - • и Л-ЗЛ\-... ' АаА • »>

ліктері сол, 
структуралық элемент-

ь,ң is A  &  3 /$>ч ̂  &Ч 'і\ 4
си- -SS- Ж ;  -

оларға ,&> ^  ^ лл а
элемент-

тсріің"г минимальды |  
саны кіреді (бір қара **
және бір ақ плитка- ^  Ш І а І Ж , Ж Ж Ж  
дан). Кристалл заттың г  ~  ІГ Т Г
химиялық құрамын 
паттайтын атомдардың 
ең аз санынан түратын jftyg?
(мысалы, мұз криста-
лы жағдайында бір от- 304-сурет.
тегі атомынан және екі
сутек атомынан тұратын) кристалдық ұяшық қарапайым 
ұяшық деп аталады. Алайда әдетте қарапайым ұяшық- 
тың орнына, атомдар саны көбірек, бірақ симметриясы 
тұтас крнсталдың симметриясымен бірдей болатын эле­
ментар ұяшықты таңдап алады. Атап айтқанда, 304-су­
ретте көрсетілген жазык структура, өзіне перпендикуляр 
нлиткалардың төбесі аркылы өтетін қалаған осьтің ма- 
найында 120°-ка бүрағанда өзімен-өзі беттесетін болады. 
Элементар 3 ұяшықтың да қасиеті осындай. Ал, / мен 2 
үяшықтың симметриясы бұдан төмен: олар өздерімен 
өздері тек 360°-қа бұрағанда ғана беттесстін болады.

§ 138. Крнсталдардьщ классификацилсы
Кристалдық решетканың симметриясы олденеше түр- 

лі боп келуі мүмкін. Қристалдық решетканыц симметрия­
сы деп оның қайсыбір кеңістіктегі орын ауыстыруында 
өзімен-өзі беттесе алатын решетка қасиетін айтады.

Қандай да решетка болсын ең алдымен трансляция-



лық симметриялы болып келеді, ягни ұқсастық периоды- 
на1 тең аралыққа ауыстырған (трансляцияланған) кезде 
өзімен-өзі беттесетін болады. Симметрияның басқа іүр- 
лерінің ішінен қайсыбір осьтің мацдайында бүруға қа- 
тысты симметриями, сондай-ақ белгілі бір жазықтыққа 
қатысты айнадағЫдай шагылу симметриясын атагі 
өтейік.

Егер решетка қайсыбір осьтің маңайында 2л/я бұ- 
рышқа бұрғанда езімен-өзі беттесетін болса (демек, ось- 
тің маңында толық бір бұрғанда решетка өзімен-өзі п 
рет беттесетін болса), онда мұндай ось /t-ретті симмет­
рия осі деп аталады. Тривиальді 1-ші дәрежелі осьтен

305-сурет.
басқа тек 2-ші, 3-ші, 4-ші және 6-шы дәрежелі осьтер бо­
ла алатынын дәлелдеуге болады. Осындай осьтері бар 
структуралардың мысалдары схемалық түрде 305-сурет- 
те көрсетілген (ақ сақиналар, қара сақиналар және 
крестермен әр сортты атомдар белгіленген)

Айнадан шағылганда решетканың өзімен өзі беттесе- 
тін жазықтықтары симметрия жазықтықтары леи ата­
лады. Симметрия жазықтығының мысалы да 305-суреттс 
келтірілген.

Түрліше симметриялар кристалдық решетканың 
с и м м е т р и я  э л е м е н т т е р і  деп аталады. Симмет­
рия осі және симметрия жазықтығы-дейтіндермен қатар 
басқа да симметрия элементтсрі кездеседі, бірақ оларды 
біз карастырып жатпаймыз.

Кристалдық решеткада әрқашан бірден бірнсше сим­
метрия түрі кездеседі. Алайда симметрия элементтері 
қалай болса солай топтаса бермейді екен. Орыстыи аса 
көрнекті ғалымы Е. С. Федоров долелдегспдей симмег-

11 Решетка симметриясып қарастыргаи ксзде кристалдың шекіі 
мөлшерлерін ескермеііді де, решетканы шексіз деп алады.
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рия эледоенттерініц к е ң і с т і к  т о п т а р  делінстін не 
бары 230 комбинацияеы кездесуі мүмкіп екен. Бул 230 
кеңістік топтар симметрия бслгілеріие қарай 32 к л а с  
қ а  бөлінеді. Ақырында, элементар уяшық формасына 
қарай кристалдардыц бәрі жегі к р и с т а  л л о г р а 
ф и я л ы қ с и с г е м а т а (ягнп с и и г о п и я ғ а) бөлі- 
неді де, олардың әрқайсысына бірнеше симметрия клас- 
тары кіреді.

Симметриясыныц арту регіне қарай, кристаллогра- 
фиялық системалар былай орналасады:

1. Т р и к л и и д  і к с и с т е м а .
Оның ерекшелігі: а ф Ь ф с \  а ф $ ф у  
элементар уяшығы қиғаш бурышты 
параллелепипед формалы болады.

2. М о и о к л и н д і к с и с т е м  а.
Екі бу|)ышы тік, ал үшінші бурышы 
(оны р бурышы деи алайық) тік емес.
Демек, а ф Ь ф с \  сс —ү = 90°' (5=^90°
Элементар уяшыгы табанында парал­
лелограмм жатқан тік призма форма­
лы (ягии тік параллелепипед) болады.

3 Р о м б а  л ы қ с и с т е м а .  Бу- 306-сурет.
рыштарыныц бәрі тік, қабырғалары- 
ның бәрі op түрлі: а ф Ь ф с ,  — ^ — 90° Элементар
уяшығы тік бурышгы параллелепипед формалы болады.

Т е т р а ғ о и а л ь д ы қ с и с т е м а. Бурыштары- 
пың бәрі тік, екі қабырғасы бірдей: а = Ьфс,  а = р ^ ү  — 
=  90° Элементар уяшығы табаны квадрат тік призма 
формалы болады.

5. Р о м б о э д р  л і к (ягни трпгональдык) с и с т е  
м а. Қабыргаларының бэрі бірдс і, сондай-ак бүрышта- 
ры да бірдей, бірақ гік емес: а = Ь = с\ а = р  — ү=̂ =90° Эле- 
ментар уяшығы диагоналініц бағытында созылған неме- 
се сығылған куб формалы.

6. Г е к с а г о и а л ь д ы қ  с и с т е м а .  Қабырғалары 
және олардың арасындагы бурыштар мыпа шарттарды 
қанағаттандырады: а = Ьфс\  а = р  =  90°, ү=120° Егер 
306-суретте көрсетілгендей етіп, осындай үіп элементар 
уяшықты біріктірсек, онда алты жақты дурыс призма 
пайда болады.

7. К у б т ы қ с и с т е м а  Қабырғаларының борі бір 
дсй, бұрыштарынын бәрі тік: a = b — c\ а = р = ү =  90° Эле­
ментар ұяшығы куб формалы болады.
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Кристалдық решеткаңың түйіндеріндо орналасқан' 
бөлшектсрдің табнғатына және олардың арасындағы өз 
ара эсер күштердің сипатына қарай кристалдық решет- 
калардың төрт типін және соларға сәйкес кристалдар- 
дың мына төрт типін айырады: иондық, атомдық, метал- 
дық және молекулалық кристалдар.

1. И о н д ы қ к р и с т а л д а р .  Кристалдық решет- 
каның түйіндерінде таңбасы әр түрлі иондар орналаса- 
ды. Олардың арасындағы өз ара эсер күштер негізінен 
электростатикалық (кулондық) болып келеді. Әр текті 
зарядтармен зарядталған иондардың арасындағы элек- 
тростатикалық тартылыс күшке қатысты байланыс г е

т - е р о п о л ю с т і к  (немесе и о н 
д ы қ) деп аталады. 307-суретте 
көрсетілген ас тұзының (NaCl) 
решеткасы иондық решетканың 
нағыз мысалы болады. Бұл ре­
шетка кубтық системаға жатады. 
Ақ сақиналармен оң зарядталған 
натрий иондары, ал қара дөңге- 
лектермен хлордыц теріс ионда­
ры белгілепген. Суреттен беріл- 
ген таңбалы ионның оң жақын 
көршісі оған қарама-қарсы таң- 
балы ион екені байқалады. Газ 
тәрізді күйде NaCl жұбымен нат­

рий ионы мен хлор ионы біріккен молекулалардан тура- 
ды. Молекула құрайтын Na ионы мен С1 ионының тобы 
кристалл ішінде өздерініц оқшауланған күйінен айыры- 
лып қалады. Иондық кристалл молекулалардан емес, 
иондардан тұрады. Тұтас кристалды бір зор молекула 
ретінде қарастыруға болады.

2. А т о м д ы қ к р и с т а л д а р .  Кристалдық решет­
ка түйіндеріндс нейтраль атомдар орналасады. Нейтраль 
атомдарды кристалда (сонымен қатар молекулада) бі- 
ріктіріп түратын байланыс г о м е о и о л ю с т і к (нсме- 
се к о в а л е н т т і к) деп аталады. Гомеополюстік бай­
ланыс жағдайында өз ара эсер күштер де электрлік күш 
сипатты (бірақ кулон күші емес) болады. Бүл күштің 
табиғатын тек кванттық механика негізінде түсінуімізге 
болады.

§ 139. Крнсталдық решеткалардыц физикалық типтері
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Гомеополюстік байланыс электрондық жұп арқылы 
жүзеге асады. Мұның өзін екі атомның арасындағы 
байланысты қамтамасыз етуге әр атомнан бір электрон 
қатысады деп білу керек. Осы себептен де геометрпялық 
байланыс бағытталған болады. Гетерополюстік байла­
ныс кезімде әрбір ион оған жеткілікті жақын жатқан 
иондардың бәріне эсер етеді. Гомеополярлық байланыс 
кезінде эсер тск алынған атоммен электрондық пары бар 
атомға ғана бағытталған болады. Гомеополюстік байла­
ныс тек валентгік электрондар арқылы, яғни атоммен 
байланыстары нашар электрондар арқылы жүзеге асуы 
мүмкін. Ал әрбір электрон бір атоммен ғана байланысты 
қамтамасыз ететіндіктен, берілген атомның басқа атом- 
дармен байланыс саны (яғни оның байланыс жасай ала- 
тын көршілерінің саны) оның валенттілігіне тең.

Атомдық кристалдардың нақты мь салына алмас пен 
графит жатады. Бұл заттың екеуінің де табиғаттары бір- 
дей (олар көміртек атомдарынан тұрады), бірақ крис- 
талдық құрылыстары әр түрлі. 308-суретте алмас решет- 
касы, 308, б-суретте графит решеткасы көрсетілген. Бұл

мьгсалдан кристалдық структуранын заттыц қасиетіне 
қалай эсер ететінін байқаймыз.

Германий (Ge) мен кремний (Si) сияқты жартылай 
өткізгіштердің де кристалдық решеткалары алмастікі 
сияқты (алмас типті решетка) болады. Бұл решетканың 
ерекшелігіне әрбір атомның, одан бірдей қашықтықта 
орналасқан, дұрыс тетраэдрдің төбелеріндегі төрт көр- 
шілес атоммен қоршаулы түратыны жатады. Төрт ва- 
ленттік электронный, әрқайсысы берілген атомды көрші- 
лес атомдардың бірёуімен байланыстырып тұратын элек- 
трондық жүпқа кіреді.
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3. М е т а л д ы қ к р и с т а л д а р. Крнсталдық ре- 
шетканың барлық түйіндеріндс мсталдың оц нондары ор- 
наласады. Олардыц арасында газ молекулалары сияқты, 
иондар түзілген кезде атомдардан бөліиіп шыққан элск- 
трондар ретсіз қозғалып жүрсді. Бұл злектрондар оң 
иондарды біріктіре отырып, «цемент» ролін аткарады, 
ксрі жағдайда иондардың арасындагы тебіліс күштері- 
ніц әсерінеп решетка қирап қалар сді. Соиымен қатар 
электрондарды, крпсталдық рсшетканың шегінде ион- 
дар ұстап тұрады да, одан бөлініп кете алмайды.

Металдардың көпшілігінің решсткасы мына үш түр- 
лі типтің біріне жатады: көлемі центрленген куб решет­
ка (309, а-сурет), жақтары центрленген куб решетка

309-сурет.

(309, г-рурет) және толық гексагональды деп аталатын 
решетка (309, в-сурет). Соңғы решетка ]/"8/3-ке тең с/а 
қатысьтмен анықталатын гексагональдық решеткага жа­
тады. Жақтары центрленген куб решетка мен тыгыз гек­
сагональды решетка бірдей шарлардыц анагүрлым ты­
гыз салынуына сәйкес келеді.

4. М о л е к у л а л ы к р е ш е т к а .  Кристалдық ре- 
шетканың түйіндерінде белгілі бір түрде багдарланган 
молекулалар орналасады. Кристалдагы молекулалар- 
дың арасындагы байланыс күштіц табнгаты, газдардың 
идеалдықтан ауытқуына себсп болатын молекулалар 
арасындагы тартылыс күштер табпғатымен бірдей бола- 
ды. Сондықтан оны ван-дер-ваальстық күштер деп атаіі- 
ды. Молекулалық решетка қүрайтын, мысалы, мына 
заттар: 112, N2, 0 2, С 0 2, Н20. Сөйтіп, мүз, сонымсн қатар 
құргақ мүз (қатты көмір қышқылы)— молекулалық 
крнсталдарга жататын заттар.
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# Кристалдық решстканың түйіндері бөлшектсрдің ор- 
таша қалпын анықтайды. Ал бөлшектердің өзі (иондар, 
атомдар немесе молекулалар) осы орташа қалыптардыц 
маңайында үздіксіз тербеліп тұрады және ол тербелістің 
интенсивтігі температураға байланысты артады.

Кристалл қүрайтын бөлшектердің арасындағы тарты- 
лыс күштер жеткілікті аз қашықтықтарда, қашықтық- 
тың азаюына байланысты тез үлғаятын тебіліс күште- 
ріне айналады. Бұл екі әр текті ион жағдайында да дұ- 
рыс, өйткені иондардыц электрондық қабықшалары тым 
жақындаған кезде, олардың арасындағы тебіліс күштер 
қатты біліне бастайды'

Сөйтіп, кристалдағы 
кез кслген бөлшектердіц 
арасындағы өз ара әсер- 
дің 310-суретте көрсетіл- 
ген потенциялық қисық 
арқылы анықталуы мүм- 
кін (264-суретпен салыс- 
тырыңыз). Бүл қисық ми- 
нимумге қатысты симмет- 
риялы емес. Осы себеп- 
тен де бөлшектердіц тепе- 
теңдік қалпының ма- 
ңайындагы өте әлсіз тер- 
белістер ғана гармония- 
лык тербеліске жақын 
боп келеді. Тербеліс 
амплитудалары арткап 
сайын (бұл температураның жоғарылауына байланыс­
ты) тербелістің ангармониялығы (яғпи тербелістердің 
гармониялықтан ауытқуы) ұлғая бастайды. Бұл бөлшек- 
тер арасындағы орташа қашықтықтардыц, 310-сурстте 
көрсетілгендей, артуына, демек, кристалл көлемінің үл- 
ғаюына әкеп соғадьг. Кристалдардың жылулық үлгаюы 
осылай түсіндіріледі. 1

§ 140. Кристалдардағы жылулық қозғалыстар

1 Иондар арасындағы өз ара эсер, екі нүктелік зарядтардыц 
арасындағы өз ара әсерге қарағанда анағұрлым күрделі сипатта 
болады.

469



§ 141. Крнсталдардың жылу сыйымдылығы

Бөлшектердің кристалдық решетка түйіндерінде ор- 
наласуы олардыц потенциялық энергияларының ми- 
нимумына сәйкес'келеді. Бөлшектің тепе-тең күйден кез 
келген бағытта ауысқан кезінде бөлшекті алғашқы қал- 
пына қайтаруға тырысатын күш иайда болады да, содан 
бөлшек тербеліске түседі. Кез келген бағыттағы тербе- 
лісті өз ара перпендикуляр үш координаттар осі бағы- 
тында жіктей аламыз. Сөйтіп, кристалдағы әрбір бөл- 
шектің үш түрлі тербеліс еркіндік дәрежёсі болады деп 
алуға тиіспіз.

Жоғарыдағы 101-параграфта тағайындағанымыздай, 
бір бөлшектің әрбір тербеліс еркіндік дәрежесіне, орта- 
ша алғанда кТ-\\ъ\\\ екі жлртысына тең — оның бірі ки- 
нетикалық энергия түрінде, ал екіншісі потенциялық 
энергия түрінде — энергия тиесілі болады. Демек, әр бөл- 
шекке — атомдық решетка жағдайында әр атомга, ал 
молекулалық решетка жағдайында эрбір молекулаға1— 
орташа алғанда 3 кТ-ге тең энергия тиесілі болады. 
Кристалдық күйдегі заттың киломолінің эпергиясын бір 
бөлшекгің орташа энергиясын кристалдық решетка 
түйіндеріндегі бөлшектер санына көбейту аркылы таба 
аламыз/ Соңғы сан тек химиялық қарапайым заттар 
жағдайында ғана N A Авогадро санына сәйкес келеді. 
Мысалы, NaCl сияқты күрделі затты алсақ, бвлшектер 
саны 2Агл-ға тең, өйткені NaCl моліне N А натрий атом- 
дары және Cl хлор атомдары кіреді.

Атомдық не молекулалық кристалдар құрайтын хи- 
миялық қарапайым заттарды қарастырумен шектеле 
отырып, кристалдық күйдегі заттың килограмм-атомы- 
ның ішкі энергиясы үшін мына өрнекті жаза аламыз:

Um = N A3kT = 3RT
Ішкі энергияның температураның бір градусқа артуы- 

на сәйкес өзгерісі (102.6) бойынша тұрақты көлемдегі 
жылу сыйымдылығына тең. Демек,

С у =  3R ~  25 • 101 * 3 дж/град • кг-ат. (111.1)
Қатты денелердің көлсмі қыздырған кезде онша елеу-
1 Молекулальіқ кристалдар жагдайында істіц жоні күрдолірек. 

Молекулаларда ілгерілімелі тербелістсрмеи қатар айиалмалы тербе-
лістер байқалады. Оның үстіне .молекулэның қурамыпдағы атомдар
тербеліске түседі.
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лі өзгере қоймайтындықтан, олардың тұрақты қысымда- 
гы жылу сыйымдылығының тұрақты көлемдегі жылу 
сыйымдылығынан айырмашылығы онша болмайды, сон- 
дықтан Ср^ С у  деп.алып, тек қатты дененің жылу сы- 
йымдылығын сөз етуімізге болады.

Сонымен кристалдық күйдегі химиялық қарапайым 
заттардың килограмм-атомдық жылу сыйымдылығы бір- 
дей және 25-103 дж/град• кг-ат-ға тең болады екен. Осы 
айтылған түжырым тәжірибе жүзінде тағайындалған 
Дюлонг және Пгп зацының мазмұны боп табылады. Бұл 
заң бөлме температурасы 
жағдайында көптеген зат- ?

рінің жылу сыйымдылығы Г3-ке пропорционал боп келе- 
ді де, тек жеткілікті жоғарғы темлератураларда, әр де- 
не үшін өз алдына бір нйқтылы температурада (141.1) 
орындала бастайды. Денелердің көпшілігі үшін бұл тү- 
рақтылық бөлме температурасыныц өзінде-ақ бастала- 
ды, ал алмас жагдайыидл жылу сыйымдылығы (1 11.1)- 
дегі мәніне тек 1000° С-қа жуық температураларда 
жетеді.

Эйнштейн мен Дебай қүрған қатты денелердің жылу 
сыйымдылығының дәл теориясы ең алдымен тербелмелі 
қозғалыс энергиясының квантталғанын есепке алады 
(102-параграфты қараңыз). Екіншіден, теория кристал- 
дық решеткадағы бөлшектер тербелісініц тәуслсіз емес- 
тігін есепке алады. Тепе-теңдік қалыптан ауысқан бөл- 
шек өзіне жақын тұрған бөлшектерді ілестіріп ала кете- 
ді. Кристалдағы бөлшектердіц арасындағы күшті өз ара 
эсер нәтижесінде кез келген бөлшектің тербелісінен 
туған импульс басқа бөлшектерге беріледі де, содан 
кристалда жүгірме толқын гіайда болады. Кристалл ше-
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каралығында толқын шағылатын болады. Тура және 
шағылган толқынның қосылғанында тұрғын толқынныц 
пайда болатыны белгілі. ІІІектелген ортадағы турғын 
толқындар нақтылы шарттарды қанағаттандырулары 
тиіс (осындай шарттарға, мысалы, ортаның шекарасын- 
да толқынның шоқтығы болу қажет екендігі жөніндегі 
талап жатады) Осындай шарттар тұрғын толқынныц 
толқын ұзындыгы немесс тсрбеліс жиілігі қандаіі болуы 
керек скендігіне тиісті шек қояды. Екі шеті бекітілген 
шектің бойында, мысалы, толқын ұзындыгы 1 = пк/2 шар- 
тын қанағаттандыратын тұрғын толқындар пайда болуы 
мүмкін екені белғілі, мүндағы I — шектін ұзындыгы, ал 
п — бүтін сам. Сөйтіп, кристалдардағы жылулық қозға- 
лыстарды тұтас бір топ дискретті жиіліктері бар (спектр 
арқылы) түрғын толқындар деп қарастыруға болады 
екен.

Кристалдар жылу сыйымдылығының кванттық тео- 
риясы тәжірпбелік мәліметтерге жақсы сәйкес келеді; 
атаи айтқанда, теория жоғарғы температуралар жағ- 
дайында (141.1) өрнскті береді.



XVI Т А Р А У

СҮЙЫҚ КҮЙ

§ 142. Сүйықтардың қүрылысы

Сұйық күй, газдар мен кристалдардыц ортасындағы 
аралық қалыпты ала тұрып, өзіне осы күйлердің екеуінің 
де кейбір белгілсрін үйлестіреді. Атап айтқанда, сұйық- 
тар кристалл дснелер сияқты, белгілі бір көлемніц бо-, 
луымен снпатталады сонымен катар газдар сияқты, өзі 
түрған ыдыстың формасын алады. Әрі қарай, кристал- 
дык күйде бөлшектердің (ато.мдардың немссе молекула- 
лардың) ретті орналасу ерекшелігі байқалса, газдарда 
осы түрғыдан ретсіздік (хаос) толық үстем болады. Рснт- 
генографиялық зерттеулерге қарағанда сүйықтарда, бөл- 
шектердің орналасу снпатына қатысты, аралық калыпта 
болады екен. Сүйық бөлшектерінің орналасуында бсргі 
тәртіп реттілігі дейтін байқалады. Мүның мәнісі мына- 
дай: кез келген бөлшеккс қатысты алғаида, оган ең жа- 
қын көршілес бөлшектср ретімен орналасып келеді. 
Алайда, алынған бөліиектен алыстаған сайым басқа бөл- 
шектердің оған қатысты орналасуыныц гәртібі кем и 
береді де, ақыр аяғында көгі ұзамай-ақ толық жойылып 
кетеді. Кристалдарда а р ғ ы  р е т т і л і г і  байқала- 
ды — бөлшектердің қалаған бөлшекке салыстырып ал 
ғандағы тәртіпті орналасуы елеулі колем шегінде бай- 
қалады.

Сүйықтарда байқалатын бергі реттіліктің болуынан 
сұйықтар құрылымын квази-кристалдық (кристалга ұқ- 
сас) деп атайды.
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Арғы рсттілік болмагапдықтап, сүііық крпсталдар 
дейтіндерді ссспке алмаганда сүиыктарда бөлшсктсрі 
рстті орпаласкаи, кристалдардыц ерекшеліі іпе жататып 
а н 11 з о т р о п и я б а п қ а л м а и д ы.

Үзартылгап молекулалары бар сүиыктарда елеулі кө- 
лемдор шегіііде молекулалардыц бірдсп багдарлаиуы 
баііқалады жәпе огап баиламысты олардыц оптпкалық 
және тагы баска қаснсттсріпіц атізотроппясы баііқала- 
ды. Осындаіі сүиыктар сүііық крпсталлар деп аталатып 
болды. Оларда тек молекулалардыц баі дарлапуы реттсл- 
гсн, ал молекулалардыц'оз ара орпаласуыпа келеек, он- 
да кодімгі сүпықтардагы спяқтьт, аргы рсттілік бапкал- 
манды.

Сүііык күіідіц өзіпіи каспсттсрі жөиінсп сошна кур- 
дел! болык келуі де, сүііықтардыц аралық қалыпта бо- 
луына баплапысты. Сопдыктаіі оныи. теорпясы, кристал- 
дық күіід.іи теорпясымси, оеіресс, газ торізді күпдің тсо- 
рііясымсн салыстырі апда паіиар дамытылган. Күпі 
бүгінге дсііііі с ү і іы ктлр  тыц толык аякталгап жонс көпші- 
лік моііыидагаи теорпясы жоқ. Сүпық күп теорпясыныц 
бірсыпыра ііроблемаларып та/ідап іпешеде елеулі табые- 
тарга жеткеп совет окымыстысы Я. II. Френкель болды.

Френкель бопыпша сүііықтардагы жылулық козга- 
^ыстардыц сппаты мынадаГі: орбір молекула бір шама 
уакыт бойыпда белгілі бір тепе-тепдік қалыптыц ма- 
пайында тербеліс жасап түрады. N'лкыт өткеп саііын мо­
лекула алгашкы молекулалардам өл мөлшерлерімси іиа- 
малас кашыктыкка, жаца калыпқа ыргып түсу арқылы, 
өзіпің тепе-тецдік орпын өзгертеді. Сөптім, молскулалар 
бірсыгіыра уакыт бслгілі бір орындардыц мапаііында ка­
ла отырып, сүііык ішіпде баяу гана орыіі ауыстырады. 
я. И. Френкельдід бейпслегі аіітуы боііыііша, молскула­
лар көшпслі өмір сүре отырып, бүкіл сүпык көлеміиде 
саяхат жасаііды, кыска мсрзімді көшпелілік салыстыр- 
малы үзақ мерзііутді отырыкшылыкпеи ауысып отырады. 
Бұл отырыкиіылыктыц үзактыгы әр қнлы болады 
да, бірімен-бірі рстсіз алмасьш отырады, бірак сол тепс- 
теидік қалыптыц манапындаіы тербелістіц орташа үзақ- 
тыгы әр сүйык үшіп белгілі бір шамада болады екен дс, 
опып өзі температурапың жогарылауыиа баГыапысты 
ксиет кеміп отырады. Осыіаи банланысты темпераrvpa- 
пы жогарылаткапда молекулалардыц козгалгыштыгы
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күшті артады, бұл өзіпіц кезегінде сұиықтың тұтқырлы-
гып азайтуга әкеп согады.

Көптеген қаснеттері жагынаи кріісталдардап гөрі 
сұііықтарға жақын келетіп қатты депслср бар. Аморф 
қатты депелср дсп аталатыпдарда анизотропия байқал- 
майды. Олардыц бөлшсктеріпіи орналасуыида супық 
бөлшектеріпдсгіден тек бсргі реттілік байқалады. 
Аморф катты денедсп еуйыққа ауысу қыздыргап кез- 
де үздіксіз жүзеге асады, ал крнсталдардыц еуйық күйге 
ауысуы сскірмслі түрде жүзеге асады (бул жөнінде то- 
лығырақ 149-параграфта аптылады). Mine, осыныц бәрі 
аморф қатты денслсрді, олардаты бөлшектердіц қозғал- 
ғыштыгы түтқырлықтыц күшті артуынан іиектеліп кал­
ган ,асыра суытылган еуйыкка жаткызуга мүмкіпшілік 
береді.

Аморф катты депспіц пакты мыеалыпа шыпыны алу- 
га болады. Сонымеп катар аморф дснелсрге смола, ба- 
лауьіз жэпе т. б. жатады.

§ М3. Беттік керілу

f
І ---------

.'X.TN
/* * * A « ө  > 1
V

>• X _ X X <•> X X
* L _

Сұйық молекулаларымыц бір-біріпе жакын орпаласуы 
сопша, олардың арасындагы күштердіц мәпі едәуір 
боп келеді. Өз ара эсер күіптері кашықтыкка бапланыс- 
ты тез азаятындыктан (264-еурсттегі қпсықты қарацыз) 
кейбір кашықтықтан бастаи, молекулалардыц арасын­
дагы тартылыс күштсріп ссксрмсугс болады. Бул 
г қашықтык өзімізге бурынпап 
(118-параграфты карацыз) белгі- 
лі, молекул алық эсер радиусы 
деп аталады, ал радиусы г сфера 
молекул ал ық эсер сферасы деп 
аталады. Молекул а лык эсер ра- 
диусыныц шамасы жуықтап мо- 
лекулапыц бірнсше эффективті 
дпаметр'шдеп болады.

Әрбір молекула пентрі беріл* 
ген молскулага дэл кслетін молекулалық эсер сферасы- 
ның шегінде жаткан барлық көршілсс молскулалар та- 
рапынап тартылыска ушырайды. Бүл күштердіц барлы- 
ғынык қорытқы күші сүйық бетінен г қашықтыктан ар-

X X *\
* Ө  х
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312-сурот.
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тық қашықтықтагы молекула үшін орта ссеппсн алған- 
да, сөз жоқ, нольге тем, (312-сурет) Егер молекула сұ- 
йық бетінен r-ден аз қашықтықта тұрса, онда істің жәйі 
бөлек. Будыц (яғни сұйықпен шектееіп тұрған газдың) 
тыгыздығы сұйық тығыздығынан бірнеше есе аз бол- 
ғандықтан, суйық шегінен сыртқа шығып тұрған моле- 
кулалық эсер сферасының бөлігі молекулалармен, сфе- 
раның қалғаи бөлігімен салыстырғанда, азырақ толған 
болады. Соның нәтнжесінде, қалыңдығы г беттік қабат- 
тағы әрбір молекулаға сұйық ішіне бағытталған күш 
эсер ететін болады. Бұл күштіц шамасы қабаттың ішкі 
шекарасынан сыртқа қарайтын бағытта өседі.

Молекуланың сұйық тереңінен беттік қабатқа ауы- 
суы, беттік қабатта эсер етуші күштерге карсы жұмыс 
атқару қажеттігімен байланысты. Бұл жұмыс молекула- 
ның кинетикалық энергиясы қорының есебінен атқары- 
лады да, жогарыға лақтырылған дененің жердің тарту 
күшіне қарсы атқаратын жұмысы дененің потенциялық 
энергиясын- ұлгайтуға кететіні сияқты, молекуланық по- 
тенциялық энергиясын арттыруға кетеді. Молекула 
сұйық тереңдігіне кері ауысқанда, молекуланың беттік 
қабаттағы потенциялық энергиясы, молекуланың кинети- 
калық энергиясына айналады.

Сонымен, молекуланың беттік қабатта қосымша по- 
тенцнялық энергиясы болады. Тұтасымен алганда беттік 
қабаттын оның құрамды бөлігі ретінде сұйықтьщ ішкі 
энергиясына кіретін қосымша потенциялық энергиясы 
болады.

Тспе-теңдік қалып потенциялық эпсргияның миннму- 
мына сәйкес келетіндіктен, сұйықтың беті өзінен-өзі ми- 
нимальды форманы, яғнн шар формасын алатын бола­
ды. Әдетте біз «өз еркіне жіберілген» сұйықты смес, жер- 
дің тартылыс күші эсер етіп тұрган сұйықты 
бақылаймыз. Бұл жагдайда сұйық қосынды энергия- 
ның —тартылыс күші өрісінің энергиясы мен беттік энер- 
гияныц минимумына сәйкес келетін форманы алады.

Дененің мөлшерін ұлгайтқан кезде, оның көлемі сы- 
зықтық өлшемдердің кубы сияқты, ал бсті тек квадраты 
сияқты артады. Сондықтан дененіц көлеміне иропорцпо- 
нал тартылыс өрісініц энергиясы дененің мөлшсріне 
байланысты беттік энергиядан гөрі тсзірск өзгереді. 
Сұйыктыц усак тамшыларында бсттік энергия блсым 
роль атқарады, сопдықтан мундай тамшылардыц фор-
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маеы сфсралык формата жуык болады. Суііыктыи ірі 
тамшылары тарты.іыс күшторнііи ассріпоп, бул жагдаіі- 
да да бсттік якрпіяпыц артатыпыііа карамаетап, жаііы- 
лып кстоді. Супмктиц ірі массалары. ост! горплопталі» 
еркіп болып, оадері қуни.ігап идыспдн формасын а.іады.

Бсттік эисрпіясы. бо. іа гыіідык.1 an. с\ііыктарда на бс- 
т і і і  алаіітугл і ырысатындык иаііқа.іады. Суііык нпп 
жпырылуга гырысатып ксрілті  серііімді плепкагп куііы- 
лып копгап спякты'үстаііди. Шыиыпдл супыкты сырты- 
пап шскгеп турі ан сіпкппдап нлсіікапыц жок скспі сстс 
болу ксрск. Бстгік кабат, тутас суііык қапдаіі молскула- 
лардап турса, сопдаіі молск\.іалардаи турады да. бсгтік 
қабаттагы мн.іскмлалардыіі арасыпдагы иа ара осор сп- 
паты суііық ііпіпдсгідсГі б о . К І Д Ы .  І СТІ Ң мопісі, тск бсттік 
қабаттагы молскулалардын супыкгыд ішіпдсп мн.іску- 
лалармон салыстыргапда кпсымша дісрпіясы болатын- 
дыгыпда.

Суііық бстіиіи туііык контур,\ісп піектслгсіі бі|) белі- 
гіп оіііиа бөліп а.іаііық. Осы учаскепіц кыскаруга тыры- 
сатыпдыіы опың өлімеп піскаралас учаскелсрге букіл 
контуріа таран бө.ііпгсп күмітермеп осер отстіплігіио 
оксп согады (Ныотоппыц үпіітпі аацы бопыпіиа бсттік 
қабаттыц сырткы учаскслсрі бсттіи карастырылып отыр- 
ган учаскссіпс ша.масы соіідап, бірак багыты огап қара- 
ма-қарсы куіппсмі осср стсді) Булкүштер б с т т і к  кс 
р і л у  и \  in т с р і дсп агалады. Бсттік ксрі.іу күші 
супық бстіпс жаиама бопымсіі о ;і осср етіп тургап кон­
тур учаскесінс псрііспдіі!\\ ляр баі ытталган.

Контур уаыпдыіыпыц бір 
өлшсміііе осср етстіп бсттік кс- 
рі.іу кушіп а аркылы бслгі- 
леііік. Бул піамапы б с т т і к  
к с р і л у к о -) ф (|) II ц II о II т і 
дсиді. Они мстрге қатысты 
ІІыотон (СІІ спстсмасыпда) 
нсмссе саптпметргс қатысти 
дппа (СГС спстсмасыпда) ар­
кылы өлшенді. Сунықтиц бет- 
тік ксрілу коэффицпсптініц шамасы суііықтыи табпгаты- 
на жәнс оныц қапдаіі жагданда тургапына, атап айтқап- 
да, тсмпературага баплапысты болады.

КандаГі да бір процссті қарастыраііык. Опын бары- 
сыпда суііык бсті оптсуір бір сыртқы куштіц әсеріпен ул-
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ғаятын болсын. Мұндай жағдай, мысалы, суйықтың жі- 
ңішке түтіктен ағып шыққан кезінде байқалады (313-су- 
рет). Ондай түтіктен сұйық тамшылап агады. Тікелей 
үзілсрдің алдында тамшы, формасын жуықтап цилиндр 
тәрізді деп алуға болатын, жіңішке мойында ілініп тү- 
рады. Тамшының салмағын мойынның көлденең қнмасын 
шектеген контур бойына эсер ететін беттік керілу күші 
теңгеріп тұрады. Бұл күштердіц қорытқы күшін 2лга-ту- 
pi нде жаза аламыз, мұндағы г — мойынның радиусы. 
Мойынның ұзындығы Д/-ге ұлғайғанда, салмақ күші мы- 
надай жұмыс өндіреді:

А' = 2лгаАІ = аАа,

мұндағы Да = 2л/'Д/ — тамшы бетінің өсімшесі (беттің 
ауданын белгілеу үшін стәрпі алынып отыр, өйткені 5 әр- 
пімен бүл параграфта энтропияны белгілейтін боламыз).

Егер беттің ұлғаю процесі адиабатты өтетін болса, он- 
да сүйыққа жүмсалатын жұмыс сұйықтың ішкі 
энергиясының өсімшесіие тец болар еді: AU — А'  =  аДа. 
Алайда, бұл жағдайда ішкі энергияның өсімшесі беттік 
знергияныц AU бет өсімшесінен ғана емес, әрі көлемдік 
энергияның өсімшесінен, яғни сұйықтың ішкі бөліктері 
энергиясының AUк«л өсімшесінен қүралған болар еді. Бу­
ран себеп, беттіц ұлғаюы сұйықтың сууына байланыс- 
ты өтеді (молекула тереңдіктен сұйықтыц беттік қабаты- 
на ауысқанда, оның жылдамдығы азаятынын сско' түсі- 
рейік) Ішкі энергия беттік энергияның есебінен ғана 
өзгеруі үшіи (яғпи AU = AU6CT болу үшін), сұйық бетінің 
ұлғаю процесін нзотермиялық жүргізу керек. Бүл жағ- 
дайда Л' =  аДажұмыс атқарылуы есебінен сұйық бетініц 
ұлғаюы, сұйықты қоршаган ортадан сұйыққа Q = TAS  ̂
=  Д (TS) жылудыц келуімен байланысты болады. Энер­
гия аддитивті шама болғандықтан, бүл өрнектегі 5-ті 
сұйықтық беттік қабатының энтропиясы деп түсінуімізге 
болады (сұйықтыц ішкі бөліктерініц күйі, демек, оныц 
энтропиясы да өзғермейді) Сөйтіп, ішкі энергпяның 
өсімшесі мынаған тец болады:

AU — AU сет = A ' +  Q =  а Да + Д (TS)

Соиғы қатысты мыпа түрдс жазуымызға болады: 

аДа = Д (U — Г5)6ет — АҒ
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мұндағы А Ғ бет ауданы Аа беттік қабаттың бос энер- 
гиясы1

Сонымен, біз беттік керілу коэффициент! а сұйық бе- 
тінің бірлік үлесіне тиісті бос эпергияға тең дейтін қор- 
тындыға келдік. Сондықтан оны ныотон бөлінген метр 
есебімен алынған өлшем (немесе сантиметрге қатысты 
диналар) арқылы ғана емес, әрі 
квадрат метрге катысты джоуль- 
дер арқылы да, сәйкес сантиметр 
квадратқа қатысты эрг арқылы 
да анықтауға болады.

14-таблицада бөлме темпера- 
турасындағы кейбір суйықтар 
үшін а-ның мәндері келтірілген.

Қоспалар беттік керілу коэф- 
фицнентінің мәніне күшті эсер 
етеді. Атап айтқанда, мысалы, су- 
ға еріткен сабын, оныц беттік керілу коэффициенты 
0,045 н/м-гс дейін төмендетеді. Суға ерітілген NaCl онын 
бетуік керілу коэффициенты, керісінше, арттырады.

Температураны жоғарылатқан сайын сұйық пен оның 
қаныққан буыпың тығыздықтарындағы айырмашылық 
азая береді. Кризистік температурада сс нольге айна- 
лады.

Заттар а, н/м

Сынап
с у
Бензол
Спирт
Эфир

0,490
0,073
0,029
0,023
0,020

§ 144. Сүйықтыц нмек бетініц астындағы қысым

Қайсыбір жазық контурға тірелген сұйық бетін ка- 
растырайық (314, а-сурет). Егер сұйық беті жазық бол-

маса, онда оныц қыс-
! { \

Ро
а)

314-сурет.

қаруға тырысуы суиық 
беті жазық болғанда- 
ғы оган түсетін кысым- 
ға қосымша қысымнын 
пайда болуына әкегі 
соғады. Бет дөңес бол- 

ран жағдайда, бұл косымша қысым оң (314, б-сурет) ал 
ойыс бет жағдайында — теріс (314, в-сурет). Соңғы жағ- 
дайда беттік қабат қысқаруға тырыса отырып, сұйықты 
созатын болады.

Қосымша қысымның шамасы, сөз жоқ, беттік керілу
1 (133.14) формуланьт қараңыз.
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к о э ф ф и ц и е н т  сс м е п  б о т т і ң  к і і с ы қ т ы г ы и ь ш  у л г а ю ы н а  

б а і і л л н ы с т ы  а р т у г а  т п і с .  С у Г і ы к т ы и  с ф е р а л ы к  б е т і н с  с о і 'і - 

к е с  к о с ы м ш а  к ы е ы м д ы  е с с п т е п  ш ы г л р а н ы к .  О л  у і и і м  

с у и ы к т ы и  с ф е р а  т о р һ л і  т а м ш ы с ы п  д и а м с т р а л ь д і  ж а з ы к -  

т ы к п е п  о і і і і і а  е к і  ж л р т ы  i n a p i ' a  б н л е п і к  ( 3 1 5 - с у р с т )  Б е т -  

т і к  к с р і л у д і ц  а р к а с ы п л а  ж а р т ы  ш а р л а р д ы ц  е к е у і  д с  б і р -

б і р і п е  м ы п а г а п  т с ц  к у н ш е н  т а р т ы -

Л|Г)-с\р' і

' і а т ы п  б о л а д ы :

/ = !а -■ 2nRa.
Е у л  к у ш  / к а р т ы  і п а р л а р л ы ц  с к е -  

у і и  д с  S~--r\R'2 б е т т і ц  б о і і ы . м с н  б і р і -  

і і с - б і р і и  к ы с а т ы п  б о л а д ы  д а ,  д с м с к ,  

м ы  п а л а  і і  к о с ы  м ш а  қ ы с ы м  т у т ы -  

л а д ы :

/
Л '

'2 -R j 2 t
г/?- '"  “ТГ (144.1)

С ф е р а  л ы к  б с т т і ц  к н с ь ’ к т ы г ы  

б а р л ы к  ж е р л е  б і р л е і і  л е ,  с ( | ) е р а  р а д и у с ы  R - м е н  а и ы к т а -  

, п а д ы .  И е г у р л ы м  R  л ;; б о л е н ,  с о г у р л ы м  с ф е р а л ы к  б е т т і ң  

к п с ы к т ы г ы  а  р т ы  к  б о , ' і а т ы п ы '  а і і к і > ш .  Қ а л а г л п  б е т т і ц  к п -  

с ы к т ы г ы п  o j ) T a i u a  к п с ы к т ы к  л е Г і т і і і і м е и  с н и л т т а у г а  к с -  

л і с к е п ,  О у л  б е т т і ц  о р  п ү к т е с і  ү і і і і п  т у р л і ш е  б о л у ы  

м  у м к і п .

О р т а ш а  к п с ы к т ы к  н о р м а л ь  к п м а н ы ц  к п с ы к т ы г ы  а р -  

қ ы л ы  а и ы к т а л н д ь у  Б е т т і н  к а Г і с ы б і р  н ү к т с д е г і  н о р м а л ь  

қ п м а с ы  л е и  о с ы  б е т т і и  к а р а с т ы р ы л ы п  о т ы р г а н  п ү к т е д е г і  

б с т к е  т у р г ы і ы л г а п  н о р м а л ь  а р к ы л ы  ж \ р г і ; ; і л г с н  ж а з ы қ -  

т ы к п е п  к п ы л ы с у  е ы л ы г ы п  а п т н д ы .  С ф е р а  ү ш і п  к а л а г а н  

н о р м а л ь  к п м а  р а д и у с ы  R  ( R  —  с ф е р а п ы ц  р а д и с с ы )  ш с ц -  

б е р  б о н  к е л е д і .  Ш а м а  / 7 - 1 / / ?  с ф е р а  к и с ы к т ы г ы и  б е р с л і .  

Ж а л м ы  / к а г д а п л а ,  б і р  п у к г е  а р к ы л ы  ж у р г і л і л г е п  т у р л і -  

п і е  н о р м а л ь  к п м а л а р л ы и  с о л  н ү к т е д е п  қ н с ы к т ы қ т а р ы  

г у р л і ш е  б о л а д ы .  Г о о м е т р п я д л  к с р і  к п с ь ц с т ы к  р а д п у с т а р -  

л ы н  ж а р т ы  к о с ы н д ы с ы :

Н  —  ( —  і ~ )  ( 1 4 1 . 2 )
2 ' R  і /Л. I

о:-, а р а  п е р п с ч г т п к \  л я р  н о р м а л ь  к п м а л а р л ы ц  к е з  к е л г е н  
ж у б ы  \ і п іп  б і р л е і і  б о л а т ы н ы  л о л е л д е п е л і .  Б е т т і н  а л ы п -  
г а п  н ү к т с д с г і  о р т н п ы  к п с ы к т ы г ы  о с ы  ш а м а  б о л а д ы .

С о ц г ы  ( 14 1 . 2)  ф п р м у л л д л г ы  R і м е и  АС р а л п \ с т а р ы  - 
а л п . б р а л ы к  ш а м а л а р .  Е г е р  н о р м а л ь  к п м а п ы ц  к п с ы к т ы қ



центрі беттің астыцгы жағында болса, онда сәйкес қи- 
сықтық радиусы оң сан, егер қисықтық центрі беттің жо- 
ғаргы жағында болса, онда қисықтық радиусы теріс сан 
болады (316-сурет). Сөйтіи, жазық смес беттің орташа 
қисықтығы нольге тец болуы мүмкін. Ол үшіп R і және

формула, егер Я-ты қай нүктеде қо- 
сымша қысым анықталса, беттің сол нүктедегі орташа 
кисықтығы деп білсск, кез келген формадағы бет үшін 
орындалады. (144.3) өрнегіне орташа қнсықтыққа ар- 
налған (144.2) өрнекті қоя отырып, кез келғен беттің. 
астындагы қосымша кысым үшін мына формуланы шы- 
ғарып аламыз:

Д / , = а ( ^ Г  +  І ) -  ( , 4 4  4 >
О с ы н ы Л а п л а с  ф о р м у л а с ы дейді.
Қосымша кысым (144.4) жіңішке түтікшелердегі (ка- 

сүйық децгейініц өзгсруінс себепкер 
болады, сондықтап ол кейде капилляр- 
лык. қысым деп аталады.

Радиусы R дөңгелек цилиндрдің бе- 
тін қарастырайық. Нормаль қималар 
ретінде цилиндр осі арқылы өтетін жа- 
зықтықтын қимасын және оськс пер­
пендикуляр жазықтықтың қимасын 
алайық (317-сурет) Бірінші қима ту­
зу сызық болады (Rx = с о ) ,  екііішісі — 
радиусы R (R2 = R) шеңбер боладьк 

Цилиндр беттің қисықтығы, (144.2) формуласы бойын- 
ша, 1/2/?-ге тең, яғни радиусы сондай сфсралық беттіц 
қисьтқтығынан 2 есе кіші. Радиусы R цилиндр беттіц ас- 
тындагы қосымша қысым, (144.4) формула бойынша

пиллярлардагы)
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A p = r . - L - .  (144.5)

Егер сұйықта газ көпіршігі болса, онда көпіршік беті 
қысқаруға тырыса отырып, газға қосымша қысым түсі- 
ретін болады. (144.1) формулаға келтірген пайымдауы- 
мызды қайталай отырып, бұл қысымның шамасы 2а/R- 
ге тең екенін көрсетуге болады. Қосымша қысым 1 ат 
болатындай, судағы көпіршіктің радиусын табайық. Су- 
дың 20° С-тағы беттік керілу коэффициент! 0,073 н/м-ге 
тең, ал 1 ат жуықтап 105 ц/м2-қа сәйкес келеді. Демек, 
R үшін мынадай мән шығады:

Қ =  — —^5— ~  1,5-10“6 м =  1,5-10 3 мм.

Сөйтіп, көпіршік диаметрі жуықтап 3 мк болғанда, 
Ар—\ ат екен. Диаметрі 1 мм көпіршік үшін қосымша 
қысым 2 мм сын. бағанасына артады.

§ 145. Суйық пен қатты депе шекарасындағы
қүбылыстар

Жоғарыдағы 143-параграфта беттік қабаттағы моле- 
кулаларға байланысты айтылған ерекше жағдайлар, тұ- 
тасымен қатты денелерге де қатысты. Демек, қатты де-

нелерде де, сұйықтардағыдай 
беттік керілу байқалады екен.

Түрліше орталарды боліп 
түратын шекаралардағы күбы- 
лыстарды қарастырғанда, су- 
йықтың немесе қатты дененің 
беттік энергиясы берілген 
сүйықтың иемесе қатты дене- 
ніц касиеттеріне гана емес, орі 
онымен шекаралас түрған зат- 

тың да қасиетіне байланысты скенін есте үстау керек. 
Дәлірек айтканда, бір-бірімен шекаралас скі заттың қо- 
сындылаушы беттік энергиясын сс12 қарастыруымыз ке­
рек (318-сурет) Онда да, заттардыц біреуі газ тәрізді, 
екінші затпен химиялық реакцняга түспейтін және онда 
ерімейтін болған жағдайда ғана екінші сүііықтың немесе 
қатты дененің беттік энергиясы жайында (немесе беттік 
керілу коэффициентін) сөз етуімізге болады.

т -----------
һ ___ _ ; \

-------------------

318-сурет.
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Егер бір-бірімен үш зат: қатты, суйық және газ тәріз- 
ді зат шекаралас жатса (319-сурет), онда бір тұтас сис­
тема, қосынды потенциялық энергияның (беттік, тарты- 
лыс күш өрісі және т. с. с.) минимумына сәйкес келетін 
конфигүрацияға ие болады. Атап айтқанда, үш заттың 
барлыгының шекаралас контуры қатты дене бетінде кон­
тур элементінің ыгыса алатын багытына (ягни қатты де­
не бетіне жүргізілген жанама багытына) контурдың 
әрбір элементіне түсірілген барлық беттік керілу күште- 
рінің проекцнялары нольге айналатындай болыгі орна-

К о н т у р  з п с м е н т і

319-сурет.

ласады. 319-суреттен ұзындыгы Д/ контур элементінің 
тепе-тең шарты былай жазылады:

Д/с6қ,г “ЬЛ/оСс.г cos і), (145.1)

мүндағы а қ>г а қ,с жэне а с,г — мына шекаралардагы 
қатты дене — газ, қатты дене — сұйық және сұйық — газ, 
беттік керілу коэффициенттері.

Сұйықтың ішінде қатты дене беті мен сүйық бетіне 
жүргізілген жанамалардың арасындағы 0 бүрыш, ж и 
е к т і к  б ұ р ы ш  деп аталады. (145.1) қатысына сәнкес:

cos 0 =  (145.2)
а с, г

Жиектік бұрышты (145.2) өрнек арқылы
1 * К ,  Г Д қ ,  С I j

а с, г ^
(145.3)

шарты орындалғанда ғана анықтауға болады.
Егер (145.3) шарт орындалмайтын болса, яғни
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| a K, r  — а қ,с | > а - с , г  болса, онда О-нын, ешқандай мәнін- 
де тепе-тецдік орнауы мүмкін емес. Бұл мына екі жағ- 
дайда жүзеге асады:

1) а К)Г > а  Қіс +<хс,г Бұрыш ft қаншалық аз болға- 
мымен де, а К)Г күш қалған екі күштен артық (320, а-су- 
рет). Бұл жағдайда сұйық қатты дене бетімен шексіз 
жайылып кетеді — т о л ы қ ж ұ ғ у  пайда болады. Қат- 
ты дене — газ бетін қалған екі бетпен: қатты дене — 
сұйық және. сұйық — газ — алмастырғанымыз энергия 
тұрғысынан тиімді екен. Толық жұққан кезде жиектік 
бұрыш нольге тең.

<х ЛГц.е

320-сурет.

2) а Қ)С > с с қ , г  + а с ,г Бұрыш ft қаншалық л-ге жуық 
болғанымен, а қ,с күш қалған екі күштен артық (320, 
б-сурет). Бұл жағдайда сүйықтың қатты денемен шека- 
ралық беті нүктеге айналады да, сұйық қатты деие бс- 
тінен ажырайды — мүлде жұқпау жүзеге асады. Қатты 
дене—сұйық бетін мы­
на екі бетпен: қатты 
дене ■— газ және сұ- 
йық — газ бетімен ал- 
мастырғанымыз энер- 
гиялық тұрғыдан тиім- 
ді екен. Мүлде жұқпа- 
ған кезде жиектік бү- 
рыш л-ге тең.

Жоғарыдағы (145.3) шарты орындалган жағдайда 
аҚ)Г және а к,с арасындағы іліктестікке қарай жиектік 
бұрыш сүйір болып та, доғал больш та шыгуы мүмкін. 
Егер а қ,г > а қ>с болса, онда c o s 0 > 0  және г*) бүрышы 
сүйір болады (321, а-сурет). Бұл жагдайда жарым-жар- 
тылай жүғу байқалады. Егер а қ>,; <сск,с болса, онда 
cos\()< 0  және бұрыш Ф доғал (321, б-сурет) Бұл жаг­
дайда жарым жартылай жұқпау байкалады.

Жүқпау қызық қүбылыстар тудыра алады. Мыеалы,
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майланган пне мен майлангап үетара жүзі су бетінде 
қалқып жүре алатыны белгілі. Бүл бір қараганда гажап 
боп көрінетін қүбылыеты, ец дүрысы, энергия түріыеы- 
пан түсіндірген қолайлы. Майланган бо.іат бетіпе еу 
жүқпайды, билат — су жанасу бетіпіц энергнясы, бо 
лат — ауа немесе ауа — с у  беті энергиягыпл К а р а г а н д а ,  

анағүрлым улкен болады.
ІІненіц еуға толық батып 
кетуі, беттік энергияныц 
vSaK,r мәннен (болат—ауа),
S a KC мәнге депін (болат- 
су) артуымен байланысты 
болады, мүндағы S — пне- 
ніц беті. Суға батыргапда- 
ғы беттік энергияныц өзге- 
рісі 322-суреттс көрсетілгеп 

кнсыгы аркылы кес- 
кінделеді. һ әрпі арқылы 
нненіц ыдыс түбінен бнікті- 
гі белгіленгсп, — сұйык 
бетініц ыдыс түбі денгейінен биіктігі. Иненіц жердің 
ЕТЛр тартылыс өріеіндегі потенциялық энергнясының Іі 
биіктікке тәуелділігі координата басы арқылы өтетін ту­
зу сызык бон келеді. Ё бет иен Е тар қосындысына тец

толық энергияныц һ = 
= /г0 болганда миниму­
мы болады, сондықтан 
да нненіц су бстінде 
қалқып жүруінс мүм- 
кіншілік туады. І:.гер 
ннсні басып, оныц то- 
лык, энергнясы міши- 

мумнан өтетіндей және азая бастайтындай тереидікке 
батырса, онда ине одан әрі өзі бата бастайды да, ақы- 
рында батып кетеді.

«Суды елеуіште үстау» қүбылысы да, осылайша тү- 
сіндіріледі. Егер су елеуішкс жүқпайтын болса (ол ушііі 
елеуіш жіптерін парафинмен майлау керек) жоне су ка­
наты -аса қалыц болмаса, онда сүйық деңгейініц азгана 
төмендеуі (323-сурет) шамасы жәнінен тартылыс күиіте 
рі өрісіндегі энергиядак артық беттік энергияныц ул 
ғаюына байланысты болады. Сондықтан су елсуіште тө- 
гілмей түрады.

323-сурот
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§ 1 1(>. Капнллирлық қүбылыстар

Жпектік бүрыштыц болуы ыдыс қабырғасыныц ма- 
цайыида сүиық бетінің ііілуіне океп согады. Жінішко 
түтіктс (капиллярда1) иомесс скі қабырганыц арасыпда- 
гы жүқа еацылаүда сүиык бсті түтас піледі.

Егер суйык қабыр- 
ғага жұғатын болса, 
беттіц формасы ойыс, 
егер жүқпайтын бол­
са — дөңес болады 
(324-сурет). Сұйыкгын 
осы сиякты нілген беті 
м е н и с к  деп аталады.

Егер капиллярды 
бір шетінен кең ыдыс- 
қа қүйылғап сұйыққа 
батыратын болсақ, он- 
да капиллярдағы піл- 
ген беттің астындағы 

қысымныц кең.ыдыстағы сүйықтың жазық бетіндегі қы- 
сымнан айырмашылығы ( 144.4) формулада анықтала- 
тын, \р шамасында болады. Соныц салдарынан жүққан- 
да капиллярдагы сұйық деңгейі жогары, ал жүқпағанда 
төмен болады.

Жіңішке түтіктер мен тар саңылауларда сұйық дең- 
гейі биіктігінің өзгеруі капиллярлық деген ат алды. Кец 
магынада. алғанда капиллярлық қүбылыстар деп беттік 
керілуге байланысты қүбылыстардыц бәрін айтады. Атап 
айтқанда, бсттік керілуге байланысты ( 144.4) қысым, 
бүрын айтылғандай, капиллярлық қысым деп аталады.

Қапиллярдағы сүйық децгей.і мсн кец ыдыстағы сү- 
йық деңгсйінің айырымы һ, гидростатпкалық қысым рgfi 
капиллярлық қысымды Др тецгеріп түратындай болып 
қалыптасады:

( 1 4 6 . 1 )

Бул формулада а — сүйық — газ шекарасындагы бет- 
тік керілу күші, R — менискініц қпсықтық радиусы.

1 Латыпша capillus шаш дсгеп сөз. Кагнмлнр —<ліаш сияқты 
жіцішке түтік»,



Меішскініц кисықтык радпусып R жмекгік бурыш 0 
жапе капиллярлар радиусы г арқылы өрінкіеуі с. б о ла  
ды. Шыны'ида да, 32 1-суреттеі) /? =  /-/еоч 0 с к с і і і  коріпіп 
тур. Л\уны (146.1) өрпсппе коя отырып жопе одам шык- 
кан тецдеуді һ арқыды шепіе отырып, м ы п а  формулага 
келеміз:

Іі — 2 'і  с і  >s И

'/gr 046.2)

Жүгатып суГіықтьщ капилляр бойымеп көтерідетіні- 
нс, ал жукпайтын суйықтыц- төмендейтініне сэйкес,
(146.2) формула К л / 2  болган жагдайда (cos 0>0) ои 
һ және 0>л /2  (cosf)<0) болған жағдайда теріс һ Пе­
ред і.

(146.2) өрнекті дәлелдегсн кеаде, біа мениск форма- 
сын сфсралық деп уйғарганбыз. Бұл /і-қа арналган фор- 
муланы мениск формасы жөнінде ешқандай арнайы ұй- 
ғарындыны қажет етпейтін энергиялык турғыдан да до- 
лелдей а. і а мыз.

Менискінің тепе-теңдік қалпы еуйық-капнлляр еисте- 
масынын Е р потенциялык энергиясынын миннмумына 
сәйкес келеді. Бұл энергия суйык ка- 
бырга, сұйық — газ және қабырға — га \ 
шекараларындағы беттік энергия мен 
жердіц тартылыс өрісіндегі сұйықтыи ио- 
тенциялық энергияеыньш қосындысынап 
туррды.

Суйықтыц кашіллярда көтерілу бпік- 
тігініц азгана өзгерісіне сәйкес келетіп 
энергиянын \ Е Р өсімшесін табайық. Бп- 
іктік Д/г-қа артқан кезде, сұйыктыц ка­
пилляр. қабырғасымен жапасм беті 2пг\һ-  
қа улгаяды, соныи са.ідарынан энергия 
2л/'А//сск,с -ға тсц оеімпіепі алады. Осымеп бір ^акыгта 
газдыц капилляр қабыріасымеп жанасү беті а <анды да, 
энергия шамасы 2лгЛ//сі -га тец мөліперді* ниереді. 
Жердін тартылыс өрісіндегі потенцнялық оперши /оқа 
көбейтілген суйықтыц штрпхталгап кә.іемініи (325-cv- 
P'.'Tj салмагына тен, япш gpnr2h\h-Kа тец осіміпе а.іады 
Сұйық деңгейінін кеп. ыдыстағы юэгеріми ескермеуге бо­
ла ды. Свйтіи,

і

3 2 г) г ү р г т .

Л Е р  =  2лг(аКіг ) , \ һ  + л г ^ ц һ М і .

Г.г 1*7



< Чыднп мыиас шыгады.
dl,,
dh = 2-г (укК. Г 7-K.r) ! -r*pgh.

Ьүл туындыны полые теней отырып, тепс-тецдік шар- 
тын шыгарып аламыз да, еол арқылы’мынаны табамыз:

һ 2 ('<■к.. I с.с)
( 1 4 6 . 3 )

Алайда, (145.2)-ге сәйкес а қ,г — а к,с = а с,г cos Ө\ 
Бүл мәнді (146.3)-ке қойып және а с.і -ні тікелеп a ap- 
кылы бслгілей отырып, (146.2) формуланы шығарып
а л а  м ы з .

Сүпыққа батырылган параллель пластпикалар ара- 
сыпдагы тар сацылаүдағы менискінің формасы қнсык- 
тық радиусы R(dj 2) cos О цилиндр тәрізді болады (d — 
пластпикалар арасындагы сацылау) Қапиллярлык қы-
сым бұл жағдайда (144.5) бойынша мынағаи тек: ~р== 

2 а  c o s  О 
' d

2а cos 4 
d Р Rh

шартынан мынаулиығады:
J  __  2а COS !>

І:гер бсттері an падай жылтыратылғап су жүқтырыл- 
гаи екі пластинканы беттестірсек, онда олардың арасын- 
да біліперлгктей іліпісу 
күш пайда болады. Бүл 
құбылыс былай түсінді- 
ріледі. ГТластинкалар ара- 
сындағы саңылауда сүйық 326-сурет.
беті күшті иілгеп (326-су­
рет). Демек, с.үйық ішіндегі цысым атмосфералық қы- 
сымпан

\ р  -
R\

шамасыпда кем болады.
Толык, жүққан жагдайда R [=d/ i2, мүндағы d — гілас- 

тиналар арасыпдағы саңылаудың шамасы. ІІластіша- 
ларға параллель жазықтык. қимасыиыц Яч радиусы
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д с п

алуымьпга бола.чы. Нгер әр пластпнапың сұііық жүкқап 
бетініц ауданын 5 деп алсақ. онда пластпналар біріне- 
бірі мынагап тсц  күіипен оыгылатыи болады:

Пластпналар арасындагы сацылаудыи шамасы плас- 
тнналар бсттеріпдсгі кедір-бұдырлар мөлшеріпе байла- 
пысты болады. Сацылау мөлшері 1 мк және пластина- 
ларға жұкқан су болса, Ар мәні шамалап 1 ат болады-, 
содан, стер пластпналар мөлшері 10X10 см болса, онда 
олардың арасындагы ілініс күш 100 /сг-ға дейін барады.

Егер пластпналар арасында жұқпайтыи сұйық қаба- 
ты тұрса, онда пластиналарды бір-бірінсн тебілтетін күпі 
панда болады. Бүл күштіц шамасы да (146.4) бойынша 
аныкталады.

R | деп едоуір үлксп. С п і і д ы қ т а н ,  Л р ^  у ~  — —



X V I I  Т Л Р А У

ФАЗАЛЫҚ ТЕПЕ-ТЕҢДІКТЕР MEN АУЫСУЛАР

§ 147. Кіріспе

Термодинампкада фаза деп өздсрінің касисттері жө- 
нінен системаның біртекті бірдей бөліктерінің жпнағын 
айтады. Фаза уғымын мынадай мысалдар арқылы түсін- 
дірейік. Жабық ыдыста су жәнс оның үстінде ауа мен су 
буының қоспасы тұр. Бүл жағдайда біз екі фазадан тү- 
ратын системамен істес боламыз: бір фазаны су, ал екін- 
шіні — ауа мен су буының қоспасы қүрацды. Егер суға 
бірнеше кесек мүз тастасақ, онда мүздың бұл кесектері- 
ніц бәрі үшінші фазаны қүрайтын болады. Қандай да 
бір заттың түрліше крпсталдық модпфпкацнясы түрліше 
фаза болып табылады. Атап айтқанда, мысалы, алмас 
иен графит көміртегініц түрлішс қатты фазаларына жа- 
тады.

Белгілі бір жагдайларДд бір заттыц түрлішо фазала- 
ры бірімен-бірі өз ара жанаса отырын, тепе-тендікте бо­
ла алады. Екі фазаның тепе-тецдігі температуранын тек 
белгілі бір иитервалында жүзеғе аса алады, онда да тем­
пературанын әрбір мәніне тепс-теңдік орнайтын р қы- 
сымның белгілі бір моні сойкес келеді. Сөйтіп, екі фаза- 
ның тепе-тендік күйлері (р, Т) дпаграммада мына сы- 
з ы қ п е н к е с к і 11 д е л е д і:

Р = І(Т) (М7.1)

Атап айтқанда, мысалы, сүйық пон оныц қанықкан 
'буының тепе-теңдіғі, 119-параграфта байқаганымыздай, 
үштік пүкте температурасы мен крпзпстік темпсратура- 
і іы н  арасындағы тсмпературалық’ пптерналда байқалуы
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лі үм к in. Бүл жагдайда қаныккаи бу ссрпімділігіпіи қп- 
сыгы (147.1) функцпяныи графпгі болып табылады.

Бір заттыц үш фазасы (қатты, сүііық жәнс газ тәріз- 
ді фаза, немесс екі қатты жәпс бір сұйық фаза) темпе- 
ратура мен кысымныц бір жалгыз-ақ мәнінде тепе-тец- 
дікте түра алады, бұларға (р , Т) диаграммасыпда ү ш 
т і к нүкте дсп аталатып сәйкес келеді. Бүл пүктс 
жұбымен алынган фазалардыц тене-тецдік қисықтары- 
мыц киылысында жатады.

Термодинамикада тәжірпбелерге сәйкес тепе-тецдік 
күйде бір заттың көп болганда үш-ақ фазасы болатын- 
дығы дәлелденді.

Бір фазадан екінші фазага ауысу әдетте жасырын 
жылу, яі ни жай жылу деп аталатыы қайсыбір жылу мөл- 
шсрініц жүтылуына немссе бөлініп шыгуына байланыс 
ты болады. Крпсталдық моднфикацнялардың бір түрі- 
нен екінші түріне ауысуы ксйде жылу мөлшеріп жүтуға 
немесс бөліп шығаруга байланысты болмайды. Мұндан 
ауысулар, «әдімгі бірінші текті фазалық ауысулардан 
бөлек, екінші текті фазалық ауысулар деп аталады. Біз 
тек бірінші текті фазалық ауысуларды карастыратын бо- 
ламыз.

§ 148. Булану және конденсация

Ксз келгеп температурада сүііық жонс қатты дене- 
лерде энергиясы басқа молекулалардыц сүйық немссе 
катты дене бетінен бөлінуі үшін, тартылыс күштерін 
жеңіп шығуына, газ тәрізді күйге көшуіне жсткілікті, 
бірсыпыра молекулалар болады. Сүііықтыц газ тэрізді 
күйге ауысуы булану ден аталады, ал қатты депепің газ 
күйінс ауысуы сублимация деп аталады.

Қатты денелердіц бәрі, түгелінсн, қай дәрежеде бол- 
ганымен.сублимацияга (буға айналу) үшырайды. Қеи- 
бір, мысалы, көмір кышқылы сияқты заттарда сублима­
ция процесі елеулі жылдамдықнен өтеді; ал баска зат­
тарда бұл процеСтіц кәдімгі температуралардагы баяу 
өтуі соншалық»іс жүзінде ол ссзілмейді.

Булану және сублимация кезінде денедеп анагүрлым 
тсз қозгалатын молекудалар шығып кетеді дс соныц сал- 
дарынаи қалган молекулалардыц орташа энергнясы 
азайып, дене суиды. Буланған (немссе сублимацпялан- 
ган) деиенің температурасьш түрақты етіп үстау үшін,



огам сырттан үздіксіз жылу келтіріп туру кажет. Булану 
температурасында турган* заттьш бір өлшсм массасын 
түгелінен буга айналдыру үінін жумеалатып жылу q 
\i с и ш i к т i б v л а и у (пемесс сублимация) ж ы л \ ы 
дсп аталады.

Конденсация кезінде булануга жумсалгап жылу кері 
кайтарылады: конденсация кезінде панда болтан суйық 
(немесе.қатты денс) қызатын болады.

Суйықтыц булану жылуын есептеп шыгарайык. 
Суйық мөлшерінің бір шама буланып, газ тәрізді фазаға 
ауысқан кезде, молекулалар беттік қабатта эсер ететін 
куштерге қарсы жумыс өндірулері керек (143-параграф­
ты қараңыз) Бул күштер қабат қалыцдыгы г-і а тең 
жолда эсер етеді. Бұл жолдагы күштердіц орташа мәніп 
/ арқылы, ал суйықтыц бірлік массасындағы молекула­
лар санын п' арқылы бслгілеп, беттік қабатта эсер етуіні
күштерге қарсы жұмысты n'fr түрінде жазуымызга бо­
лады. Булану процесіне байланысты заттыц көлемі өсе- 
ді, осыныц салдарынан да сыртқы күштерге қарсы жұ- 
мыстыц орындалу қажеттігі туады. Егер булану тұрақ- 
ты сыртқы р қысымда өтетін болса, сыртқы куштерге 
қарсы орындалатын жұмыс мынаган тец болады: p(Vo — 
— Кс), мундағы V бжәне V с— бу мен суйықтың меншік.ті 
көлемдері. Жоғарыда көрсетілген жумыстардың екеуі 
де, q булану жылуының есебінен орындалады. Сөйтіп,

q = n']r + p ( V ’6- V  с) (148.1)
Бул (148.1) өрнектен, булану жылуы температураға 

байланысты азаятыны байғсалады. Шынында да, темпе­
ратура артқан сайын қаныққан будыц тығыздығы арта- 
ды да, бұл өзінің кезегінде беттік қабатта турған моле- 
кулаға эсер ететін күшті кемітеді. Сондай-ақ, қаныққап 
бу мен сұйықтьщ меншікті көлемдерінің айырмашылығы 
кемиді. Демек, температура артқан сайын (148.1) өрнек- 
тегі қосылғыштардың екеуі де азаяды. Қризистік темпе- 
ратурада булану жылуы нольге айналады.

Сүйық пен оның буыныц арасында тепе-теңдік пайда 
болу процесін қарастырайық. Жарым-жартылай суйық 
толтырған бітеу ыдысты алып (327-сурет), алғашқыда 
суйық үстіндегі кеңістіктен зат түгел сорып алынған дегі 
ұйғарайық. Булану салдарынан сұйық үстіндегі кецістік 
молекулаларға тола бастайды. Газ тәрізді'фазаға ауыс-



кап молекулалар, ха осты қозғала отырып, сұйық беті- 
мен соқтыгысатып болады, содам бұл соқтыгыетардыц 
бір бөлсгіис байланысты молекулалар сұйық фазага 
ауысады. ,\ ақыт бірлігіиде сұйык фазага ауысатын мо- 
лекула.тардыц саны, сөз жоқ, сұйык бстіме соқтыіыса- 
тын молекулалардың самыма ііронорциопал 
болады. ал бул өзіиіц кезегіпде пи-га про- 
порциомал, яі-нм р кысымга байламысты 
өссді. Дсмек, буланумеи катар молекула- 
лардын газ торізді фазадаи суйық фазага 
көшуіміц кері процесі журіп жатады жопс 
о н ы і і  иитенсивтігі суйықтыц үстіндегі кеціс- 
тікте молекулалар тыгыздыгы ұлгайган 
сайын өседі. Қысым (берілгеи темпсратура- 
га сәйкес) белгілі бір нактылы мәнге жет- 
кенмен кейім, сұйыктан шыгын жатқан мо- 
лекулалардыц самы мем оғап кері қайтып жатқан моле-, 
кулалардьш саны бірдей бон шыгады. Осы мезсттен бас 
тап, будын тығыздыгының өзгеруі тоқталады. Суйык пен 
будың арасында өзгермелі тепе-теңдік пайда болады 
(327-ссрет) және ол снстеманың көлемі нсмесе теммера- 
турасы қашан өзгергенге дейіп бұзылмайды.

Өзгермелі тепе-тендікке сәйксс келетін кысы.%;, ка 
ныққан будын қысымы р к.г> болыи табылады. Егер ыдыс 
көлемін ұлғайтсак, будыц кысымы төмендсп кетеді де, 
тепе-теңдік бұзылатын болады. Сонын нәтижесінде 
сұйықтыц қосымша мөлшері буға айналады да, кысым 
тағы да р к.б -ға тец боп шыгады. Осыган уқсас көлсмпіц 
азаюы да будыц бір шама мөлшерінің сұйыққа айпалуы- 
на байланысты болады.

Уакыт бірлігініц ішінде суйықтан бөліпіп шыгатыи 
молекулалар саны температураға банланысты күшті ар- 
тады. Сұйық бетіне соқтыгысатын молекулалар сапыныц 
температуріаға байланыстылыгы кемірек болады (v ар- 
қылы V  Т ретінде). Сондықтан тсмператураны арттыр- 
ған ксздс фазалар арасындагы тепе-тецдік бузылалы да, 
біршама уақыт ішінде сұйық->бу багытыпдагы моле 
кулалар ағыны бу сұйық бағытындағы молекулалар 
ағынынан басым болады. Бұл жагдай, қашан қысымнын 
артуы, өзгермелі тепе-тсцдікті қайта калыптастырганға 
Дейін созылады. Сөйтіп, сұйық пен будыц арасында өз- 
гермелі тепе-тецдік пайда болатын қысым, ягми қанық-

327-сүгет.
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қан будың қысымы, температураға байланысты болады 
екен. Бұл байланыстылық 274-суретте көрсетілген.

Сұйық пен газдың арасындағы тепе-теңдік жөнінде 
айтылғанның бәрің қатты дене-газ системасы үшін де 
қолдануға болады. Әрбір температураға қатты дене мен 
газдыц арасында өзгермелі тепе-теңдік қалыптасатын 
қысымның нақтылы мәні сәйкес келеді. Қөптегеп дене 
лер үшін, мысалы, қатты металдар сияқты денелер үшін 
бұл қысымның кәдімгі температураларда аз болатынь 
сонша, оны өте сезгіш құралдар арқылы да анықтауға- 
болмайды.

§ 149. Балқу және крнсталдану

Кристалдық дененің сұйық күйге көшуі әр зат үшін 
белгілі бір температурада өтеді де, балқу жылуы дейтін 
бІр шама жылу мөлшерін жұмсауды қажет етеді. Ал- 
ғашқыда кристалдық күйде тұрған денеге минут сайын

бірдей жылу мөлшерІ 
, . жұмсалса, онда дене

температу р а с ы н ы ң 
уақытқа байланысты 
өзгеруі 328-суретте 
көрсетілгендей болады. 
Бастапқы кезде дене- 
нің температурасы бір- 
тіндеп өседі. Балқу 

температурасына Т л 
жеткеннен кейін (328- 
суреттегі I нүкте), де-

£v

Л

328-сурет.

неге жылудың бұрынғыша берілгеніне қарамастан, оныц 
температурасыныц өзгерісі тоқталады. Осы кезде^қатты 
дененің балқу процесі басталады да, соның барысында 
заттың жаңа үлестері біртінден сұйыққа айнала береді.. 
Балку процесі аяқталғаннан кейін және зат толығымен 
сұйық күйге ауысып болғаннан кейін (328-суреттегі 2 
нүкте) температура тағы да жоғарылай бастайды.

Аморф дененің қыздыру қисықтығының түрі бұдан 
өзгеше (328-суреттегі пунктирмен сызылган қнсыкты 
караңыэ). Бір қалыпты жылу берген жағдайда аморф 
дененің температурасы үздіксіз өседі. Аморф денелерде 
нақтылы сұйьіқ күйге кешу температурасы болмайды. 
Бұл көшу секірмелі емес, үздіксіз жүзеге асады. Тек де-
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неніц жумсауы кай температуралар шегінде жүзеге аса- 
тынын көрсетуге болады. Мұның өзі сұйықтар мен 
аморф денелер тек молекулаларының қозғалгыштық дә- 
режесімен айырылатынын — аморф денелердін, бұрып 
ескерткеніміз бойынша, күшті асыра суыткаи сұйыктар- 
ға жататындыгымен түсіндіріледі.

Балку температурасы қысымға байланысты болады. 
Сөйтіп, кристалдық күйдіц сұйық күйге ауысуы, қысым 
мен температураның мәндерімен сипатталатын белгілі 
бір жағдайларда жүзеге асады. Бүл мәндердің жинағы- 
на (р , Т) диаграммадағы балқу қисығы деп аталатын 
қисык сәйкес келеді. Балқу қисығы өте шүғыл болып ке- 
леді. Мұздың балку температурасын, мысалы, 1°-ка өз- 
герту үшін, қысымды 132 аг-ға өзгерту керек.

Балку қисығының нүктелері кристалдык фаза мен 
сүйық фазаның бір-бірімен тепе-теңдікте кандай жағдай- 
ларда түра алатыны" көрсетеді. Мұндай тепе-тецдік 
сұйык пен кристалдар массаларынын кез келген қатн- 
сында, яғни система көлемініңг
mv к-дан Vc-ға дейінгі шекте жат- 
қан мәндерінде жүзеге аса алады, 
мундағы гп — система массасы, ал

мен Vc — катты және сұйык фа- 
залардын меншікті көлемдері. Сон- 
дыктаи балку кисығының әр нүкте- 
сіне (р, V) диаграммадағы горизон­
таль түзудің кесіндісі сәйкес келеді 
(329-сурет). Заттыц температурасы 
осы кесіндінің пүктелерімен кескінделетін күйлерде бір- 
дей болатындыктан, 329-суретте 1—2 түзуі заттын екі 
фазалык күйіне сәйкес келетін изотерманыц учаскесін 
көре 'теді. (272-суреттегі нзотерманыц горизонталь учас- 
кесімен салыстырыцыздар.)

Балкуга кері кристалдану процесі мына түрде өтеді. 
Сүйыкты берілген кысымда, қатты фаза мен сұйык фаза 
тепе-теңдікте бола алатын температураға дейін (ягнн 
балку басталатын температураға дейін) суыткан кезде, 
кристалдану ұрығы немесе кристалдану центрі дейтін- 
дердің мацайында кристалликтердіц жаппай ө с ү і  баста- 
лады. Біртіндеп ірілене отырып, жеке кристалликтер 
акыр аяғында өз ара бірігіп, полнкристалдык катты де- 
не күрайтын болады.

р

і

mV'- лУ'
и
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Кристалдану центрлерінің ролін, сұйықтыц ішінде 
қалкьш жүрген қатты бөлшектер атқара алады. Осын- 
даіі бөлшектерден әбден тазартылған сұйықты, криста 'т- 
ликтср пайда болмай-ақ, кристалдаиу температурасынан 
төменгі температураға дейін суытуга болады. Осындай 
асыра суытылған с^йықтыц күйі метастабнльді күііге 
жатады. Сұйықтыц бірден теие-тсңдік темпсратурадагы 
сүйыкка және кристалға жіктслім кетуіне оған бір тозан- 
ның түсіп кетуі жеткілікті. Алайда, кенбір жагдайларда 
сұііық молекулаларыныц қозғалғыштыгы асыра суытқан 
кезде нашар болатындығы сонша, метастабнльдік күй 
өте ұзақ уақыт сақтала алады. Мұидай жағдайларда 
сұйықтыц аққыштығы өтс нашар болады да, зат аморф 
катты денсге айналады.

Кристалдану кезінде, балку кезіндс қанша жылу 
жумсалса, сонша жылу бөлініп шығады.

§ 150. Клапейрон — Клаузиус теңдеуі

Өткен параграфтардан біз заттың кез келген екі фа- 
засының тепе-тецдік күйде шамасы температураға тәуел- 
ді болатын тек белгілі бір қысым кезінде ғана бола ала- 
тынын көрдік. Бүл тәуелділіктіц жалиы түрін термоди- 
намиканың екінші бастамасыныц көмегімен шығарып 
алуға болады. Ол үшін берілген заттың өз ара тепе-тең- 
діктегі екі фазасынан тұратын системаға қатысты Карно 
циклін қарастыр.айық.

Екі фазалық система үшін (р , V) диаграммасындағы 
Карно циклі 330-суретте көрсетілгендей болады (қыз- 
дырғыш гтен1 суытқыш температураларының айырмасы 
өте аз ДТ шамасы деп ұйғарылып отыр). Температуласы 
Т изотерманың горизонталь учаскесінің шеткі нүк.елері 
1 жэне Г, цифрларымен белгіленген. / жоне 2 күйлер бір 
фазалы күйлер болын табылады. 1—2 кесіндісініц ара- 
лык нүктелерінің бәрі бір-бірінен зат массасыныц бірін- 
ші және екінші фаза арасында бөлінуі арқылы айыры- 
латын екі фазалық күйлерді кескіндейді.

Изотермиялық процесс А-*~В заттыц қайсыбір m мас- 
сасының фазалық ауысуымен байланысты болады. Сол 
кезде заттың көлемі m ( V  — V \ ) -ға тсң өсімше алады, 
мүндағы V[ иен V — бірінші жәнс екінші фазалардын
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меишікті көлемдері. \\үн- 
дай ауыеу жүзсге аса 
алатыи болу үшін, затқа 

<7і2-і'о тсц Qі жылу мөл- 
шсрім беругс тніспіз, мұн- 
Дагы <7і2— Т температу­
ра жагдайылда 1 күііден 
2 күйге ауысқан кезде 
жүтылатын мсншікті жы­
лу. Qi жылу спстеманыц 
цнклдіц барысында қыз- 
дыргыштап а.іатын жы- 
луып білдіреді. Суытқыш- 
қа жылу С—►D пзотер- 
миялық процестің барысында берілсді. Ьсрілген жылу-
дыц мөлшері мынаган тен: Q2 = m'q 12, мұндаіы^і: -
Т—ДТ температура жагдайыпда 1—2 ауысу жылеы, ал 
m ' - C - ^ D  процестіц барысьінда фазалық ауысуга ушы- 
рагап зат мөлшері. Заттыц бул мөлшерініц ш-неп аз ға- 
на анырмашылыгы бар, өііткені заттын қайсыбір мөл- 
шері адпабаталық процестін барысында фазалык а\ысу- 
га ұШырайды.

Цикл ішінде орындалатын жұмыс /1 сан жаіынан, 
цикл ауданына тен. Соидықтан мынаны жаза аламыз:

•1 ~  m ( V1 — Г ,) Др. * 150 л )
Бүл (150.1) тецдеуі жуықтан алыніап. Л/> нГі.лге үм- 

тылган кездегі (ол үшін І\Т нольге үмтылуы кср<к) шск- 
те (150.1) өрнегі дәл тендеуге апналады.

Цикльдіц и. о. козффпцпенті аныктама бойыпша мы- 
нагаи тек:

гі=
Л «цУ,—У,).!/» V2- K ,

Ip. t 150.2)Ql mqv. 4 12
Соиымси катар (129.7) боііыпіиа мынаны ж а п га  бо­

ла ды:
(150 3)

(150.2) жэнс (150.3) өрпектерді бірімен бірін ииссті- 
ре отырып, ц үшін мынаны аламыз:

^ 2 -  V,
Ч\. \ р  ^ Д 7’ 

Т
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Б ұ д а и

___ Tl2_____
T ( V 2 ~ V { )

(150.4)

ДГ нольге ұмтылғандағы шекте (1.50.4) жуық теңдеу 
мынадай дәл теңдеуге анналады:

£ р _  _  <712
d T  T( V ' 2 ~  V[)  ’ (150.5)

Сонғы (150.5) қатысы Клапейрон — Клаузиус форму- 
ласы (немесе теңдеуі) ден аталады. Клапейрон — Клау­
зиус тецдеуі температура бойынша тепе-тсңдік кысым- 
нан алынған туыпдыны жылуға ауысумен, теңбе-тец- 
діктегі фазалардыц температурасы және мепшікті 
көлемдерініц айырымымен байланыстырады.

(150.5) бойынша туындыныц тацбасы, жылудың
жүтылуы кезінде болатын фазалық өтумен қоса жүретін 
көлемніц өзгерісіне — артуына немссе кемуіне тәуелді 
болады. Сұйық не катты денс буланған кезде көлем әр-

dpқашан артады, сондықтан -far оулану қнсығы үшіи, сон-
дай-ақ сублимация қисығы үшін тек оц тацбалы болуы 
мүмкін: температурапыц артуы тепе-тецдік қысымнык 
артуына әксп соғады.

Балқьтған кезде көлем әрқашан артады, демек, 
— і >0:  қысымныц ұлғаюы балқу температурасыныц
артуына әкеп соғады. Алайда, кейбір заттарда, мәселсн, 
суда сүйық фазаныц көлемі қатты фазаныц келемінен
кем болады (КзСКі) 1 Бүл жағдайда < 0  — қы-
сымныц арауы балку температурасыныц төмсндеуімен 
қосарлана жүреді. Мұзды күшті қысымға ала отырып, 
оныц балку темпсратурасын 0° С-тан арттырмай-ақ, ері- 
туге болады.

Бір кристалдық модификацпядан екіншісіне ауысе 
температурасы, қысым артқанда қатты фазаныц қайсы- 
сыныц меншікті көлемі артық болатынына қарай жогар- 
лауы да, төмендеуі де мүмкін.

1 Су катқап ксздс көлемін улгаіітатыиы белплі. Осы ссбоиті до 
суга м р а і іпда му ідыц тыгыздыгы аз болады.
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§ 151. Үштік нүкте. Күй днагра?4масы

Затты сұйық 'күйінде алып онымен тепе-теңдікте тур- 
гак қаныққан буды қарастырайык та, көлемін өзгертпей 
одан біртіндеп жылу алатын болайық. Бұл процесс зат- 
тың температурасының төмендеуімен және соған сәйкес 
кысымының төмендеуімен бай- 
ланысты болады. Сондықтан 
(р, Т) диаграммада зат күйін 
суреттейтін нүкте төмен қарай 
булану қисыгының бойымен 
қозғалатын болады (331-су- 
рет). Бүл қысымның тепе-тең- 
дік мәніне жауап беретін зат- 
тың кристалдану температура- 
сына жеткенге дейін созылады.
Бұл температураны Т үш арқы- 
лы белгілейік. Кристалдану 
жүріп жатқар уакыт бойы, 
те* лература мен қысым ұдайы түрақты болып қала бе­
реди Сол кезде сыртқа әкетілігі жатқан жылу, кристал­
дану кезінде бөлініп жатқан жылу боп табылады.

Температура Туш және соған сәйкес тепе-тецдік кы- 
сым р үш — қатты, сұйық және газ тәрізді фаза сияқты 
заттыц үш фазасының үшеуі де тепе-теңдікте түратын 
температура мен қысымныц жалғыз мәні. Диаграммада- 
ғы (р, Т) соған сәйкес нүкте ү ш т і к н ү к т е деп ата- 
лады. Сөйтіп, үштік нүкте заттың үш фазасыныц үшеуі 
бірдей тепе-тецдікте тура алатын шарттарды анықтайды.

Кристалдану процесі аякталғаннан кейін тепе-теңдік 
күйде қатты фаза мен газ тәрізді фаза қалады. Егер зат- 
тан жылу алуды одан әрі соза берсек, температура тағы 
те.* ^ндей бастайды. Соган сәйкес кристалдық фазамен 
тепе-теңдікте түрған будыц қысымы да азая бастайды. 
Зат күйін көрсететін нүкте сублимация қисығынын бо­
йымен төмендей бастайды.

Үштік нүкте температурасы, рүш кысымда тұрып зат­
тыц балқитын температурасы болады. Бүдан басқа қы- 
сымдарда заттыц балку температурасы басқаша бола­
ды. Заттыц балку қысымы мен балку температурасыныц 
арасындағы байланыс үштік нүктеден басталатын балку 
қисығы аркылы кескінделеді. Сөйтіп, үштік нүкте катты 
және сұйык, сұйык және газ, акырында, катты және газ
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332-сурет.

/  ____ күнлершщ тепе-тецдік жагдапла-
' 1 ° 4 рын аныктантын үш қисықтын киы-

лыскаи иүктссі болады екен.
Қатты және сұйық фазаның меи- 

шікті көлемдерініц қатысына бай- 
ланысты, балку қпсыгыныц барысы
не 33]-сурстте көрсетілгенден (^уг>

_,_г >0)  болады, не 332-суретте көрсе-
тілгендей (^уг < 0  j болады.

Балку булану жопе сублимация 
қисыктары, координата жазыкты- 

гын үіп облыска бөледі. Сублимация жэне балку кисық- 
тарыныц сол жагында катты фаза облысы, балку жэне 
булану кисықтарыныц арасында сұііық күйлер облысы, 
ақыр аягыпда, булану мен сублимация кнсыктарыныц 
оц жағында заттыц газ күйлерініц облысы жатыр. Бул 
облыстардың біріпеи калауымызша алган иүкте заттыц 
сәйкес бір фазалы күйіи көрсетеді (біз ұдайы тек тег<е- 
тецдік күйді, ягші заттыц сырткы жагдайлар туракты 
болганда, канша ұзак болса да тұра алатын күніп сөз 
етіп отырмыз). Бул облыстарды шектейтін кисыктардыц 
біреуінде'жаткан кез кслген нүкте, заттыц тиісті екі фа- 
засыныц тепс-теңдік күііін көрсетеді. Үштік нүкте үш 
фазаныц барлыгыныц тене-тецдік күйіп кескіндейді.

Сөйтіп, диаграммадағы әрбір нүкте заттыц белгі.іі 
бір тене-теңдік күйін кескіндейді. Сондықтан да опы 
к ү й д и а г р а м м а с ы дсп атайды.

Бірнеше кристалдық модпфикациясы бар зат жағда- 
ііында күй диаграммасы бүдан күрделірек бон кследі. 
333-суретте түрліше кристалдық моднфнкацияныи саны 
екіге тец болатын жагдапдагы диаграмма кеч . ін- 
делген. Бүл жагдайда үштік пүкте екеу болады. Үш. нүк- 
теде сұйық, газ жэне заттыц бірінші кристалдык моднфп- 
кацнясындағы күйлер тепе-тецдікте тұрады, ал рн ' нүк- 
теде сұйық және екі кристалдык модификация тспс-тец- 
дікте түрады.

Әрбір нақтылы затка арналган күіі дпаграммасы 
зксперимснттік мэліметтер негізіпде салыиады. Күй дпа- 
граммасып біле отырып, заттыц түрліше жагдапларда 
(р мен 7-ніц түрлііш? мәндеріпде) к.зндай күнде болаты-
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нын жәнс түрліше процестсрде зат қандаіі айналыстарға 
ұшырайтынын алдын ала болжап айтуымызга болады.

Бұл айтылғанды мысалдар арқылы түсіндірелік.
Егер затты / нүктеге сәйкес келетін күйде алсак 

(331-суретті караиыз) және оны пзобаралық қыздыра- 
тып болсақ, онда зат 1—2 пунктир түзумен көреетілгеп 
күнлер тізбегінеп: кристалл — су­
пы қ — газ күйлердсн өтеді. Егер сол 
затты 3 иүктемеп кескінделгсн күйде 
алсақ жэне тагы да изобаралық 
қыздыратын болсақ, онда күйлер 
тізбсгі (3—4 пунктир түзу) өзгеше 
боп кетеді: крпсталдар сүнық фаза- 
га соқпай, бірдеи газга айналады.

Диаграммадам, сұйык фаза тепе- 
тецдік күйдс тек үштік иүкте қысы- 
мынан жогары кысымдарда ғана ту­
ра алатыны (333-суреттегі II қатты 
фазаға қатысты да осыны айтуымыз 
кецек) байқалады. /7үш қысымнап 
төменгі қьісыімдарда тск асыра 
суытылган суйыктар баықалады.

Дағдылы заттардыц көишілігіндс үштік нүкте атмое- 
фералық қысымнан сдәуір төмен жатады, сопдықтан 
бұл заттардың қатты. күйдсн газ тәрізді күйге өтуі екі 
арадагы суйық фаза арқылы жүзеге асады. Атап айтқан- 
да, мысалы, судыц үштік нүктесіне 4,58 мм. сын. багана- 
сындағы кысым және 0,0075° С температура сәйкес ке- 
леді.

Қөмір қышқылы үшін үштік нүкте қысымы 5,11 ат-та 
тең (үштік нүкте температурасы — 56,6° С). Сондыктан 
көмір қышқылы атмосфера қысымында тек қатты және 
газ тәрізді күйлерде гана болады. Қатты көмір қышқы- 
лы (құргак муз) тікелей газга айналады. Көмір кышкы- 
лының атмосфералық қысымдагы сублимация темпера­
турасы — 78° С-ка тец.

Егер кристалдыц меншікті көлемі опыц суйық фаза- 
сыныц меніиікті көлемінен артық болса, онда кейбір про- 
цестердегі заттыи айналуы өте срсКше боп шыгуы мүм- 
кін. Осындай затты, мысалы, / нүктемен көрсетілген 
(332-сурет) күйде алайық та, оны пзотермалық сыга- 
лық. Бұлай сыққанда қысым өседі де, диаграммада про­
цесс вертикаль түзумен көрсетіледі (1—2 пунктир түзуді

р
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қараңыз). 332-еуретте көрсетілгендей, зат қысымды арт- 
тырған кезде күйлердің мынадай тізбегінен өтеді: газ — 
кристалл — сұйық күйі. Бұл сияқты тізбек, сөз жоқ, тек 
үштік нүкте температурасынан төмен темнсратураларда 
байқалады.

Корыта келіп, күй диаграммасының тагы бір ерекше- 
лігін атап өтейік. Булану қисығы крнзистік./С нүктесімен 
аяқталады. Сондықтан сұйық күйлер облысынан газ тә- 
різді күйлер облысына крнзистік нүктені айналып, була- 
чу қисығын қимай-ақ ауысуға мүмкіншілік туады (332- 
суретте пунктпрмен көрсетілген 3—4 ауысуды қараңыз) 
Мұндай ауысудың (р , К) диаграммада қандай болып 
келетіні 276-суретте көрсетілген. Бұл жағдайда сүйық 
күйден газ тәрізді күйге ауысу (және керісінше) бір фа- 
залық күйлердің тізбегі арқылы үздіксіз жүзеге асады.

Сұйық және газ күйлердің арасында үздіксіз ауысу- 
дыц мүмкГн болатыны оларды айырмашылық сапалық 
жагынан гөрі тек сандық сицатты айырмашылықтың бо- 
луында екен, атап айтканда, бұл күйлердің екеуінде де 
анизотропия болмайды. Кристалдық күйден сүйық не:- - 
се газ тәрізді күйге үздіксіз ауысу мүмкін емес, өйткені 
кристалдық күйдің басты ерекшелігіне, өзімізге белгілі, 
оның анизотропиясы жатады. Ал, анмзотропиясы бар 
күйден, анпзотропиясы жоқ күйге өту тек секіруелі жү- 
зеге асуы мүмкін — аннзотропияның жарым-жартылай 
пайда болуы мүмкін емес, анизотропия не бар, не жоқ 
болуы мүмкін, үшінші мүмкіншілікке жол жоқ. Осы се- 
бегіті сублимация қпсығы мен балку қисығы, булану қи- 
сығыныц кризистік нүктеде үзілстіні сиякты, үзіліп қала 
алмайды. Сублимация кисығы р — 0 және Т = 0 нүктесіне 
барады да, ал балқу қисығы шексіздІккс кетеді.

Тап солай, бір кристалдық модификациядан екіншіге 
үздіксіз ауысу мүмкін емес. Түрліше кристалдық м< чі- 
фикациялар бір-бірінен өздеріне тән симметрия элемент- 
тері аркылы өзгеше боп келеді. Кез келген элемент снм- 
метрнясы не бар, не жоқ болып кслетіндіктен, бір қатты 
фазадан скіншіге ауысу тек секірмелі өтуі мүмкін. Сол 
себепті, екі қатты фазаның тецбе-тецдік қисықтары, бу­
лану қнсыгы сияқты, шексіздікке кетеді.
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Суытқыш машина 427 
Суперпозиция толқындардың 

281
—- ультрасиретілген 399 
Таралу^ың функциясы 257, 258 
Толкындар 262
— жүгірме 266, 471
— өшетін 281, 282 
— дыбыс 288
— когерентті 280
-  жазык 265
- колденең 262 

Кума 262
— Турғын 282, 285 

ефералық 266, 268 
льтрадыбистық 298 

іқындик бет 266 
гкык дифракцияси 282 
лқыидык тецдеу 270, 272 
сан 267

— вектор 270
Толкындық температура 314
— абсолют 317, 328

- кризистік 407, 408, 411, 412, 
479, 492

- балку 494
Температураныц абсолют шка-

ласы 315, 317 
--ид еал  газдыц 321 
-Кельвин 317

— термодинамикалық 438, 440
- Цельсия 314, 317 

Температуралық эмпирнкалық
шкала 315

Темнературалық белгі 314 
Тензор инерцнясы 168 
Термодинамика 302, 424
— біріиші бастамасы 308, 309, 

424, 427
-  екінші 424, 428 

Термометрлік дене 314, 438 
Торичелли формуласы 206 
Траектория 12
Ток сызықтары 200 
Ток түтігі 201 
Толқын дифракциясы 283 
Толкын интерференциясы 281 
Тонустық дыбыс 289 
Тұрғын толқынның түніні 283 
Толқынның теңдеулері 271
— толқындар 266
— айналмалы козгалыс динамн- 

касы 141
— күй 316
— жылу өткізгіштік 383 
Тьіғыздық 144
— ықтнмалдык 232
—-энергия агыны 277, 289. 295
— толкын энергиясы 27Н
-— серпімді деформация энер­

гиясы 180
Үдеу кориолнсгік 114
— сызықтык 29 
-—нормаль 32, 36, 41, 70
— еркін түсу 62, 186
— нормаль мәні 62, 184, 238
— ауырлық күші 62, 184, 238 
— стаидарттык 186
— тангенстік 36
— бурыштык 40
— центрге тепкіш 70 
Үштік нүкте 416, 491, 499 
Фаза 268
— толқыидық 268
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— тербёлістік 226 
бастапкы 226

— - термодннамикалык 409, 490 
Фазалық жазыктык 230
---траектория 230, 251 
фазалық ауысу (екінші текгі) 

491
біршші текті 491 
фишка молекулалык 302
— - статнстпкалык. 302, 378 
Фіпикалық кинетика 378 
Физпкалық шексіз аз колем 144 
фіпикалык інамалардыц өліпем-

дііі 57, 58
фронт толқыпиың 266 
Цеіітрлор 414 

-конденсация 414
— кристалдану 496 
Цикл 425, 426 
Шекаралық кабат 217 
Шектің меншікті жиілігі 286 
Штейнер тсоремасы 146 
Штерн тэжірибесі 364 
Шулар 289
Ықтнмал 289, 455
— математнкалық 455
— -  термодинамикалық 455 
і й і н 135

импульс 135 
-кос күш 129

— оське катысты күш 134 
-пүкте 134

Ішкі үйкеліс коэффициент! 211, 
378

— тұтқырлықтың 211
— - гаадыц 377
— диффузия 389, 390, 391 
- толкынның 280

— тербелістің 250
— беттік керілудіц 477, 479
— толқын жуту 280
• кайтымды машинаның пай- 
далы әсерінің

-  - жылу машинасыныц 427
-  Каіоно циклыныц 437 
—- көлденец сығу 176

Пуассон 176 
кедергі 248

- жылу ыткізгіштік 389 
газдыц 385

-  ультрасиретілген 394
- - үйкеліс 68, 70

сериімділік 175 
суытқыштықтың 428 

электрондык парлар 466 
Эмульсия 300
Энергияныц таралуы 335, 338 
Энергия 90

— молекулалық өз ара осер 401
— ішкі 307

ван-дер-паальс газыныц 417 
-идеал газдыц 339, 341

— кристалдың 470
— реал газдыц 416
— - гармониялык тербелістіц 228 
-- осциллятордыц 231
--кішетикалык 90, 91, 92

— - жазык қозғалыста 151, 152
— катты дененіц 148
— беттік 476, 482 

- толык 95, 96
--  потенциялық 90, 93, 94, 101 

-еркін 453, 479 
— байлаулы 453
— сернімді толкынныц 275
— деформацияның 149 
Энтальпия 419 
Энтропия 447, 449, 454
— идеал газ 457
— статнстикалык талда>ы 454 
Эрг 82
Эффузинлық әдіс 398 
Эффузия 396

қарама-қарсы изотермиялык
397

— жылулык 396
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